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Die  Euler'schen  Integrale  bei  imbeschränkter  VariäbfliliiAt 

des  Argumentes.*) 

Von  Dr.  Hermann  Hankel, 

Privatdocent  an  der  Universität  zu  Leipzig. 


Die  UntersnchuDgen ,  welche  den  Gegenstand  der  folgenden  Abhand- 
lang aasmachen,  stützen  sich  auf  einige  einfache  Sätze  der  complexen 
Fanctionentheorie ,  wie  sie  von  meinem  hochverehrten  Lehrer,  Hrn.  Rie- 
mann  anfgefasst  wird.  Was  deren  weitere  Aa»führnng  betrifft,  so  ver- 
weise ich  aaf  die  Abbandlungen,  die  mein  Freund,  Herr  Roch,  kürzlich 
„über  Functionen  complexer  Grössen"  in  diesem  Journale  veröffentlicht 
hat;  indess  erscheint  es  mir  noth wendig,  einige  Principien  in  der  Form,  wie 
sie  im  Folgenden  häufig  Anwendung  finden  werden ,  zuvor  in  aller  Kürze 
sa  entwickeln: 

§  1. 

Hilfssätze  aus  der  complexen  Fanctionentheorie. 

Zar  Vereinfachung  der  Ausdrucksweise  wird  im  Folgenden  an  der 
von  Kühn**)  gegebenen  Darstellung  festgehalten  werden,  nach  der  die 
coraplexe  Grösse  z=^x  +  yi  repräsentirt  wird  durch  einen  Punkt  mit  der 
Abscisse  x  und  der  Ordinate  y  in  einer  unendlichen  Ebene,  die  man  ent- 
weder als  Fläche  mit  unendlich  entfernter,  etwa  kreisförmiger  Begrenzang, 
oder  als  eine  geschlossene  Fläche  —  etwa  unendlich  grosse  Kugel  —  an- 
sehen kann.  Diese  beiden  Vorstellungen,  von  denen  die  letztere  beson- 
ders instructiv  zu  sein  scheint,  unterscheiden  sich  für  endliche  Punkte 
sieht  von  einander;  jener  die  Ebene  begrenzende  unendlich  grosse  Kreis 
degenerirt  aber  bei  der  zweiten  Anschauung  in  einen  einzigen  Punkt,  den 
Unendlichkeitspunkt. 


*)  Vom  Verf.  besorgter  Auszug  aus  seiner  Habilitationsdissertation  (Leipzig,  bei 
L.  Voss,  1863).  Wegen  der  zahlreichen  literarischen  Notizen  verweisen  wir  auf 
die  Schrift  selbst. 

**)  Medit,  de  quant.  imag,  constr,  et  rad,  imig,  exMb,  Nooi  Comm.  Acad,  Imp.  Pelroti* 
Bd.Z.     1753.    A  J70. 

Zelt$€hrin  f.  Mathematik  a.  Physik,  IX,  1.  \ 


2    Die  Euler'schen  Integrale  bei  unbesehr.  Variabilität  d.  Argumentes. 

••-    \  ' 
Eine  Function  von  2  =  x  -h^yj  öenht  nnn  Ilr.  Riemann  eine  Grösse 

w,  die  sich  mit  z  dor  particlloii{*i)vffc5'eutialgleichung 

gemüss  ändert.  Df^  Jrfnze  Theorie  der  Functionen  complexer  Variabelen 
ist  somit  als  cfine  auHgcführtc  Theorie  dieser  Differentialgleichung  zu  Be- 
tracht ep.**;^e 'erste  Folgernug,  die  sich  aus  derselben  ziehen  lässt,  ist  die, 
da^^  8'kj\*t1ne  solche  Function  stets  nach  dem  Taylor 'sehen  Lehrsatze 
}h^  e>de*Reihe  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  (z  —  o)  entwickeln  Ittsst, 
•  sobald  sie  in  einem  mit  mod(z  —  a)  um  a  beschriebenen  Kreise  überall 
'einen  und  nur  einen  endlichen  bestimmten  AVerth  hat.  Sind  daher  die 
sämmtlichen  Derivirten  dieser  Function  für  z=za  gegeben,  oder  ist,  was 
hiermit  im  Wesentlichen  zusammenfällt,  die  Function  selbst  auf  einer  end- 
lichen Strecke  von  a  aus  bekannt,  so  ist  sie  dadurch  für  die  ganze  Kreis- 
fläche bestimmt.  Von  dieser  Kreisfläche  aus  kann  man  nun  die  Function 
nach  allen  Seiten  hin  fortsetzen  und  durch  Wiederholung  derselben  Ope- 
ration sie  für  alle  Theile  der  Ebene  bestimmen,  in  der  z  =  x  +  yt  darge- 
stellt wird;  nur  hat  man  zu  berücksichtigen,  dass  bei  dieser  Fortsetzung 
kein  Punkt  überschritten  wird,  in  dem  die  Function  nicht  endlich  nnd  be- 
stimmt ist.  Es  geht  hieraus  hervor,  dass  eine  auf  einer  endlichen  Strecke 
gegebene  Function  durch  einen  gegebenen  Flächenstreifen,  in  dem  sie  stets 
endliche  Werthe  hat,  nur  auf  eine  Weise  fortgesetzt  werden  kann. 

Es  ist  aber  hiebei  keineswegs  ausgeschlossen,  dass,  je  nach  dem  die 
Fortsetzung  auf  dem  einen  oder  dem  anderen  Wege  geschieht,  für  densel- 
ben Punkt  sich  mehrere  Werthe  der  Function  ergeben  können.  Man  be- 
zeichnet eine  Function,  bei  der  dieser  Fall  eintritt,  als  mohrwerthig,  nennt 
aber  eine  Function  innerhalb  eines  Theilos  der  Ebene  einwerthig  oder 
monodrom,  wenn  sie,  in  einer  endlichen  Strecke  dieser  Ebene  als  gegeben 
gedacht,  immer  denselben  Werth  beibehält,  man  mag  sie  durch  einen  inner- 
halb des  P^benenstückes  liegenden  Weg  fortsetzen,  durch  welchen  man 
will.  Jeder  mehrwerthigen  Function  kommen  gewisse  ausgezeichnete 
Punkte  zu  von  der  Boschaifenheit,  dass  wenn  man  die  Function  um  sie 
herum  fortsetzt  und  wieder  zu  dem  Anfangswerthe  zurückkehrt,  dieselbe 
einen  anderen  Werth  angenommen  hat.  Diese  Punkte  nennt  Hr.  Rie- 
mann Verzweigungspunkte.  Ein  solcher  Verzweigungspunkt  ist  z.  B.  für 
(x  —  fl)/*,  wo  fi  eine  beliebige  complexe  Zahl  bezeichnet,  der  Punkt  a:  =  a; 
lässt  man  x  von  einem  Punkte  x  =  Xi  ausgehen  und  geht  um  x  =  a  her- 
um wieder  zu  x  =  Xi  zurück,  so  wird  die  Function  bei  diesem  Umlaufe 
den  Factor  <?*/**•  erhalten  haben.  Nur  wenn  ft  eine  reelle  ganze  Zahl  ist, 
wird  x  =  a  kein  Verzweigungspunkt  sein.  In  jedem  Ebenenstücke,  wel- 
ches den  Punkt  x^=a  weder  in  sich  enthält,  noch  umschliesst,  ist  die 
Function  {x  —  o)'*  monodrom.     Ebenso  ist  a*  =  a  für  log(x  —  a)  ein  Ver- 
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zwei^ngspunkt;  bei  jedem  Umlaufe  um  denselben  ändert  sieb  log{x  —  a) 
um  27cL 

Es  bestebt  nun  ein  wesentlicher  Unterschied  der  algebraischen  und 
transscendenten  mehrwerthigen  Functionen  darin,  dass  erstere  nach  einer 
endlichen  Anzahl  von  Umläufen  ihren  ursprünglichen  Werth  wieder  er- 
langen, während  dies  bei  letzteren  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist.  Sieht 
man  hier  ganz  von  ersteren  ab,  so  ist  einleuchtend,  dass  die  Untersuchung 
mehrwerthiger  Transscendenten  ungemein  erleichtert  werden  wird,  wenn 
man  sich  von  der  Vieldeutigkeit  der  Function  für  einen  und  denselben 
Werth  des  Argumentes  befreien  kann.  Zu  diesem  Zwecke  denkt  sich  Hr. 
Riemann  di^  Ebene  in  bestimmten  von  den  Verzweigungspunkten  aus- 
gehenden Linien  zerschnitten,  so  dass  die  Function  innerhalb  des  nicht 
zerschnittenen  Theiles  der  Ebene  monodrom  ist,  d.  h.  man  denkt  sich  ge- 
wisse Linien  festgesetzt,  durch  welche  hierdurch  die  Variabele  niemals 
gehen  darf  und  die  als  Begrenzung  der  Ebene  angesehen  werden.  Zer- 
schneidet man  z.  B.  die  Ebene  der  x  in  einer  von  o:  =  a  bis  o;  =  oo  gehen- 
den, sonst  willkürlichen,  nur  sich  selbst  nicht  schneidenden  —  nicht  ver- 
knoteten —  Linie,  so  kann,  so  lange  man  nur  im  Endlichen  bleibt,  a:  nie- 
mals um  a:  =  a  herumgehen  und  es  wird  (x  —  a)'*  für  jeden  Funkt  der 
Ebene  eine  bestimmte  Bedeutung  haben,  sobald  man  seinen  Werth  in  einem 
einzigen  Punkte  festsetzt.  Ebenso  wird  bei  derselben  Zerschneidung 
log  {x — a)  in  der  zusammenhängenden  Ebene  monodrom  bleiben.  Nimmt  man 
specieller  an,  die  Ebene  sei  in  der  negativen  reellen  Axe  zerschnitten 
und  logx  sei  für  reelle  positive  x  reell,  so  wird  die  im  Allgemeinen  will- 
kürliche ganze  Zahl  m  in  log{re^*)  =logr  +  ((p  +  2mn)i,  wo  logr  stets 
reell  vorausgesetzt  ist,  so  bestimmt  werden  müssen,  dass  für  97  =  0, 
log  (re^O  reell  ist,  also  m  =  0.  Setzt  man  also  log(re^^^=  logr  +  91 ,  so 
wird  der  Logarithmus,  da  g>  niemals  über  +  k  wachsen  kann,  in  dem  un- 
zerschnittenen  Theile  der  Ebene  überall  monodrom  sein.  Der  Logarith- 
mus eines  unendlich  dicht  über  der  negativen  reellen  Axe  gelegenen  Punk- 
tes, für  den  g>=^n  ist,  wird  danach  logr'-\'ni  sein;  der  Logarithmus  eines 
anendlich  dicht  unter  derselben  Axe  gelegenen  Punktes  97  =  —  n  ist  da- 
gegen logr  —  ni. 

Ist  nun  beide  mal  r  dasselbe,  so  wird  der  Logarithmus  zweier  unend- 
lich nahen  Punkte  der  negativen  Axe,  deren  einer  über,  deren  anderer 
unter  der  Schnittcurve  liegt,  um  2ni  verschieden  sein.  Es  wird  im  Folgen- 
den häufig  von  der  Zerschneidung  der  Ebene  von  a:  =  0  bis  o:  =  -f-  00  auf 
der  reellen  positiven  Axe  Gebrauch  gemacht  werden.  Nimmt  man  dann 
log{ — x)  für  negative  reelle  x  als  reell  an,  so  ist  log{ — re^^):=zlogr 
+  {(p  —  7t)i  zu  setzen,  wobei  wiederum  logr  stets  reell  angenommen  wer- 
den soll.  Wenn  g)=  -f-  ;r,  so  ist  log{ — re^^)^=^logr  in  der  That  reell; 
für  9  =  0  hat  man  log{—re^^)^=logr — »f,   für  qp  =  2jc^  <og(^— re^^N^ 
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=  logr  +  ni.  Ganz  dieselben  Zerscbneidungen  lassen  sieb  auch  für 
( —  x)^  =  et^^*^^~'^  in  Anwendung  bringen. 

Die  Functionen  {x — a)^  und  log{x  —  a)  haben  nur  einen  Verzwei- 
gungspunkt  im  Endlichen.  Ebenso  giebt  es  auch  Functionen  mit  mehre- 
ren Verzweigungspunkten  im  Endlichen,  wie  denn  (x  —  a)'^{x  —  by^  wo 
^,  V  keine  reellen  ganzen  Zahlen  sind,  oder  log{x  —  a){x  —  b)  einfache 
Beispiele  von  Fanctionen  mit  zwei  endlichen  Verzweigungspunkten  abge- 
ben. Dm  {x — a)f'{x  —  h)^  monodrom  zu  machen,  wird  man  z.B.  die 
Ebene  in  einer  von  o:  =  a  nach  o:  =  oo  und  einer  von  x=  co  nach  x^=^h 
gehenden,  nicht  verknoteten  Linie  zerschneiden  können.  Nur  in  dem  Falle, 
dass  (|x  +  v)  eine  reelle  ganze  Zahl  ist,  wird  das  System  der  Schnitte  ein 
anderes  sein  müssen.  Man  sieht  nämlich  ein,  dass  bei  einem  Umlaufe  um 
x  =  a  oder  x=ib  ein  anderer  Werth  erreicht  werden  würde,  nicht  so  aber, 
wenn  a  und  b  zugleich  umlaufen  werden ,  insofern  die  Function  bei  einem 
aolchen  Umlaufe  den  Factor  c2f/*4-«')«<=  i  erhält.  Es  genügt  also,  um 
(jji;  —  a)f^{x  —  by  in  diesem  Falle  monodrom  zu  machen,  dass  die  Ebene 
in  einer,  x  =  a  und  .t  =  6  verbindenden,  nicht  verknoteten  Curve  zer- 
schnitten wird.  Ebenso  sieht  man,  dass  (x  —  a)f*{x  —  by{x  —  c)^,  wo 
keine  der  Zahlen  ft,  v,  ^,  wohl  aber  ihre  Summe  {fi  +  v  +  q)  eine  reelle 
ganze  Zahl  sein  soll,  die  drei  Verzweiguugspunkte  x  =  a,  b^  c  hat  und  dass 
sie  monodrom  wird,  wenn  man  die  Ebene  in  irgend  einer,  die  Punkte  a,  6,  c 
verbindenden,  nicht  verknoteten  Curve  zerschneidet. 

§2. 

Die  Euler^schen  Integrale. 

Durch  die  Aufgabe,  die  Reihe  der  Facultäten  zu  interpoliren,  ist  Eu  1er 
schon  im  Jahre  1738  auf  das  unendliche  Product: 

1  • .  .2  . .  .it 

hm  —-, — ! — : ; — ; — r  n',  n  =  00 

a:(a:  +  1)  .  . .  (a;  +  n) 

gefuhrt  worden.  Gauss  hat  später  von  Neuem  auf  dieses  Product  auf- 
merksam gemacht  und  den  strengen  Nachweis  gegeben ,  dass  dasselbe  für 
alle  reellen  Werthe  von  x  convergirt  und  nur  für  ganze  negative  Xy  die  Null 
mit  eingeschlossen,  unendlich  gross  erster  Ordnung  wird.  Es  lässt  sich 
das  Princip  jenes  Beweises  auch  auf  beliebige  complexe  x  anwenden ,  so 
dass  die  durch  die  Gleichung : 

TU)  =  lim  —, — ; — ; — -  n* 

definirte  Function  T{x)  monodrom,  stetig,  für  alle  endlichen  Werthe  des  x 
von  Null  und  Unendlich  verschieden,  nur  für  .r=0, — l, — 2^..,ininf. 
unendlich  gross  erster  Ordnung  ist. 

Eine  einfache  Folgerung  aus  den  S.  2  angegebenen  Principien  ist  das 
schöne  von  Hrn.  Weierstrass  bemerkte  Theorem,  dass  der  Quotient 
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1  :  r(x)  in  eine  für  alle  Werthe  von  x  convergirende  Reibe  nach  aufstei- 
den  Potenzen  von  x  entwickelt  werden  kann. 

Die  charakteristische  Eigenschaft  der  Function  r{x)   besteht  darin, 
dass,  wie  man  unmittelbar  aus  jenem  Producte  ableitet: 

r{x  +  l)  =  x  r{x) 
und  es  geht ,  da  r(l)  =  1  ist ,  hieraus  auch  sogleich  hervor ,  dass  r{x)  für 
X  =  0,  —  1,  —  2,  . . .  unendlich  gross  erster  Ordnung  werden  muss.  Durch 
die  Bestimmung,  dass  r{x)  eine  mit  Ausnahme  aller  ganzen  negativen 
Zahlen  überall  von  Null  und  Unendlich  verschiedene,  monodrome,  stetige 
Function  darstellt,  für  welche  r{x  +  l)  =  x r{x) ,  wird  dieselbe  bis  auf 
einen  Factor  q>  {x)  bestimmt,  der  eine  ebenfalls  monodrome,  stetige,  im  End- 
lichen von  Null  und  Unendlich  verschiedene  und  der  Gleichung  (p(x  +  1) 
=  g>(x)  genügende  Function  von  x  sein  muss.  In  S  3  meiner  Habilitations- 
schrift habe  ich  den  Nachweis  zu  führen  gesucht,  dass  die  Function  g>{x) 
=  ce***»  sei,  wo  c  und  k  Constanten  bedeuten.  Indess  ist  in  diesem  Be- 
weise eine  bestimmte  Voraussetzung  über  das  Verhalten  der  Function  für 
unendliche  Werthe  des  x  gemacht  worden,  die  den  jener  Functionalgleich- 
ang  genügenden  Functionen  im  Allgemeinen  nicht  nothwendiger  Weise  zu- 
kommen muss.  In  der  That  giebt  es  noch  andere  Exponentialfunctionen, 
als  jene  einfache,  die  ebenfalls  den  angegebenen  Bedingungen  genügen 
und  sich  von  jener  durch  ihre  Eigenschaften  im  Unendlichen  unterscheiden. 
Ueberhaupt  scheint  es,  als  ob  die  Definition  von  r{x)  durch  ein  System 
von  Bedingungen,  ohne  Voraussetzung  einer  explicirten  Darstellung  der- 
selben, nur  in  der  Weise  gegeben  werden  kann,  dass  man  das  Verhalten 
von  r{x)  für  a:  =  oo  in  dieselbe  aufnimmt.  Die  Brauchbarkeit  einer  sol- 
chen Definition  ist  aber  sehr  gering,  insofern  es  nur  in  den  seltensten  Fällen 
möglich  ist,  ohne  grosse  Weitläufigkeiten  und  selbst  Schwierigkeiten  den 
asymptotischen  Werth  einer  Function  zu  bestimmen. 

Von  Legendre  ist  bekanntlich  die  Definition  von  r(x)  durch  ein  be- 
stimmtes Integral : 


r{x)  =    Cr'-^ 


'dr 


gegeben  worden,  welches  für  alle  x,  deren  reeller  Theil  positiv  ist,  con- 
vergirt  und  in  das  obige  Product  transformirt  werden  kann;  für  solche  x 
aber,  deren  reeller  Theil  negativ  ist,  hört  dieses  Integral  auf  zu  conver- 
giren.  Ich  habe  nun,  von  der  Functionalgleichung  r{x  +  1)  =xr{x)  aus- 
gehend, ein  bestimmtes  Integral  aufgestellt,  welches  für  alle  x  convergirt 
and  eine  monodrome  stetige  Function  von  x  ist.  Für  solche  x,  deren  reller 
Theil  positiv  ist ,  lässt  sich  dasselbe  ohne  Weiteres  auf  das  obige  Integral 
Legendre ^8  reduciren  und  wird  somit  für  alle  diese  Argumente  jenem 
unendlichen  Producte  gleich  werden ^  durch  welches  Gauss  die  Oamma- 
fanction  definirt  hat.     Es  folgt  daraus  nach  den  auf  S.  2  angedeuteten 
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Principien  der  Functionentheorie  unmittelbar,  dass  dieses  stets  conver- 
girende  Integral  für  alle  Werthe  von  x  der  durch  das  Product  definirten 
Function  r{x)  gleich  sein  wird. 

Aus  diesem  allgemein  gültigen  Integrale  lassen  sich  dann  durch  Aen- 
derungen  des  Integrationsweges  mit  Leichtigkeit  die  bisher  bekannten 
mannigfachen  Formen  des  Integrales  r{x)  oder  des  Quotienten  1 :  r(x) 
erhalten. 

Was  das  Euler'sche  Integral  erster  Gattung,  die  von  Binet  mit 
B(pyg)  bezeichnete  Function  betrifft,  so  habe  ich  darauf  verzichtet,  für 
diese  Function  zweier  Variabeleu  ein  stets  gültiges  einfaches  Integral  auf- 
stellen zu  können.  So  lange  indcss  p  einen  positiven  reellen  Theil  hat, 
Iftsst  sich  ein  Integral  für  ^(p,  q)  augeben,  das  für  jeden  Werth  von  q 
seine  Bedeutung  beibehält;  ebenso  giebt  es,  wenn  ( — p  —  q)  einen  positi- 
tiven  reellen  Theil  hat,  ein  Integral,  das  für  alle  entsprechenden  Werthe 
von  p  und  q  seinen  Sinn  nicht  verliert.  Dieses  Integral  liefert  durch  Spe- 
cialisirung  der  drei  willkührlichen  Constanten,  welche  dasselbe  enthält,  und 
verschiedene  Annahmen  dos  Integrationsweges  mit  Leichtigkeit  die  ver- 
schiedenen Formeln,  in  die  von  den  Analysten  häufig  durch  einen  grossen 
Aufwand  von  Rechnung  und  besondere  Kunstgriffe  das  £uler*sche  Inte- 
gral transformirt  worden  ist. 

Es  konnte  natürlich  nicht  meine  Aufgabe  sein,  alle  Integrale,  durch 
welche  r{x),  B{p,  g)^  oder  die  reciproken  Werthe  derselben  dargestellt 
worden  sind ,  zu  entwickeln  und  ich  habe  mich  in  dieser  Hinsicht  auf  die- 
jenigen beschränkt,  die  entweder  ihrer  Eleganz  oder  sonstiger  Eigenthüm- 
lichkeiten  wegen  von  besonderem  Interesse  zu  sein  schienen.  Ebenso- 
wenig habe  ich  neue  Transformationen  der  Eule r 'sehen  Integrale  unter- 
nommen, da  es  ohnehin  scheint,  als  ob  bei  Anwendungen  die  allgemeinen 
Formeln  in  den  meisten  Fällen  die  zweckmässigsten  sein  werden.  Denn 
es  rechtfertigt  sich  der  bisherige  Gebrauch  der  verschiedenen  Formeln 
allein  dadurch,  dass  die  transformirten  Integrale  für  verschiedene  Gebiete 
des  Argumentes  gültig  sind ,  also  je  nach  den  Bedtlrfnissen  das  eine  oder 
andere  Integral  angewandt  werden  musste. 


§3. 

Darstellung  von  r{x)  durch  ein  bestimmtes  Integral  und 
Transformationen  desselben. 

Um  r{x)  durch  ein  bestimmtes  Integral  darzustellen,  wird  es,  da  r(x) 
für  alle  negativen  ganzen  Zahlen  unendlich  gross  wird,  zweckmässig  sein, 
1 :  r(x)  oder  1  :  r{ —  x)  durch  ein  Integral  auszudrücken ,  welches  stets 
endlich,  stetig  und  monodrom  bleiben  muss.  Um  nun  auf  die  Differenzen- 
gleichung 
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=  0 


das  geniale  Verfahren  Laplace^s  anzuwenden,  nach  welchem  das  Integral 
einer  solchen  Gleichung    j  t^udt  gesetzt  und  u  als  Function  von  i  hestimmt 

wird,  muss  man  hedenken,  dass  t*  im  Allgemeinen  eine  mehrwerthige  Fun- 
ction von  t  ist  und  also,  um  die  Untersuchung  in  genügend  allgemeiner  Weise 
zu  führen,  die  Ebene  in  einer  von  f  =  0  bis  /=  cx>  gezogenen  Linie  zu 
durchschneiden  ist.  Ich  wühle  zu  diesem  Zwecke  die  Axe  der  reellen  po- 
sitiven i  und  bestimme  /o^(— 0  in  ( — /)*  =  e*'<*^<-'^  reell  für  negative 
reelle  /.     (Vergl.  S.  3  am  Ende.)    Setzt  man  dann: 

so  erhält  man  mittelst  obiger  Gleichung: 


ß 


und,  wenn  ( —  t)*  =  w,  also  x{ —  ()*"*  =  —  —  gesetzt  wird : 

Diese  Gleichung  verwandelt  sich  nun  durch  theilweise  Integration  in 

und     wird ,     indem     man    w    als    willkürliche    Grösse    ansieht ,     erfüllt, 

du 
wenn  für  beide  Grenzen  des  Integrales  u  verschwindet  und  — -  +  m  =  0,  d. 

h,  ii  =  ce~'ist.  Es  wird  aber  im  Allgemeinen  ii=sce~'nur  für  /  =  -t-  oo 
verschwinden  und  man  darf  deshalb 

/;HoD 

setzen,  wo  von  f  =  +  oo  oberhalb  der  Abscissenaxe  in  einer  Curve,  welche 
die  positive  Achse  nicht  schneidet,  bis  /=  +  oo  unterhalb  der  Abscissen- 
axe zu  integriren  ist.  Um  die  Constante  c  zu  bestimmen,  kann  man 
x  =  —  i  nehmen;  dann  wird  die  linke  Seite  der  Einheit  gleich  tfnd  da  in 
diesem  Falle  die* Function  unter  dem  Integralzeichen  monodrom  ist,  das 
Integral  von  /=  +  oo  um  /  =  0,  herum  nach  /=+  oo  zurück,  gleich 
dem  in  einem  unendlich  kleinen  Kreise  um  ^  =  0  genommenen  Integrale. 
Letzteres  ist  aber  =  —  2ni  und  man  hat  daher  die  Gleichung  1  =  —  c.2xct, 
also: 

+  00 


4\  '  2;jf  /*,       N 


r{—x) 

+  GD 
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Dieser  Integralaasdruck  gentigt  nun  ausser  der  Functionalgleichung 
r{x  +  \)  =  x  r{x)  und  r(l)  =  l  auch  allen  anderen  Bedingungen.  Er 
ist  eine  stetige,  endliche ,  monodrome  Function  von  x ,  die  nur  verschwin- 
det, wenn  die  Integrationscurve  die  vollständige  Begrenzung  eines  Theiles 
der  Ebene  bildet,  in  welchem  die  Function  endlich  bleibt.  Das  ist  aber 
nur  der  Fall,  wenn  x  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  in  welchem  Falle 
1 :  r( — x)  verschwinden  soll.  Ist  überhaupt  der  reelle  Theil  von  a:>  —  1, 
so  darf  man,  ohne  dass  das  Integral  unendliche  Elemente  erhält,  den  In- 
tegrationsweg unendlich  dicht  an  der  reellen  Axe  entlang  führen  und  zwar 
oberhalb  derselben  von  i=:  +  oo  bis  /  =  0  und  unterhalb  von  /  =  0  bis 
t=z  +  CO.     Dann  erhält  man  durch  Zerlegung  des  Integrationsweges: 

c^^r^c^dr — j  e'^^^r'e-'^  dr=^ — 2isinxn  1  r'e^^dr 

0  0  0 

oder*) 

2)  r(x  +  \)=Jr'e-^dr,    '  a?  >  —  1, 

0 
wobei  logr  in  r*=e*'*'''  reell  zu  nehmen  ist.  Man  sieht  daher,  dass  die  in 
Gleichung  1)  definirte  Function  r(x)  für  x  > —  1  auf  die  Legendre^sche 
zurückführt.  Es  wird  daher  jene  in  1)  definirte  Function  r{x)  mit  der 
durch  das  unendliche  Product  bestimmten,  für  alle  complexen  Werthe  des 
Argumentes  gleichbedeutend  sein. 

Man  kann  von  dieser  letzteren  für  o:  >  —  1  geltenden  Gleichung  aus 
auch  rückwärts  zu  dem  obigen  Integralausdrucke  1)  gelangen ,  indem  man 
die  vorstehenden  Schlüsse  in  umgekehrter  Ordnung  auf  einander  folgen 
lässt.  Von  einer  anderen  Form  der  letzten  Gleichung  ausgehend,  ist  auf 
diese  Weise  mein  hochverehrter  Lehrer  Hr.  Scheibner  schon  vor  länge- 
rer Zeit  zu  einem  stets  convergir enden  Integrale  für  r{x)  gelangt. 

Führt  man  in  l)  al  statt  t  als  Integrationsvariabele  ein,  wo  a  eine 
reelle  positive  Zahl  bezeichnet,  so  hat  man : 

3)  y(-0^e->^./=-^^.y^  a>0. 

+  00  ^  ' 

wobei  loga  in  a*+^  =  g(*+i)'ö#«  reell  zu  nehmen  ist. 

Die  Bedingung,  dass  a  reell  und  positiv,  kann  leicht  dahin  erweitert 
werden,  dass  der  reelle  Theil  von  a  positiv  sein  muss.  Betrachtet  man 
nämlich  beide  Seiten  der  vorstehenden  Gleichung  als  Functionen  von  a, 
80  sieht  man  zunächst,  dass  das  Integral  im  Allgemeinen  endlich  und  stetig 


*)  Ich  bemerke,  dass  sich  im  Folgenden,  wenn  nicht  das  Gegentheil  bemerkt  ist, 
das  Zeichen  ^  stets  nur  auf  die  reellen  Theile  der  vorkommenden  Grössen  besiehen 
soU. 
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bleiben  wird,  so  lange  nur  der  reelle  Theil  von  a  positiv  ist;  unter  dieser 
Bedingung  wird  auch  die  rechte  Seite  eine  stetige,  monodrome  Function 
von  a  sein,  und,  da  die  beiden  Seiten  der  Formel  3)  für  reelle  positive  a 
als  einander  gleich  nachgewiesen  sind ,  so  folgt  ihre  Gleichheit  für  com- 
plexe  a  mit  positivem  reellen  Theile ,  also  allgemein  für  a  >  0  aus  den 
Bemerkungen  auf  S.  2. 

Es  folgt  aber  weiter,  dass  sich,  wenn  der  reelle  Theil  von  o:  •<  0,  also 
( —  iY  ^^  unendliche  t  verschwindet,  beide  Seiten  auch  noch  stetig  ändern^ 
wenn  man  den  positiven  reellen  Theil  von  a  unendlich  klein  werden  lässt, 
da  in  diesem  Falle  die  Exponentialgrösse  e~«'  für  unendliche  reelle  i  nur 
endliche  Werthe  annehmen  kann.  Die  Gleichung  3)  bleibt  also  unter  der 
Voraussetzung  o:  <  0  auch  noch  gültig,  wenn  der  positive  reelle  Theil  von 
a  verschwindet. 

Nach  diesen  Bemerkungen  ist  es  nun  leicht,  die  verschiedenen  Inte- 
grale für  r{x)  und  1 :  r{x)  darzustellen,  die  bisher  auf  die  verschiedensten 
Weisen  abgeleitet  worden  sind. 

Ich  habe  schon  bemerkt,  dass  sobald  x  >^  —  1,  der  Integrationswejg 
anendlich  dicht  an  die  reelle  Axe  herangerückt  werden  darf.  Lässt  man 
dies  in  3)  geschehen  und  vertauscht  x  mit  {x  —  1) ,  so  erhält  man  die 
Gleichung : 

„       /-.— =^.  :>:• 

0 

wo  logr  und  loga  in  r*-^  =  ^<*-^)'v  und  a*  =  e*^^^  für  reelle  positive  r 
and  a  reell  zu  nehmen  sind.  Setzt  man  in  4)  a  =  a  +  /?<  =  ^^^^  so  fin- 
det man  durch  Zerlegung  in  den  reellen  und  imaginären  Theil  die  von 
E  n  1  e  r  gegebenen  Formeln : 


5) 


/r*-^e-"«*'co*/Jrdr  =  — ^005(0:9) 


6)  /r*-ie-«''m/Jrdr==-^Äi«(a:9) 


x>0 
a>0. 


9' 


0 

Es  ist  nach  den  vorstehenden  Bemerkungen  erlaubt,  so  lange  x  ^  0  in 
3)  a  unendlich  abnehmen  zu  lassen;  die  Integration  durch  Null  hindurch 
ist  aber  nur  erlaubt,  sobald  x>  —  1.  Man  hat  also,  wenn  wieder  x  mit 
(x  —  1)  vertauscht  wird  für  a  =  /Ji : 


7)  y*r-ie-^'dr=^e-'ft,     +!>*> 

0 
und  durch  Trennung  des  Reellen  und  Imaginären : 
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8)  fr'-^cosßrdr  =  ^cos(x^\ 
0 

9)  j7''Uinßrdr  =  ^^sin  (xj\ 


l>a:>0, 


0 
wobei  ß  als  positive  reelle  Grösse  angesehen  werden  soll. 

Diese  letzteren  Gleichungen  kann  man  auf  eine  nicht  uninteressante 
Weise  durch  Aenderung  des  Integrationsweges  auch  direct  aus  3)  ableiten. 

Wird  in  3)  a:>— •  1  angenommen,  so  ist,  wie  schon  bemerkt,  die  In- 
tegration durch  Null  hindurch  erlaubt.  Ausserdem  aber  bleibt,  so  lange 
a:<0  und  a  reell  >0  ist,  ( —  f)*^-«'  auch  endlich  für  unendlich  wachsende  t 
mit  Ausnahme  von  i= —  oo.  Man  darf  also  unter  der  Bedingung  0>a:> —  1 
als  Integrationsweg  die  imaginäre  Axe  von  i=z  +  ooi  durch  Null  hindurch 
nach  <  =  —  00  f  wählen.     Dann  wird  für  i^=ri  von  <  =  +  oo  t  bis  /  =  0 

iogi  —  t)~log{—re2  )  =  %r  — -i, 
also 

zu  setzen  sein ;  für  ^  =  —  ri  von  f  =  0  bis  /  ==  —  oo  t 


und  daher 


log{'"  t)  =  logir^ ^^    2  ')  =  logr  +  --  1 


(— 0'  =  r*tf+f" 


gesetzt  werden  müssen  und  somit  nach  3) 


oo 

iAx  r^       f      A   ^    \^  ^  .  0>a:>— 1 

10)        jr'co.(ra  +  -a:)rfr=^-,:p^-^, 


Man  kann  nun  der  Gleichung  3)  noch  eine  andere  zur  Seite  stellen : 
Es  ist  nämlich  klar,  dass  (— ^)'e+*',  wo  a  reell  und  >0,  für  alle  unendlichen 
Werthe  von  t  mit  Ausnahme  von  /=  4"  00  unendlich  klein  wird,  sobald  a;<  0, 
dass  also  das  Integral 

■00 

x>0 

•0 


11)  J{-i)'e+''dt  =  0,      l>\ 


wenn  es  zwischen  zwei  von  /  =  +  00  verschiedenen  unendlichen  Punkten 
auf  einer  die  reelle  positive  Axe  nicht  schneidenden  Curve  genommen  wird, 
weil  in  diesem  Falle  die  Integrationscurve  ein  Ebenenstück  begrenzt, 
innerhalb  dessen  die  Function  stetig  und  endlich  ist.  Setzt  man  x^  —  1 
voraus ,  so  darf  man ,  wie  oben ,  durch  die  imaginäre  Axe  integriren  und 
rhält: 
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12)     y:^co.(r«-|.)..=o.  «>;>-^ 

0 

addirt  und  subtrahirt  man  10)  und  12),  so  erhält  man  die  beiden  von  E  uler 
gegebenen  Integrale  8)  und  9). 

Vertauscht  man  in  3)  und  11),  x  mit  ( —  a:),  so  erhält  man  : 


+  y  «>o. 


—  00 


Es  wird  nun,  sobald  a:>0  und  a  reell  ist,  in  beiden  Integralen  erlaubt 
sein,  als  Integrationsweg  eine  mit  der  imaginären  Axe  parallele  auf  ihrer  ne- 
gativen Seite  liegende  Gerade  zu  wählen.  Setzen  wir  daher  f  =  —  Ar  +  ri^ 
wo  k  eine  im  Allgemeinen  complexe  Zahl  mit  positivem  reellen  Theile  be- 
deutet, so  erhält  man: 

+  00 

A>0 


Legendrehat  diese  Integrale,  deren  erstes  für  a  =  1  schon  L  a  p  1  a  c  e 
entwickelt  hat,  auf  eine  interessante  Weise  transformirt.  Integrirt  man 
nämlich  in  13)  und  14)  auf  einer  geraden  Linie  von  f  =  —  1  +  ooi  bis 
<  =  —  1  —  OD  t,  so  darf  man  für  den  Theil  des  Integrationsweges,  der  ober- 
halb —  1  liegt 

/  =  — 1  +iteng)  = e-'^^ 

^  costp 

und 


^       ^          \cosq>J 


von  9  =  —  bis  9  =  0;  für  den  anderen  Theil 


und 


<=  — 1— itong)  = e^^ 

costp 


^       ^         \cosg>/ 


von  9=0  bis  9=  ~  setzen,  wo  log  cos  <p  in 
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COSfpJ 


als  Logarithmus  einer  positiven  Zahl  immer  reell  zu  nehmen  ist.    Man  er- 
hält auf  diese  Weise  die  beiden  Integrale : 

n 

cos'~^g>cos{alan<p  —  X(p)d<p^^        ^a'^^e"^ 
0  r  a;>0 

18)     /     cos*~'^(pcos(alanq>'\' X(p)dq>=:iO 

0 

Das  erste  dieser  Integrale  ist  das  Legendr  ersehe;  addirt  oder  sub- 
trahirt  man  beide,  so  erhält  man  die  höchst  eleganten  Formeln : 

«/  2  i  \X) 

0  l   a:>0 

9V 


20)     /     cos  '"^  (p  sin  (a  tan  (p)  sin  (xg>)dg>- 


2r(a) 
0 


*-l^-a 


Es  ist  hiemit  eine  Reihe  von  Transformationen  des  Euler^schen  In- 
tegrales zweiter  Gattung  auf  einem  so  einfachen  und  natürlichen  Wege 
entwickelt,  dass  die  ausserordentliche  Fruchtbarkeit  dieser  Methode  wohl 
keinem  Zweifel  unterliegen  kann. 

§  3. 

Die  allgemeine  Form  des  Euler^schen  Integrales  erster 

Gattung. 

Das  Eni  er 'sehe  Integral  erster  Gattung,  eine  Function  zweier  Varia- 
belen,  kann,  wie  schon  Euler  bemerkt  hat,  durch  ein  Product  von  Inte- 
gralen zweiter  Gattung  dargestellt  werden: 

^       ^  r{p+q  +  ^) 

Sind  p  oder  g<  —  1,  so  hört  das  Integral  in  dieser  Form  auf  zu 
couvergiren,  während  die  Gammafunctionen  auf  der  anderen  Seite  ihre 
volle  Bedeutung  beibehalten.  Es  lässt  sich  indessen  das  Integral  so  trans- 
formiren,  dass  es  auch  für  den  Fall  p< — -1  seinen  Sinn  beibehält. 

Die  Function 

(— y)'*(i-y)» 

hat  die  Verzweigungspunkte  y  =  0,  1,  oo ;  verbindet  man  dieselbe  durch 
eine  zusammenhängende,  keine  Knoten  bildende  Curve,  etwa  die  reelle 
Axo  von  y  =  0  über  y  =z  +  i  nach  y  =  oo,  und  denkt  man  sich  die  Ebene 


ß 
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in  dieser  zerschnitten,  bestimmt  ferner  in  der  früher  angegebenen  Weise 
log{ — y)  in  ( — y)P  =  ei»'^^-y>,   so  dasS   dieser  Logarithmus  für  negative 
reelle  y  reell  wird,  und  integrirt  von  y  =  +  l  oberhalb  der  Schnittcurve 
am  y  =  0  herum  nach  y  =  +  1  unterhalb  derselben,  so  hat  man : 
+  1  1 

J {—vYil  -  VY äy=  +  2i$inpnj rv{\—r)9 dr, 


also: 


+  1 
-J-l 

+  1 
Das  Integral  in  dieser  Gestalt  behält  nun  seinen  Sinn  für  alle  Werthe  von 
p,  nur  wird  man,  sobald  p  <  —  1  ist,  nicht  an  der  Abcissenaxe  entlang, 
sondern  in  einer  beliebigen  Curve  um  y  =  0  herum  zu  integriren  haben. 
Hingegen  kann  die  Limitation  g  >  —  1  hiebei  auf  keine  Weise  aufgehoben 
werden. 

Man  kann  dies  Integral  in  eine  formell  allgemeinere  Gestalt  bringen, 
wenn  man  an  Stelle  von  y  einen  Ausdruck  ersten  Grades  einer  neuen  Va- 
riabelen  x  setzt,  der  so  beschaffen  ist,  dass  er  für  y  =  0,  +1,  oo  der 
Keibe  nach  die  Werthe  x  =zay  b^  c  annimmt,  wo  a,  6,  c  beliebige  complexe 
Constanten  sind.     Dadurch  bestimmt  sich  dieser  Ausdruck : 

b  —  ex  —  a 

6  —  a  X  —  c 
und  transformirt  man  das  obige  Integral  durch  Einführung  von  x,  so  er- 
hält man : 

b^ 

^(x—ay(x^b)9{x'-c)-P-9'-^dx,  g>—l 

ö 

Es  erscheint  nicht  ohne  Interesse,  dieses  Integral  einer  Betrachtung 
zu  unterziehen,  die  den  Werth  desselben  bis  auf  eine  Function  q>{p)  be- 
stimmt, welche  den  auf  S.  5  angegebenen  Bedingungen  genügt,  und  die 
daher  ohne  Betrachtung  des  asymptotischen  Werthes  des  Integrales  nicht 
weiter  bestimmt  werden  kann. 

Die  Function 

(a?  —  a)P  {x  —  b)9  (X  —  c)-P-«-^ 
in  der  a,  6,  c,  p,  q  beliebige  complexe  Constanten  bedeuten ,  hat  die  drei 
Verzweigungspunkte  a,  6,  c;  sie  wird  für  unendlich  grosse  Werthe  von  x 
unendlich  klein  zweiter  Ordnung  und  ändert  ihren  Werth  nicht  beim  Um- 
laufe am  den  Unendlichkeitspunkt  x  ==zcn.  Ebenso  wird  die  Function  nach 
einem  Umlaufe  um  allp  drei  Verzweigungspunkte,  da  die  Summe  der  Ex- 


ß 
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ponenten  eine  ganze  Zahl  beträgt,  denselben  Werth  wieder  annehmen,  nach 
dem  Umlaufe  um  einen  oder  zwei  dieser  Verzweigungspunkte  aber  einen  Fa- 
ctor erhalten,  der  so  lange  p,  q  oder  ( — p  —  q)  nicht  ganze  Zahlen  sind,  von 
der  Einheit  verschieden  ist.  Es  wird  also,  um  (a: — a)P{x—b)^{x — c)-P-9—'^ 
in  der  Ebene  monodrom  zu  machen,  genügen,  die  drei  Verzweig- 
ungspunkte a,  &,  c  durch  teine  sich  selbst  nicht  schneidende  und  nicht 
geschlossene  Curve  zu  verbinden  und  sich  in  dieser  die  Ebene  zerschnitten 
zu  denken.  Wir  wollen  dabei  die  Vereinbarung  treffen,  dass  a  und  c  stets 
die  Endpunkte  dieser  Curve  sein  sollen,  so  dass  a,  6,  c  auf  der  Curve  nach- 
einander folgen.  Dann  wird  es  möglich  sein,  die  Function  so  zu  bestimmen, 
dass  sie  ausserhalb  dieser  Curve  stets  monodrom,  endlich  und  stetig  ist. 

Das  Integral  dieser  Function  über  irgend  eine  geschlossene  Curve,  die 
innerhalb  des  unzerschnittenen  Theiles  der  Ebene  liegt,  also  die  Verbin- 
dungslinie von  a,  b,  c  nicht  schneidet,  wird  stets  gleich  Null  sein.  Denn  eine 
solche  Curve  zerschneidet  die  Ebene,  die  nach  den  Bemerkungen  auf  S.  1 
als  eine  geschlossene  Fläche  angesehen  werden  soll,  in  zwei  Theile.  In 
einem  dieser  Theile  werden  die  Verzweigungspunkte  enthalten  sein;  in  dem 
anderen  wird  die  Function  überall  —  mag  in  ihm  der  Unendlichkeitspunkt 
eingeschlossen  sein  oder  nicht —  stetig,  endlich  und  monodrom  sein;  das 
Integral  über  die  Curve ,  als  Begrenzung  dieses  Theiles  betrachtet,  wird 
daher  stets  verschwinden  müssen. 

Wird  nun  im  Folgenden  stets  angenommen,  dass  q  einen  reellen  Theil 
hat,  der  grösser  als  —  1  ist ,  so  darf  man  das  Integral ,  ohne  dass  es  seinen 
Sinn  verliert  oder  unendlich  wird,  bis  zu  dem  Verzweigungspunkte  b  selbst 
fortsetzen.     Das  Integral 

b 
^  {x  —  a)P  (x  —  6)9  {x  —  cyP-9-^dx, 
f 

ausgedehnt  über  eine  Curve ,  die  auf  der  einen  Seite  des  Schnittes  in  b  be- 
ginnt, in  einer  beliebigen  Weise  um  a  herum  geht  und  auf  der  anderen 
Seite  des  Schnittes  wiederum  in  6  endigt,  wird  nach  dem  eben  Bemerkten 
dem  Integrale  gleich  werden,  das  über  eine  in  demselben  Punkte  b  be- 
ginnende, um  c  in  ähnlicher  Weise  herumgehende  und  auf  der  anderen 
Seite  wieder  in  b  endigende  Curve  ausgedehnt  ist. 

Sind  flf,  6,  c  bestimmte,  von  einander  verschiedene  Grössen,  so  können 
diese  beiden  einander  gleichen  Integrale,  so  lange  §' >  —  1,  für  keinen 
Werth  von  p  unendlich  oder  unstetig  werden,  da  sie  über  eine  endliche 
Curve  ausgedehnt  sind ,  auf  der  die  zu  integrirende  Function  niemals  un- 
endlich oder  unstetig  wird;  wohl  aber  giebt  es  Werthe  von  p,  für  welche 
diese  Integrale  verschwinden.  Diese  Werthe  müssen  so  beschaffen  sein, 
dass  für  dieselben  einer  der  Punkte  a,  c  aufhört,  ein  Verzweigunspunkt  zu 
sein.     Dies  ist  aber  nur  möglich,  sobald  p  oder  {p  "^  q  ''\'  i)  positive  oder 


o 
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negative  ganze  Zahlen  sind.  Ist  nämlich  p  eine  ganze  Zahl,  so  ist  Ar=  a 
kein  Verzweigungswerth  und  das  Integral  von  6  um  a  herum  nach  h  zurück 
ist  über  eine  Curve  ausgedehnt,  welche  die  vollständige  Begrenzung  eines 
Flächenstückes  bildet,  innerhalb  dessen  die  Function  monodrom  bleibt. 
Wenn  nun  p  eine  ganze  negative  Zahl  ist,  so  ist  dieses  Integral  gleich  dem 
Integral  in  einem  unendlich  kleinen  Kreise  um  den  Punkt  x  =i  a  herum, 
in  dem  die  Function  unendlich  gross  wird,  hat  also  einen  endlichen  Werth ; 
ist  aber  p  eine  ganze  positive  Zahl  (die  Null  mit  eingeschlossen),  so  ist  die 
Function  innerhalb  des  von  der  Integrationscurve  eingeschlossenen  Ge- 
bietes überall  monodrom,  endlich  und  stetig;  das  Integral  wird  also  in  die- 
sem Falle  verschwinden. 

Dasselbe  Integral  von  6  um  a  herum  nach  h  zurück,  kann  aber  ausser- 
dem noch  in  einem  anderen  Falle  verschwinden.  Die  Integrationscurve 
zerschneidet  nämlich  die  Ebene  in  zwei  Theile,  in  deren  einem  sich  der 
Punkt  x  =  a^  in  deren  anderem  sich  der  Punkt  x  =  c  befindet.  Es  wird 
daher  das  Integral  auch  verschwinden,  wenn  (p  +  Ö'  +  2)  eine  ganze  ne- 
gative Zalil  isty  in  welchem  Falle  die  Integrationscurve  die  vollständige 
(äussere)  Begrenzung  eines  Flächenstückes  bildet,  innerhalb  dessen  die 
Function  tiberall  monodrom,  endlich  und  stetig  ist. 

Ebenso  zeigt  sich,  dass  das  Integral  von  b  um  c  herum,  das  dem  um  a 
genommenen  Integrale  gleich  ist,  ebenfalls  nur  verschwinden  kanu;  sobald 
p  eine  positive  ganze  oder  (/>  +  ö'  +  2)  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  in 
beiden  Fällen  die  Null  eingerechnet. 

Das  betrachtete  Integral  wird  daher,  sobald  a,  6,  c  constante,  von  ein- 
ander verschiedene  Werthe  sind,  für  alle  ganzzahligen  positiven  Werthe 
von  p  und  ( —  p  —  q  —  2)  unendlich  klein  werden ,  sonst  aber  stetig  und 
und  von  Null  und  Unendlich  verschieden  bleiben. 

Nachdem  die  Wurzelwerthe  des  Integrales,  als  Function  von  p  be- 
trachtet, gefunden  sind,  ist  es  nöthig,  das  Integral  in  Bezug  auf  seine  Ab- 
hängigkeit von  a,  c  einer  Prüfung  zu  unterziehen,  Nehmen  wir  zu  diesem 
Zwecke  an,  a  nähere  sich  unendlich  dem  Verzweignngswerthe  6,  so  wird 
sich  das  Integral  unendlich  dem  von  b  um  c  genommenen  Integrale 
b  b 


b 
[ntegral  ist,  unbestimmt  gen 

_   *i  1      /x— 6\y 

b  —  c  p  +  q  +  \\x  —  c) 


b 
nähern;  das  letztere  Integral  ist,  unbestimmt  genommen 


und  es  ist  nun  die  DifiTerenz  dieses  Ausdruckes  für  x  ^=  6  oberhalb  der 
Schnittcurve  und  unterhalb  letzterer  zu  bilden.  Beide  Werthe  werden  sich 
nur  durch  einen  Exponentialfactor  unterscheiden  und  es  wird  daher  diese 
Differenz  unendlich  wie  {x — 6)H-H"*  für  x  =  b^  und  zwar  unendlich  klein 
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oder  anendlich  gross,  je  nachdem  {p  +  9+1)^^0  oder  ^ 0  ist,  Das  In- 
tegral wird  daher,  mit  (a  —  fc)-J»-fl^*  mnltiplicirt,  für  a  =  6  von  Null  und 
Unendlich  verschieden  bleiben.  Wenn  man  c  unendlich  dicht  an  b  heran 
rücken  lässt,  so  findet  man  durch  ein  Ahnliches  Verfahren ,  dass  das  Inte- 
gral unendlich  wird,  wie  {x  —  b)''P-^  für  a:  =  ft ,  so  dass  also  das  Integral, 
mit  (6  —  c)'+^  mnltiplicirt ,  von  Null  und  Unendlich  verschieden  bleibt. 
Lässt  man  a  unendlich  nahe  an  c  heranrücken,  indem  man  die  beiden  End- 
punkte der  Schnittcurve  einander  unendlich  nähert,  ohne  die  Curve 
selbst  unendlich  klein  werden  zu  lassen,  so  wird  sich  die  Function 
(x  —  a)P{x  —  by  (x  —  c)~''~«^2  einer  von  p  unabhängigen  Function  be- 
liebig annähern ;  die  Ordnung,  in  der  das  Integral  für  a=c  unendlich  gross 
oder  unendlich  klein  wird,  ist  daher  von  p  unabhängig  und  wird  durch 
Specialisirung  des  Werthes  von  p  unten  erhalten  werden. 

Man  sieht  hieraus,  dass,  wenn  Q  eine  nur  von  9,  a,  c  abhängige  Fun- 
ction bezeichnet: 
b 

^{x  —  a)P{x~b)9{x-'Cyp-^-^dXf  ?>  — 1 

ö 

—  Qia  —  6)iH-H-i  (6  —  c)-P-^  F{p) 

gesetzt  werden  kann,  wo  F{p)  eine  Function  von  p  bezeichnet,  welche  für 

alle  ganzzahligen  positiven  Werthe  von  p  und  ( —  p  —  q  —  2)  unendlich 

klein  wird,  sonst  aber  überall  stetig,  von  Null  und  Unendlich  verschieden 

ist.     Diese  Bedingungen  werden  offenbar  erfüllt,  wenn 

r>/pN_  y(p) 

^^^-r(-p)r(p+g+2) 

gesetzt  wird,  wo  nun  v{p)  eine  monodrome,  stetige,  überall  im  Endlichen 
von  Null  und  Unendlich  verschiedene  Function  bezeichnet,  von  der  ausser- 
dem leicht  nachgewiesen  werden  kann,  dass  9(p  +  1)  =  9>(p)*  ^^^  kann 
hienach : 


ß 


ß 


f  {x  —  a)P  {x  —  6)«  {x — c)-^-«-2  dx 
b 

setzen,  wobei  man  von  Exponentialfactoren  absieht ,  die  von  der  willkühr- 
lichen  Bestimmung  der  vieldeutigen  Potenzen  abhängen. 

Um  nun  das  von  p  nicht  abhängige  Q  zu  bestimmen ,  kann  man  für  p 
einen  solchen  Werth  wählen,  dass  sich  das  Integral  direct  finden  lässt.  Ein 
solcher  ist  z.  B.  p  =  —  1 ;  dann  ist  a  kein  Verzweigungspunkt  mehr,  wohl 
aber  wird  in  ihm  die  Function  unendlich  und  man  hat: 
b 

^ ^-^ dx=2ni{a  —  by  {a  —  c)-9-^ 


I' 


X  —  a 
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also  aus  der  Yorstehenden  Oleichang 

ö  =  2»t.  r{q  +  1)  .  (a  — c)-«^S 
80  dasB  man  nun  in  folgender  Gleichung  das  Sesultat  aller  dieser  Betracht- 
QDgen  darstellen  kann: 
b 

C{x—ay{x—h)n{x^cY-f-f-^dx  ,  q>—\ 

Die  Function  fp{p)  kann  nun  aber,  wie  schon  bemerkt,  direct  nicht  weiter 
bestimmt  werden. 

Das  von  mir  aufgestellte  Integral,  das  für  allep  gilt,  ist  wohl  die  all- 
gemeinste Form  des  Integrales  erster  Gattung,  und  man  kann  aus  demsel- 
ben leicht  alle  speciellen  Formen  ableiten ,  die  entweder  die  von  Bin  et 
mit  P(p,  q)  bezeichnete  Function  oder  deren  reciproken  Werth  darstellen. 

Für  den  directen  Gebrauch  ist  es  zweckmässig,  anstatt  dieser  einzigen 
Gleichung  ein  System  von  A  Formeln,  di^  sich  aus  diesem  einen  Integrale 
durch  einfache  Vertanschungen  ergeben,  aufzustellen: 
6 

:— c)-i''^-*da:  ,  q*^  —  1 


^)  j{x—ay{x—b)i  («— c)-i^- 


b 

2)       .     f{x—a)-v-f-\x—bY{x-^c)Pdx  ,  q>  —  l 


/< 


:2»i(6—e>+<+«(c—a)-»->(«— *)-'-*■= Ü2+i2 


3,       J, 


(x—ayt(x—b)rix—c)-r-t-'dx  ,p>_i 

r(p  +  i) 


:2»i(*— c)-«-»(c— a)-l»-»(a  — fc)H-rt-i 


ri—g)r(j>  +  q  +  2) 


4)         l{x—a)-r-t-^(x—b)PCx—cytdx  ,p>-_i 


.,    y(.- 


b 


ay{x — h)-P^-'^{x  —  cydx  ,  — p^^  — 2>  — i 


Zciltchrift  für  Malhcmatik  u.  Phyfttk.  IX.  1.  ^ 
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b 
6)  i(x  —  aY{x—bY'P-9-^{x—c)Pdx  ,  — p— g— 2>  — 1 

b 

=  2ni{b--cr^'Kc-a)^^'{a-hrP--'^^^^^. 

Es  ist  in  allen  diesen  Gleichungen  dieselbe  Zerschneidnng  von  a  über 
b  nach  c  vorausgesetzt  und  stets  von  b  um  a  oder  um  c  herum  nach  b  zu  in- 
tegriren.  Da  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  auch  fQr  unendliche 
Werthe  von  x  endlich  und  stetig  bleibt,  so  ist  es  ohne  Weiteres  erlaubt,  dief e 
Integration  auch  durch  den  Unendlichkeitspunkt  hindurch  gehen  zu  lassen. 

§4. 

Transformationen  des  Euler*schen  Integrales  erster 

Gattung. 

Bleibt  man  bei  Gleichung  1)  des  S  8  stehen,  so  sieht  man,  das«,  wenn 
ausser  q>  —  1  auch  p>  —  1  vorausgesetzt  wird ,  der  Integrationsweg  un- 
endlich dicht  an  der  a,  b  verbindenden  Schnittcurve  entlang  genommen 
werden  kann  und  man  findet  auf  die  schon  bei  dem  Integrale  zweiter  Gat- 
tung angewandte  Weise : 
6 

{x—d)v  {x—b)9(x—cyp^-'^dx  ^-^Z^ 


ß 


a 

==:2isinpni  j {x — 0)^(0;  — fr)*  («  —  c)-*-«-*dj 


und  somit: 


P>—1 

q>-i 


Setzt  man  hierin  a=0,b=\,  bo  findet  man: 
1 

-^)*  . I  r(p4-i)r(g+i)      p>-i 


»'  /(S^ 


,dx- 


(x_c)l»+*+J  (1— c)M-lcH-l       r{p  +  q  +  2)       •         q>  —  l 

0 

In  dieser  von  Abel  auf  ganz  andere  Weise  entwickelten  Formel  ist  die 
Ebene  in  einer  a:=0,  1,  c  der  Beihe  nach  verbindenden  Curve  zu  zer- 
schneiden. Lässt  man  c  in  das  Unendliche  rücken,  so  wird,  indem  man 
beiderseits  mit  cH-f+2  multiplicirt,  die  gewöhnliche  Eule  rasche  Gleichung 
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3)  ßni^:r).ä.^£it+AL^^  p>-^ 

J       ^  ^  r(jf  +  q  +  2)       '  q>  —  l 

erhalten,  wobei  der  Exponentialfactor,  den  man  der  rechten  Seite  aller  vor- 
stehenden Gleichungen  hinzufügen  darf,  in  der  entsprechenden  Weise  be- 
stimmt werden  muss. 

Lässt  man  in  1)  b  in*8  Unendliche  wachsen ,  so  erhält  man ,  nachdem 
beiderseits  mit  b^  dividirt  ist: 

a 

Setzt  man  noch  specieller  a=0,  0  =  —  1,  wo  nun  die  Ebene  auf  der 
reellen  Axe  von  x==0  bis  a:=-f  oo  und  von  x= — oo  bis  x  =  —  1  zu 
zerschneiden  ist,  so  hat  man: 

r"    xp  r(p  +  i)r(y+i)    p>-i 

0 
eine  ebenfalls  von  Euler  herrührende  Formel. 

Benutzt  man  die  Formel  5)  des  S  8,  worin  — p — q>l  sein  soll  und 
lässt  in  ihr  b  in*s  Unendliche  wachsen,  so  hat  man: 

6)    J{x-^d)P{x-c)^dx  =  2ni{c-a)f^-¥^  ^tz^-^j  _p_y >1. 

Wenn  man  hierin  die  Integration  von  jr=+oot  biar  «= — ooi  auf  der 
imaginären  Axe  vornimmt,  indem  man  a^O,  c<0  voraussetzt,  so  hat  man: 

P  +  g>^j  c<0,  a>0. 
In  dieser  interessanten,  von  Cauchy  gegebenen  Formel  ist,  wenn  a  und  c 
etwa  al9  reell  vorausgesetzt  werden,  die  Ebene  von  x=s — ai  bis  x= —  oot 
und  von  x=  +  QOi  bis  x=  —  et  in  nicht  verknoteten,  die  reelle  Axe  nicht 
treffenden  Linien  zu  zerschneiden. 

Ich  gebe  noch  die  Ableitung  einer  Transformation  des  Euler 'sehen 
Integrales,  bei  welcher  die  Integrationsvariabele  keine  Curvenstrecke,  son- 
dern die  einer  solchen  entsprechende  Winkelgrösse  ist. 

Setzt  man  in  1)  des  $  3  a=0,  6  =  1,  so  ist  es  erlaubt,  die  Integration 
in  dieser  Gleichung  auf  einer  durch  den  Punkt  x=^l  mit  der  imaginären 
Axe  parallel  gezogenen  unendlichen  Geraden  vorzunehmen.  Setzt  man 
dann  c  =  oo  und  vertauscht  p,  q  mit  — p,  —  q,  so  erhält  man : 

y*  dx  r(l — q) 

(^_,),(_:,),=2«.-;^^^---^,     g<l. 

Der  gedachte  Integrationsweg  von  x=l  parallel  mit  der  imaginären  Axe 

2* 
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bis  a:= 1  +  oo  t  und  ebenso  von  x  =  l  —  oo  t  bis  a:=:  1,  darf  dann  auch  hier 
noch  angewandt  werden ,  sobald  die  Function  unter  dem  Integralzeichen 
für  unendliche  x  endlich  bleibt,  also  wenn  p+q>0.  Die  Verzweigungs- 
punkte  sind  a:=0,  1,  oo  und  man  denke  sich  dann  die  Ebene  in  der  posi- 
tiven Axe  zerschnitten.  Setzt  man  nun  fUr  den  Theil  des  Integrations- 
weges von  a?=l  bis  «=1  +  ooi 

^      cos<p 
so  hat  man  von  9=0  bis  9=—  zu  integriren  und 


(_x)f=(-2_y«lKq»^¥,  (x-l)»=to«tye-*< 


*f' 


ZU  setzen.  In  dem  Integrale  von  x=l  —  00 1  bis  x=+i  setze  man 
analog 

x  =  i — iiana=. ^2»-q))t 

cosg> 

integrire  also  von  9=  •—  bis  9=0  und  setze: 

wobei  für  cos^tp,  ian^fp  diejenigen  Potenzen  dieser  positiven  reellen  Orüsse 
zu  nehmen  sind,  die  für  reelle  p  und  q  reell  werden.  Setzt  man  diese  an- 
gegebenen Werthe  in  dem  obigen  Integrale  8)  ein,  so  erhält  man  leicht: 

9)    J  cosP-^qfCOl9q)COs[(j>  +  \q)n—pq>]dip=n—^^^ 

0 

9<h    P  +  9>0 
Unter  denselben  Bedingungen  kann  man  nun  dieser  Gleichung   eine 
andere  zur  Seite  stellen.  Zerschneidet  man  nämlich  die  Ebene  von  a:=+l 
über  a:=0  nach  x= —  00  in  der  reellen 'Axe,  so  wird  das  Integral 

sein,  wenn  es  von  x=  +  l  über  irgend  eine,  jene  Schnittcurve  nicht 
trefifende^  nacha:=l  zurückkehrende  Curve  ausgedehnt  wird.  Unter  der 
obigen  Voraussetzung  p-j-y^O  wird  man  hiefür  die  durch  a:=l  mit  der 
imaginären  Axe  parallel  gezogene  Gerade  substituiren  dürfen.  Dann  ist 
für  den  ersten  Theil  des  Weges  von  x=l  bis  a:=l  +  oot 

für  den  zweiten  Theil  von  x=  +  1  —  oo t  bis  a;=  + 1 
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ud  man  findet  auf  dieselbe  Weise : 

sc 

11)         /  cosi^^ipcot9fpco8{lq7c  +  p(p)dq)=s0^     ^^ 
Hieraas  folgt: 

/=  cos  \qn  j  cosP^^ g> coi^ (p cosp q>dg> 


0 


z=zsüi\qM I  eosP-'^q>coi9qfsinpg>dg> 

0 

and  nun  ans  der  Gleichnng  9) : 

>g  r{p+q  —  \) 

2      r(p)r{q)  » 
80  dass  man  die  beiden  von  Canchj  gegebenen  Formeln: 

11)         /  cosP^^fpcot^acospwda=s ^,1,.  .     i 

0  l      5'<1 

erbilt 


n. 

Die  Kegelschnitte  und  die  höheren  Onrven  als  Resultate 
einer  Ortsbestimmung, 

Von  F.  E.  Eckard Ty 

0tnd«  maih.  in  Leipzig. 


1.  Es  i8t  bekannt,  das«  das  Doppelschnittsyerhältnitfa  aller  über  den^ 
selben  vier  Pankten  eines  Kegelschnittes  stehenden  Büschel  gleich  ist. 
Durch  diesen  Satz  nun  and  durch  die  Bemerkung,  dass  die  Gleichheit  des 
Doppelschnittverhältnisses  eine  Relation  ersten  Grades  ist  zwischen  den 
Richtungsconstanten  der  entsprechenden  Strahlen  beider  Büschel,  wird  man 
leicht  zu  folgender  Aufgabe  einer  Ortsbestimmung  geführt: 

Es  sind  zwei  feste  Punkte  x^f/i  und  ;r,y,  gegeben.  Jeder 
ist  der  Scheitel  eines  Strahlenbüschels  und  zwar  so,  dass 
irgend  einem  Strahl  des  ersten  Büschels  ein  Strahl  des  zwei- 
ten derart  entspricht,  dass  zwischen  der  Richtungsconstante 
tn  des  ersten  und  der  m^  des  zweiten  Strahles  eine  Relation 
ersten  Grades: 

1)  Jmmt  +  Bm  +  Cm^  +  2)  =  0 

besteht.     Man   sucht  den  Ort  des  Durchschnittspunktes  der 
entsprechenden  Strahlen. 

Indem  man  aus  den  Gleichungen 

y—yi^=m{x—Xi) 

dieser  Strahlen  die  Werthe 

tn  =i= ,       m^  — 

X "-"-  X^  X  "~"  Xf 

folgert  und  in  1)  substituirt,  erhält  man  die  gesuchte  Gleichung  des  Ortes, 
nämlich : 

-<(y— yi)(y— y«)+ 5(y— yi)(^-^i)  +  C'(y -y,)(a:— o:,) 
+  D{x  —  x^){x  —  a:,)  =  0 
oder  entwickelt : 
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2)  ^y'  +  {B+C)xy  +  Dx'-^y[A{y,+y,)  +  Bx^+Ca:,] 

—x[Byi  +Cy,  +  D{Xi  +  x,)]  +  ^y,yt  +  By^x^  +  Cy^x^  +  DxiX^^O. 
£8  ist  dies,  wie  %n  erwarten  war,  die  Gleichung  eines  durch  die  Seiden 
festen  Punkte  gehenden  Kegelschnittes. 

Ehe  ich  dazu  ühergehe,  aus  den  Gleichungen  l)  und  2)  einige  specielle 
Fälle  abzuleiten,  will  ich  mehrere  kleinere  Untersuchungen  vorausschicken, 
die  dabei  von  Nutzen  sein  werden. 

2.  In  dem  Folgenden  wollen  wir  die  beiden  festen  Punkte  stets  mit  A 
und  B  bezeichnen.  Wenn  sich  dann  der  veränderliche  Strahl  des  ersten 
Bfischels  immer  mehr  der  Linie  AB  nähert,  so  nähert  sich  der  zugehörige 
Strahl  des  zweiten  Bttschels  immer  mehr  der  Tangente  in  Bj  und  wenn  der 
erstere  mit  AB  zusammenfällt,  geht  der  letztere  in  die  Tangente  über. 
Diese  Bemerkung  giebt  uns  das  Mittel  an  die  Hand,  die  Gleichung  der 
in  A  oder  B  an  die  Gurve  gelegten  Tangente  zu  finden. 

Es  ist  nämlich  die  Kichtungsconstante  von  AB: 

yi—yt 

ar, — ar, 
Dieser  entspricht  als  Kichtungsconstante  der  in  ^  gelegten  Tangente : 

_       D  +  Bm_      J?(y,— y,)  +  Z>(a:|— ar,) 
"•*  C+Am  J(j/i-y2)  +  C{x,—x,)  ' 

worana  die  Gleichung  dieser  Tangente  selbst  folgt: 

3a) 

(y-y.)M(yt-yt)+^(^i— ^«)]  +  (^— ^t)[ö(yi-y.)+/>(j:,— a:t)]=o. 

Ebenso  wird  die  Tangente  in  A : 

3b) 
(y— y,)[^(y,— yt)  +  ^(^i-^t)]+(«— «i)[^(yi-y.)+^(^i— ^f)]=o. 

3.  Fällt  in  der  Gleichung  i) 

Amm^  +  Bm  +  Cmi  +  2>=0 
fii=m,  aus,  so  sind  die  beiden  einander  zugehörigen  Strahlen  parallel, 
schneiden  sich  also  in  einem  unendlich  entfernten  Punkte  des  Kegel- 
schnittes, oder  mit  anderen  Worten :  Ihre  Richtung  ist  die  Richtung  einer 
Asymptote.  Man  erhält  also  die  Richtungsconstanten  der  bei- 
den Asymptoten  des  Kegelschnittes  2),  indem  man  in  1)  m  =  m| 
snbstituirt.     Dies  giebt 

4)  Am^  +  {B  +  C)m  +  D=0 

und  somit  als  Gleichung  der  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  zu 
den  Asymptoten  gezogenen  Parallellinien : 

V  +  (iP^C)a:y  +  Z>ar«=0. 

Diese  Linien,  und  somit  auch  die  Asymptoten  selbst,  sind  reell  oder 
imaginär,  d.  h.  der  Kegelschnitt  ist  eine  Hyperbel  oder  Ellipse,  je  nachdem 

{B  +  C)*'^4AD 
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ist.     Dem  Grenzfall 

entspricht  die  Pumbel.  Die  beiden  durch  den  Anfang  gesogenen,  die 
Carve  im  Unendlichen  treffenden  Geraden  fallen  dann  snsammen  nnd  bil- 
den einen  Durchmesser  der  Parabel. 

Für  J=0  ist  die  F-Axe,  ftlr  2>=0  die  JT-Axe  einer  Asymptote 
parallel. 

4.  Werden  die  beiden  in  A  nnd  B  an  die  Curve  gelegten 
Tangenten  einander  parallel,  so  ist  AB  ein  Durchmesser  das 
Kegelschnittes.  Damit  also  AB  ein  Durchmesser  sei,  mnss  man  haben: 

^(yi~yt)  +  ^(^i— «t)      ^(y,— y,)  +  P(ar,— «,)' 
Dies  giebt  entwickelt: 

(Ä-C) [^(y.  -y,)»+  {B+C)(y, -y.) (x,-x,)+D{x, -ai)»]=0 
und  somit  wird  die  gesuchte  Bedingung: 

5)  B=C. 

Wird  dieses  in  die  Gleichung  1)  eingeführt ,  so  erhält  diese  eine  in  Bezug 
auf  m  und  m^  symmetrische  Form,  nämlich : 

Ammi  +  iP(m  +  mi)  +  D=0, 
Man  kann  hiemach,  ohne  die  Curve  zu  ändern,  die  beiden  Fundamental- 
punkte  mit  einander  vertauschen«     Auf  diese  Bemerkung  hätte  man  übri- 
gens direct  durch  die  Eigenschaft  des  Durchmessers,  den  K^elaehnitt  an 
halbiren,  geführt  werden  können. 

Es  ist  aber  A  B  auch  ein  Durchmesser,  wenn 

^(yi-y.)'+(^+0(yi-y.)(^i-^t)+^(*i— ««y=o. 

Snbstituiren  wir  hierin 

yi— yt 

—  m, 

Xi — «, 

so  geht  diese  Bedingung  über  in 

Am*  +  {B  +  C)m+D=0 

die  in  Gleichung  4). 

Um  zu  erklären,  wie  wir  auf  diese  Gleichung  kommen,  bemerken  wir,  dass 

die  Richtung  der  Asymptoten  nur  von  den  Grössen  A^  B^C^D^  nicht  aber  von 

X,,  o:,,  ^,,  y^  abhängt.  Nehmen  wir  nun  AB  zu  einer  der  beiden  Asymptoten 

parallel,  so  würden  wir  verlangen,  dass  eine  zu  einer  Asymptote  parallele 

Gerade  den  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  A ,  B  schneide.     Dies  kann  sie 

aber  im  Allgemeinen  nicht,  sie  kann  es  nur  dann,  wenn  die  Gnrve  in 

zwei  Gerade  zerfällt,   deren  eine  AB  ist.     Dadurch  wird  aber  AB  zum 

Durchmesser. 

Der  Durchmesser  wird  zu  einer  Axe  des  Kegelschnittes,  wenn 

er  mit  den  Tangenten  in  seinen  Endpunkten  rechte  Winkel  bildet.     AB 

wird  also  zur  Axe,  wenn  man  ausser  B=zC  noch  hat 
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yi  — yt  _  ^(yi  — y«)  +  ^(^i  —  ^t) 

«1  — ar,      D  (jf,  — a-,)  +  C(tf,  — y,) ' 

d.i.         ^[(y.-y,)*-(^i-^t)']=(^-/>)(y.-y.)(a:,-a:0, 

oder  wenn  man 

yi  —  yt 


letBt: 

6)  C««— (^  — D)m  — C=0. 

Diese  Oleichang  Btellt  die  Riohtangsconstanten  zweier  senkrecht  auf  einan- 
der stehenden  Geraden  dar,  wie  zu  erwarten  war. 

5.  In  dem  Folgenden  sollen  die  Gleichungen  von  1)  bis  6)  zur  Ent- 
wickelnng  einiger  sieh  auf  Kegelschnitte  beziehender  Sfttze  benutzt  wer- 
den. Soll  die  Gleichung  2)  die  Gleichung  eines  Kreises  darstellen,  so 
muss  der  Goef&cient  von  xy  versohwinden  und  der  von  a?  dem  von  y*  gleich 
sein.    Man  muss  also  haben : 

7)  ji^  +  C  =  0 

Die  Gleichung  1)  wird  in  diesem  speciellen  Falle  zu 

Ammi  '\'  Bm  —  ^iii|+^  =  0, 
oder 

ifi"~iiii A 

\^mm^  B* 

Dies  aber  ist  der  Ausdruck  des  bekannten  Satzes : 

Die  über  demselben  Bogen  eines  Kreises  stehenden  Feri- 
pheriewinkel  sind  einander  gleich. 

Ist  ^^  ein  Durohmesser  des  Kreises,  so  muss  der  Gleichung  5)  sufolge 
B  s=  C  sein,  also  da  aueh  die  Gleichung  7)  bestehen  muss : 

^=C=0. 
Die  Gleichung  1)  redueirt  sich  dann  zu 

d.  h.  die   ttber  dem   Durchmesser   stehenden  Periphiewinkel 
eines  Kreises  sind  Bechte. 

Es  ist  hierbei  zu  bemerken ,  dass  die  Entwickelungen  dieses  S  recht- 
winkelige Goordinaten  yoraussetzen ,  während  alle  Yorherigen,  mit  Aus- 
nahme der  Gleichung  6)  auch  bei  schiefwinkeligen  Goordinaten  ihre  Giltig- 
keit  behalten. 

0.  Soll,  rechtwinkelige  Goordinaten  vorausgesetzt,  die  Gleichung  2) 
eine  gleichseitige  Hyperbel  darstellen,  so  muss 

A  =  —  D 
sein.     Soll  ausserdem  AB  ein  Durchmesser  sein,  so  kommt  dazu  noch  die 
.Bedingung 

B=C, 
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«^^^k^^^V^f^P^«^^^^^^^ 


Damit  redncirt  sich  die  Gleichung  1)  zu 

Amnix  +  Äm+  Bmi  — ^  =  0, 
oder: 

m  +  Jii,    ^A 
1 — mm^  *"]^' 
hierin  ist  der  Satz  ausgedrückt: 

Verbindet  man  zwei  diametral  gegenüberliegende  Punkte 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  mit  einem  dritten  Punkt  der- 
selben, so  ist  füralleLagen  dieses  dritten  Punktes  die  Summe 
der  Winkel  constant,  welche  jene  zwei  Verbindungalinien 
mit  irgend  einer  Geraden  bilden. 

Sei  femer  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel,  deren  Asymptoten  den 
Coordinatenaxen  parallel  sind,  so  muss  sein : 

^  =  2>  =  0.     (Vgl.  S  S.) 
Die  Gleichung  1)  wird  dann  zu 

-ß«  +  Cm,  =0, 
d.h. 

—  =  ConsL 
m, 

Hierin  ist  der  Satz  enthalten : 

Verbindet  man  einen  Punkt  einer  Hyperbel  mit  zwei 
festen  Punkten  derselben  und  bildet  die  erste  Verbindungs- 
linie mit  den  Asymptoten  resp.  die  Winkel  «,/},  die  zweite  da- 
gegen die  Winkel  «i,  ft,  so  ist  der  Werth  -7— ---£i  constant. 

Dieser  Satz  lässt  sich  übrigens  auch  darstellen  als  eine  Relation  zwi- 
schen den  Abschnitten,  welche  jene  zwei  Verbindungslinien  auf  den  Asymp- 
toten bilden. 

Für  eine  gleichseitige  Hyperbel  wird  der  constante  Quotient  einfacher 
=  iga.cota. 

Wenn  ausserdem,  eine  gleichseitige  Hyperbel  vorausgesetzt,  der  Punkt  B 
dem  Punkt  A  diametral  gegenüberliegen  soll,  so  muss  ausser 

A  =  D  =  0 
noch 

B  =  C 
sein.     Dadurch  reducirt  sich  die  Gleichung  l)  zu 

m  -|-  fit,  =  0 

Hl  ==3:  —  9ft|  , 

d.  h.:  Verbindet  man  zwei  diametral  gegenüberliegende 
Punkte  einer  gleichseitigen  Hyperbel  mit  einem  beliebigen 
dritten  Punkt,  so  bilden  die  Verbindungslinien  mit  jeder  der. 
Asymptoten  gleiche  Winkel. 

Rückt  der  hier  beliebige  Punkt  nach  A^  so  wird  seine  Verbindungs- 
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linie  mit  A  die  Tangente  in  Ä^  seine  Verbindnngslinie  mit  B  dagegen 
der  Darchmesser  von  Ä\  daher 

Die  Tangente  irgend  eines  Punktes  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  bildet  mit  den  Asymptoten  dieselben  Winkel,  wie 
sein  Durchmesser. 

Bleiben  wir  noch  bei  dem  allgemeinen  Fall  einer  Hjperbel  stehen, 
deren  Asymptoten  den  Axen  parallel  sind  und  bestimmen  die  Oleichnngen 
der  in  A  und  B  an  die  Carve  gelegten  Tangenten ,  so  erhalten  wir  nach 
Oleichnng  3) : 

liiA'.By{x^—Xt)+Cx{y^  —yt)  =  By^{x^'-'x;)  +  Cx^{y^  — y,). 
In  B\  Cy(x,— ar,)  +  J?a:(yi— yt)  =  Cyt(a:,— Ä-,)  +  iPar,(yi— y,). 
Daraus  folgen  die  Richtungsconstanten  dieser  beiden  Tangenten 

B     4f|  — ^iCji  C    X\ — x^ 

ihr  Prodact  «ko  (MlUMl^ ■  d.  h. 


\Xi «f/ 


Die  Bichtungseonstante  einer  Hyperbelsehne  ist  die 
mittlere  geometrische  Proportionale  zu  den  Richtungs- 
constanten der  in  ihren  Endpunkten  gelegten  Tangenten. 

7.  Für  die  nächsten  Untersuchungen  wollen  wir  eine  Vereinfachung 
eintreten  lassen,  indem  wir  die  beiden  Punkte  A  und  B  in  die  ^-Axe  Ter- 
legen.  Dann  wird  y|  =  y2=0,  und  die  Gleichungen  2),  und  3)  nehmen 
folgende  Formen  an : 

^y»  +  (J?  +  C)a:y +  D«»— y(Bar,  + C^ar,)  —  i>«(a:, +0;,)  + />a:,a:t=0 

By  +  Dx=zDx^ 
Cy  +  Dx=iDxf. 
Jai  AB  ein  Durchmesser  der  Cnrve  und  die  Y-Axe  dem  zn  AB  conjugirten 
Durchmesser  parallel,  so  muss  ausser 

B=sC 
auch 

B+C  =  0 
sein,  abo 

^  =  Cs=:0. 

Die  Gleichung  1)  wird  alsdann  zu 

Ammi  +  2)  =s  0 
mmi=iConstf 
d«  h.:  Verbindet  man  irgend  einen  Punkt  eines  auf  zwei  con. 
jngirte  Durchmesser  bezogenen  Kegel  Schnittes  mit  denEnd- 
punkten  eines  dieser  Durchmesser,  so  ist  das  Produkt  aus 
den  Richtungsconstanten  der  Verbindungslinien  dasselbe 
für  jede  Lage  jenes  Punktes. 

Die  Richtungsconstanten  der  beiden  in  A  und  B  gelegten  Tangenten 
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1)                   n                                                                                          Ä  JLm  C 
sind  — —  und  — — .    Die  Summe  ihrer  Beciproken  wird  dann jr— . 

Sind  aber  M  und  Mx  die  Richtnngsconstanten  der  beiden  Asymptoten,  so 

ist  bekanntlich  3f  +  iir,  =  — ^^±^5  MM,  =  ^,  also  i  +  l.==-:^±^, 

A  AM        Jui  Iß 

derselbe  Werth,  welcher  oben  fllr  die  Summe  der  Beciproken  aus  den 
Bichtungsconstanten  der  in  A  und  B  gelegten  Tangenten  gefonden  wurde. 
Dies  giebt  der  Sats : 

Die  Verbindungslinie  zweier  Funkte  eines  Kegelschnit- 
tes schneidet  dessen  Asymptoten  unter  Winkeln,  für  welche 
die  Summe  der  Cotangenten  eben  so  gross  ist,  als  die  Summe 
der  Cotangenten  der  Winkel,  welche  sie  bildet  mit  den  in 
jenen  Punkten  gelegten  Tangenten. 

Wir  wollen  endlich  die  Bedingung  suchen,  unter  welcher  die  jetzt  mit 
der  JT-Axe  coincidirende  Linie  AB  eine  Normale  des  Kegelschnittes  in  A 
ist.  Dann  mass  offenbar,  rechtwinkelige  Coordinaten  yorausgesetzt,  die 
Tangente  in  A  zur  F-Aze  parallel  sein,  welches  nur  stattfindet,  wenn 

^  =  0. 
Alsdann  wird  die  Oleichung  1)  zu 

Amm^  +Ciii|+2>  =  0, 
oder 

_  C D^ 

A       Am^ 
Sind  ebenso  vi  und  sii'  zwei  zu  einander  gehörige  Bichtungsconstanten,  so 
ist  auch 

,_       C         D 

*""    A~Äirc 

woraus  folgt 

2>/l         1  \ 

m  —  m  =  — —  ( ■:]. 

A  \jiit       Uli  / 

Wird  also  in  einem  Punkte  A  eines  Kegelschnittes  die 
Normale  gelegt,  welche  die  Curve  nochmals  in^  schneidet, 
und  werden  zwei  beliebige  Punkte  des  Kegelschnittes,  Jlf  und 
iV^,  sowohl  mit  Ä  als  auch  mit  B  verbunden,  so  ist  das  Ver- 
hältniss 

igMAB—tgIfAB 
cotMBA—cotNBA 
constant. 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel  wird,  da  bei  ihr  A^=t  —  D  ist,  dies 
constante  Verhältiiiss  der  Einheit  gleich. 

8.  Ich  habe  in  dem  Vorigen  versucht,  durch  die  Ableitung  mehrerer 
Sätze  den  Nutzen  zu  zeigen ,  welchen  die  Lösung  der  in  S  1  behandelten 
Aufgabe  in  vielen  Fällen  haben  kann;  ich  wende  mich  jetzt  davon  ab  und 
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gehe  zu  einer  anderen  Aufgabe  über,  welche  man  als  eine  Ergänsnng  der 
erledigten  betrachten  kann ,  da  sie  von  der  Eigenschaft  der  Unyeränder« 
lichkeit  des  von  vier  festen  Tangenten  eines  Kegelschnittes  und  einer  fünften 
beweglichen  Tangente  gebildeten  Doppelschnittverhältnisses  aasgehend, 
den  Kegelschnitt  nicht  als  Ort  eines  Punktes,  sondern  als  Enveloppe  einer 
Geraden  auffasst.     Die  Aufgabe  ist  folgende: 

Es  sind  iwei  gerade  Linien,  die  wir  im  Folgenden  zn 
Axen  machen  werden,  gegeben.  Es  bewegt  sich  eine  dritte 
Gerade  so,  dass  zwischen  den  Abschnitten  a  und  cr^,  welche 
sie  auf  jenen  zwei  Geraden  bestimmt,  eine  Relation  ersten 
Grades 

8)  Jaui  +  B€i+  Ctti  +  D  =  0 

besteht  Man  soll  dieEnveloppe  dieser  dritten  Geraden  he* 
stimmen. 

Die  Gleichung  der  veränderlichen  Geraden  in  einer  ihrer  Lagen  ist 
tty  +  a,d?  =  atf, , 
oder  nach  Substitution  des  aus  8)  folgenden  tWcrthes  von  aj,  nämlich: 

_      Ba  +  D 
"*~      Aa  +  C 
a(Au  +  C)y—iBa+D)s=s:i»{Ba  +  I>), 
oder  wenn  nach  Potenzen  von  a  geordnet  wird : 

if(Ay  +  B)  +  a{Cy  —  B:D  +  B)—l>x=0. 
Da  diese  Gleichung  die  Veränderliche  o  im  zweiten  Grade  enthält,  die 
Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  «  aber  gerade  Linien  dar- 
stellen, so  erkennt  man,  dass  die  veränderliche  Gerade  einen  Kegelschnitt 
umhüllt,  dessen  Gleichung  ist: 

—4{Ay  +  B)Dx={Cy—Bx+D)\ 
oder: 

9)  4{BC—AD)xy'=z{Cy+Bx  +  Dy. 

Man  erkennt  hieraus  ausserdem,  dass  der  Kegelschnitt  auch  die  beiden 
Axen  berührt  und  zwar  in  den  Punkten,  wo  sie  von  der  Geraden 

Cy+Bx  +  D  =  0, 
welche  also  die  Polare  des  Anfangspunktes  ist,  geschnitten  werden. 
Die  Berührungspunkte  werden  übrigens  auch  erhalten,  wenn  man  in  8) 
resp.  «1=0  oder  «=0  setzt;  man  bekommt  alsdann 

J)         ,  D 

Indem  man  ferner  in  8)  resp.  a'soo,  asQO  setzt,  erhält  man  die  Ab- 
schnitte, welche  die  zu  einer  Axe  parallelen  Tangenten  auf  der  anderen 
bestimmen;  nämlich: 

C  B 
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Die  Berübrnngspunkte  dieser  Tangenten  ergeben  sich  leicht  als 

BC—AD 


A^     ^ AC~ 

BC—AD  B 

y  =  — -;. 


AB      '      ^  A 

9.  Die  Gleichung  8)  lässt  sich  leicht  identisch  ver&ndem  und  liefert 
dann  in  der  veränderten  Form  einen  geometrischen  Sats«     Es  ist  nämlich 

Aaa^  +  Ba  +  Cu^  +  2>=0 
identisch  mit 

(.^D(,.,£)=-=-. 

Es  ist  aber  —  —  der  Abschnitt,  welchen  die  zu  0  F  parallele  Tangente 

D 

auf  der  AT-Axe  bildet  und  —  -j  das  umgekehrte,     unsere  Formel  liefert 

daher  den  Satz: 

Wird  in  ein  Parallelogramm  OACB  ein  Kegelschnitt  be- 
schrieben und  an  diesen  eine  beliebige  Tangente  gelegt, 
welche  die  Seiten  OA  und  OB  in  den  Punkten  a  und  b  schnei- 
det, so  ist  das  Product  Aa.Bh  constant. 

In  der  Gleichung  8)  kann  man  auch  statt  des  Abschnittes  «i  den  Ab- 
schnitt ß  einfahren,  welchen  die  veränderliche  Tangente  auf  der  zu  OX 
parallelen  Tangente  bildet.  Es  ist  nämlich,  wie  aus  zwei  ähnlichen  Drei- 
ecken folgt: 

_  Ba 

was  in  8)  substituirt,  liefert : 

Dies  kann  aber  identisch  geschrieben  werden : 

{BC—AD)D 


{'*^)in'-^y 


AB* 

und  liefert  den  bekannten  Satz : 

Wenn  eine  veränderliche  Tangente  eines  Kegelschnittes 
zwei  feste  parallele  Tangenten  schneidet,  so  bestimmt  sie 
auf  diesen  Abschnitte,  deren  Product  constant  ist. 

Wenn  der  Berührungspunkt  der  ^-Axe  und  der  Berührungspunkt  der 
zu  ihr  parallelen  Tangente  gleichweit  von  der  F-Axe  abstehen ,  so  sind, 
einem  bekannten  Satze  zufolge,  die  Coordinatenaxen  zu  zwei  conjugirten 
Durchmessern  parallel.     Dies  geschieht  also,  sobald 

_]^  BC—AD 

B'^  AB       ' 
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oder 

BC=2AD. 
Damit  verschwindet,  wie  e^  sein  muss,  anch  der  Coefficient  von  xy  in  der 
Gleichung  0). 
Wenn 

B  =  C, 
to  werden   die   vom  Anfangspunkte  aas  an  den  Kegelschnitt   gelegten 
Tangenten  gleichlang,  dieser  Punkt  liegt  also  dann  in  einer  der  Hauptaxen* 
Wird  ^=0,  so  berührt  die  JT-Axe  den  Kegelschnitt  in  unendlicher 
Entfernung,  ist  also  eine  Asymptote  desselben. 
Die  Gleichung  8}  wird  dann 

Aaa^  +Cai  +  D  =  0, 
oder 

__£ ^ 

A       Aoi 
Sind  a  und  a/  die  Abschnitte  für  eine  zweite  veränderliche  Tangente, 
so  ist  ebenso 

,^_C D_ 

A        Aa( 


and  somit 


oder 


A  V«,     «,7 


«I  —«I 
Dies  lässt  sich  so  aussprechen : 

Treffen  zwei  veränderliche  Tangenten  einer  Hyperbel 
eine  Asymptote  derselben  in  A  und  B^  eine  feste  Tangente 
aber,  welche  jener  Asymptote  in  demPunkteO  begegnet,  in 
Punkten  a  und  ^,  so  besteht  ein  constantes  Verhältniss  zwi- 
schen dem  Produkt  Oa  .Ob.AB  und  der  Linie  ab. 

Sollen  beide  Azen  Asymptoten  der  Hyperbel  sein ,  so  muss  man  so- 
wohl ^=0,  als  auch  (7=0  haben.  Die  Gleichung  8)  redncirt  sich  da- 
mit zu 

Aati  +  D=Oj 
d.h.:  Das  Dreieck,  welches  irgend  eine  Tangente  einer  Hy- 
perbel  mit   den   Asymptoten   bildet,    hat    einen    constanten 
Inhalt. 

10.  Damit  die  Gleichung  0)  eine  Parabel  darstelle,  muss 
(PC— 2^i^)*— iP*C*=:0 
•ein ;  d.  h. 

A{AD'-'BC).AD=0. 
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Die  linke  Seite  wird  aber  Null,  einmal  wenn 

Dann  aber  zerf&llt  die  Oleicbnng  8)  in  zwei  Factoren  und  die  Curve  wird 
eine  gerade  Linie,  eigentlich  aber  zwei  in  den  Axen  liegende  Punkte. 
Ebenso  giebt  die  Gleichung 

2>  =  0, 
die  obiger  Bedingung  anch  genügt,  kein  Resultat;  es  bleibt  daher  nur  die 
Bedingung: 

10)  i4  =  0. 
Damit  wird  die  Gleichung  8) : 

11)  Ba  +  Ca^  +  D  =  f^. 

Für  eine  andere  Tangente,  deren  Abschnitte  a  und  a/  sind,  ist  ebenso 

also  folgt  durch  Subtraction : 

g— g    _        C 
^  «1— «/  B' 

Dieses  ist  aber  der  Ansdrack  des  bekannten  Satzes : 

Zwei  variabele  Tangenten  einer  Parabel  bilden  auf  zwei 
festen  Tangenten  derselben  A.bschnitte,  deren  Yerh&ltniss 
constant  ist. 

Die  Gleichung  des  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gehenden 
Durchmessers  ist 

Cy  —  ^j?=5  0. 
Soll  dieser  znr  Axe  werden,  so  muss  er  den  Winkel  der  beiden  Tangenten 
halbiren  und  man  mass  haben: 

B^C. 
Damit  aber  wird  die  Gleicbnng  11) : 

.  B 

«  +  «,=_  ^. 

Dies  liefert  den  Satz : 

Die  Summe  der  Abschnitte,  welche  eine  veränderliche 
Parabeltangente  auf  zwei  festen  sich  in  der  Axe  begegnen- 
den Tangenten  bildet,  ist  constant. 

Für  die  Scheiteltangente  ist  in  diesem  Falle  a=j3,  also 

D 

Da  aber  — -—  das  Stück  auf  einer  der  beiden  Coordinaten-Axen  zwischen 
ß 

dem  Anfangspunkt  und  dem  Berührungspunkte  ist,  so  folgt : 

Die  Scheiteltangente  halbirt  das  Stück  einer  Tangente 

zwischen  dem  Berührungspunkte  und  der  Parabelaxe. 

12.  Die  in  S  1  gegebene  Entstehungsweise  eines  Kegelschnittes  ist 
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^^^^^^^^^  *^>^^V^^^^^^»>»>^l^^^»V^ 


einer  interessanten  Erweiterung  fähig,    welche  sich  anf  Cnrven  gani  be- 
liebigen Orades  beiieht. 

Es  seien  n  Punkte  gegeben  Jlfj,  jlf , . .  • .  ilf n*  Ansserdem 
werde  ein  Punkt  M  angenommen  und  mit  jenen  it-Punkten 
verbunden.  Die  Richtungsconstanten  dieser  Verbindungs- 
linien seine  m,,  ntf ,  . .  •  •  ifi«.  Bewegt  sich  alsdann  der  Punkt 
Jf  sOy  dass  zwischen  diesen  Grössen  m  eine  Relation  ersten 
Orades  besteht,  so  beschreibt  M  eine  Curve  n^*'  Grades. 

Ich  beschränke  mich  hier  blos  auf  Cnrven  dritten  Orades.     Dann  ist 
die  allgemeinste  Form  der  erwähnten  Relation 
12)      ^m|m,m,+  Bmim^+Cm^m^  +  Dtn^fn^  +  Emf  +Fmf^  +  Gm^  +  E=0. 

Indem  man  aus  den  Gleichungen 

y  — y,  =  m,(a?  =  d?,) 
y  —  y,  =  »«,(«  —  «,) 
y— y,  =  m,(a:  — «,) 
folgert 


m, 


m. 


„y 

—  yi 

~x 

—  *i 

_y" 

-yt 

X' 

—  *t 

—  l: 

—  yi 

X  —  9^ 

und  diese  Werthe  in  12)  eingesetzt,  erhält  man  die  Gleichung  des  gesuch- 
Ortes  in  der  Form 

^(y-yi)  (y-yt)  (v-Vt)  +  ^  (v-yO  (y-^t)  (*-*») + ^(y-yO  (y-y%)  (*-a?,) 

+^(y-yt)(y-yi)(*-«t)+^(y-yi)(^-^f)(*-*i)+^(y-yt)(a?-«i)(x-.d?,) 

+<?(y-yt)(*-*i)(*-*f)+^(*-^i)(*-*t)(*-*.)=o, 

oder  entwickelt: 

13)  At^'\'(B+C+D)xj^  +  {E+F+G)a»y+Ha^ 

-y'[^(yi+yt+yi)+^*i+^*t+^«i]-*y[^(yi+yt)+c(y,+y,) 
+/>(yt+yt)+^(*t+*i)+^(*i+^i)+ß^(*i+^t)]~^[%i+-Py, 

+Cy,+if(s?,+*,+a?,)]+y[^(y,y,+yiyt+ytyi)  +  ^*t(yi+yi) 

+^*t(yi+yi)+-^*i(yt+yi)+^*ta?,+F«,«,+Cx,«j 
+*[^yiyt+^yiyt+^ytyt+^yi(^f+^t)+^yt(^t+^j) 

+  Cyi  (*i +*t)+ ^(*i  ^t +*i  ^i+ar,  J?,)]— ^y,  yty,— ^a?,y,  y, 
—  Cj?,y,y,— i>«,y,y,— ^a-j^r.y,— F«,jr,y,— Cx,:r,y,— J5rar,x,ir,=0. 
Es  könnte  noch  ein  Bedenken  entstehen ,  ob  die  Gleichung  13)  auch 
wirklich  eine  allgemeine  Curve  dritten  Grades  ausdrücken  kann.  Nun 
aber  enthält  die  Gleichung  12)  7  unabhängige  Grössen;  die  drei  Fnndmen- 
talpnnkte  dazu  geben  10  willkürliche  Constanten.  Man  kann  daher,  da 
man  zur  Bestimmung  einer  Curve  dritten  Grades  9  Bedingungsgleichnngen 
braucht,  die  allgemeine  Gleichung  einer  solchen  Curve  stets  auf  die  Form 
U)  bringen  und  dabei  sogar  noch  einen  der  Werthe  B^  C,  2>,  E^  F^  G  be* 
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liebig  wählen.  Man  kann  leicht  beweisen,  dass  dies  anch  für  jede  höhere 
Curve  gilt  und  dass  dabei  noch  mehrere  Constanten  beliebig  angenommen 
werden  können.. 

13.  Auch  hier  werden  wir  darch  eine  in  $  2  ähnliche  Betrachtung  sehr 
leicht  zur  Gleichung  der  in  if|,  Mf  und  Jf,  an  die  Curve  zu  legenden  Tan- 
genten geführt.  Es  ist  z.  B.  die  Tangente  in  üf«  derjenige  Strahl 
des  dritten  Büschels,  welcher  zum  Strahl  ifiüf  des  ersten 
Büschels  und  dem  Strahl  M^M  des  zweiten  Büschels  gehört. 
Führt  man  die  Rechnung  aus ,  so  wird  die  Tangente  in  Jf«  ausgedrückt 
durch 

{y —Vi)  [^  (yt — sft)  (ifi — yi) + ^  (sfi  — yt)  (^t —^»i+c  (y,  — y,)  («i — a?,) 

+  iS:(jrt— ar,)(jrj-.j?,)]  +  («— a?,)  [/>(yi— y,)(y,— y,)  +  ^(yi— y,)  (*i— ar,) 

+ß^(yi-y8)(3?i-^t)+^(*i-^t)(*i-*t)]=o, 

und  ebenso  die  Tangenten  in  M^  und  AT,: 

(y— yt)[^(yt— yi)(yt— yi)+^(yt— yi)(^f— a?j+2>(y,-yj)(jr,— X,) 

(y— ys)  [^(yt—yi)  (yt—yt)+^(y8+yi)  («I— «•,)+/>  (y,—y,)  (j?s—x,) 
+  G(ar,-d?,)(jr,— jr,)]+(^— *t)[^(y8— yOCys— yf)+^(y8-yi)(^t— ^t) 

+  ^(yt— yO  (^1— ar,)  +  J5r(jr,— jr,)  («,— j?,)]=:0. 
Ein  interessantes  und  sehr  einfaches  Resultat  wird  erhalten,  wenn 
Ml M^M^  in  einer  Geraden  und  zwar  in  der  ^-Axe  liegen,  also  y^^=zy^^=^y^ 
=0.     Dann  reduciren  sich  die  vorigen  Gleichungen  zu 

Fy  +  Hx  =  ffXi 

Gy  +  Hx=zHXi. 

Diese  Linien  bilden  mit  der  Ä-Axe  Winkel,  deren  Cotangenten  gleich 

E         F        G 

—  --,  — — ,  —  —  sind.     Die  Summe  dieser  Cotangenten  ist  alsdann 
H         H         U 

E  +  F+G 

~         ff        ' 

Dieses  ist  aber  zugleich  die  Summe  aus  den  Cotangenten  der  Winkel, 

welche  die  Asymptoten  mit  der  ^T-Axe  bilden.     Man  hat  daher  den  inte- 

teressanten  Satz: 

Legt  man  in  den  drei  Punkten,  in  welchem  eine  gerade 
Linie  einer  Curve  dritten  Grades  schneidet,  die  Tangenten, 
so  bildet  sie  mit  diesen  Winkel,  für  welche  die  Summe  der 
Cotangenten  eben  so  gross  ist,  als  die  Summe  der  Cotangen- 
ten der  Winkel,  welchesie  mit  den  Asymptoten  oinschliesst. 

Dieser  Satz  ist  aber  einer  bedeutenden  Erweiterung  fähig;  er  gilt 
nämlich  allgemein  für  jede  algebraische  Curve,  nämlich : 

L egt  man  in  den  n-Punkten,  in  welchen  eine  gerade  Linie 
eine  Curve  ;i^®°  Grades  schneidet,  die  Tangenten,  so  bildet 
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sie  mit  diesen  Winkel,  für  welche  die  Snmme  derCotangen- 
ten  eben  so  gross  ist,  als  die  Snmme  der  Cotangenten  der 
Winkel,  welche  sie  mit  den  n-Asjmptoten  einschliesst. 

Der  Beweis  in  dieser  allgemeinen  Form  ist  sehr  einfach,  ich  über- 
gehe ihn. 

14.  Von  besonderem  Interesse  ist  bei  der  oben  erwähnten  Entstehnngs- 
weise  der  Curven  dritten  Grades  der  Fall,  in  welchem  zwei  der  Punkte 
M^M^M^^  z.  B.  M^  and  M^  zusammenfallen.     Setzt  man  dann  in  Gleichung 
12)  «4  =  Uly  s=  m  und  so  lässt  sich  dieselbe  etwas  kürzer  schreiben : 
Am^m^  +  Bm^  +  Cmm^  +  />m  +  Em^  +  F:==^  0. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  für  jeden  Werth  von  m  nur  ein  Werth 
▼on  m|  existirt,  dass  also  jede  durch  den  Punkt  M  gehende  Gerade  die 
Curve  nur  einmal  trifft.  Diese,  sowie  einige  andere  leicht  aufzustellende 
Betrachtungen  zeigt,  dass  der  Punkt  M  ein  Doppelpunkt  der 
Curve  ist. 

Ein  solcher  Doppelpunkt  kann  in  der  Curve  in  drei  Gestalten  auf- 
treten; als  Knoten,  als  Spitze  und  als  isolirter  Punkt.  Es  ist  leicht  zu 
entscheiden,  welches  von  diesen  dreien  in  einem  vorliegendem  Falle 
eintritt. 

Fasst  man  MM^  als  einen  Strahl  des  Büschels  vom  Scheitel  M^  auf, 
so  entsprechen  ihm  zwei  Strahlen  des  Büschels  vom  Scheitel  iüf ,  welche, 
wie  man  leicht  bemerkt,  die  Curve  in  drei  zusammenfallenden  Punkten 
schneiden.  Man  erkennt  in  ihnen  die  Tangenten  des  Doppelpunktes. 
Diese  sind  aber  reell  und  verschieden  im  Falle  eines  Knotens,  reell  und 
zusammenfallend  im  Falle  der  Spitze,  imaginär  im  Falle  eines  isolirten 
Punktes.  Seien  x  und  y  die  Coordinaten  von  My  so  ist  die  Kichtungscon- 
stante  von  MM^ : 

jw«  = • 

X  —  ar, 

Die  beiden  Tangenten  in  M  haben  dann  Richtungsconstante ,  welche  die 
Wurzeln  der  Gleichung 

m\[A{js-y,)+B(^x--x,)]+m[C{ji^y,)  +  D{x-^x,)]+E{y^y,) 
.|-F(a?— J?,)=0 
sind  und  reelle  verschiedene,  reelle  gleiche  oder  imaginäre  Werthe  haben, 
je  nachdem 

[c(»-»,)+^(*-*.)]'-4[^(y-jf.)+Ä(*-*.)][^(»-».)+^(*-*)]|o, 

oder  wegen =  N 

X  "~^  x^ 

Dieser  Gleichung  zufolge  kann  man  durch  angemessene  Wahl  des 
Punktes  M^  bei  gegebener  Lage  des  Punktes  M  und  bei  gegebenen  Grössen 
der  Coef&cienten  Jy  B^  Cj  . ..  F  den  Punkt  M  nach  Belieben  zu  einem 

3» 


36   DieKegelschn.  u.  d.  höb.Curven  als  Resultate  einer  OrtsbeBtimmung* 

Knoten,  zu  einer  Spitze  oder  zu  einem  isolirten  Pnakt  machen,  sofern  nur 

{iJD—2AF—2BEy—{C^—^AE){I]^—^BF)>0, 
oder 

{AF—B£)*XBC—AD){J)E—CF) 
ist     Ist  dagegen 

(AF—BE)*=QBC—AD)(DE'^CF), 
so  hat  man  zu  unterscheiden,  ob 

C^  —  ^AE'^O. 
Im  ersteren  Falle  kann  M  nur  zu  einer  Spitze  oder  zu  einem  Knoten, 
im  letztern  nur  zu  einer  Spitze  oder  zu  einem  isolirten  Punkte  gemacht 
werden.     Ist  endlich  • 

{AF—BE)*<(BC—AD){DE—CF), 
so  kann,  je  nachdem 

C*  —  4AE>0, 
ist,  der  Punkt  M  nur  ein  Knoten  oder  ein  isolirter  Punkt  werden. 

Ich  schliesse,  indem  ich  noch  die  Bemerkung  zufüge,  dass  der  im  vori- 
gen S  bewiesene  Satz  aach  seine  Oiltigkeit  beibehält ,  wenn  die  beliebig 
liegende  Sehne  durch  einen  Doppelpunkt  geht.  In  diesem  Falle  führt  man 
die  beiden  wirklichen  Tangenten  des  Doppelpunktes  ein ,  d.  h.  die  Gera- 
den, welche  die  Curve  in  drei  zusammenfallenden  Punkten  schneiden. 


III. 

Biegung  eines  Ringes  durch  gleichmässigen  Druck 

von  Aussen. 

Von  Dr.  R.  Hoppe, 

Docent  an  der  Universität  Berlin. 


Wird  ein  homogener  kreisförmiger  Ring  durch  einen  gleichmässigen 
niich  der  Axe  gerichteten  Druck  comprimirt,  so  steht  der  Druck  zwar  bei 
unveränderter  Gestalt  mit  der  Elasticität  des  Ringes  im  Gleichgewicht,  doch 
hört  die  Stabilität  des  Gleichgewichtes  auf,  wenn  der  Druck  ein  gewisses 
Mass  überschreitet,  und  der  Ring  nimmt  alsdann  eine  ovale  Gestalt  an. 
Die  Berechnung  der  letzteren  führt  unter  einigen  sogleich  näher  anzuge- 
benden Voraussetzungen  auf  DifiPerentialgleichungen ,  die  sich  leicht  mit 
Hülfe  elliptischer  Functionen  integriren ,  lassen ,  während  jedoch  die  Be- 
stimmung der  Integrationsconstanten  etwas  mehr  Schwierigkeit  verursacht. 
Um  die  transcendenten  Gleichungen  aufstellen  zu  können,  durch  die  deren 
Werthe  bestimmt  sind ,  ist  die  Ermittelung  der  Periodenläuge  erforderlich. 
Die  im  Folgenden  gegebene  Lösung  musste  deshalb  bis  zur  Berechnung 
des  Moduls  fortgeführt  werden.  Bei  diesen  Umständen  ist  es  indess  be- 
merk enswerth ,  dass  sich  wenigstens  die  Grösse  des  Druckes,  bei  dem  die 
Biegung  beginnt,  in  völlig  entwickelter  Form  angeben  lässt. 

Angenommen  wird,  dass  der  Querschnitt  des  Ringes,  d.  i.  der  durch 
die  Axe  gehende  ebene  Schnitt,  keine  Aenderung  erleidet^  ferner,  dass  der 
Druck  nicht  auf  der  Oberfläche,  sondern  auf  eine  gewisse  derselben  paral- 
lele Mittellinie  im  Innern  des  Ringes  wirkt;  endlich  dass  die  Spannung 
oder  der  Widerstand  geg^n  die  Compression  der  Verkürzung  der  Längen- 
einheit proportional  ist. 


Sei  nun 


'=// 


f=  /  /  dkd^, 


der  Querschnitt  des  Ringes;  il,  ^  die  Coordinaten  eines  Elementes  in  ra- 
dialer und  axialer  Richtung;  c  der  Bogen  der  Mittellinie  im  indifferenten 
Zustande;  $  derselbe  während  der  Biegung;  ^i  der  entsprechende  parallele 
BogeOi  welcher  durch  das  Element  dXdiiäa  geht;  q  der  Krümmungsradius 
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von  S'j  c  der  Radius  von  a;  q  die  Spannung;  E  der  Elasticitätscoefficient ; 
Xy  y  die  rechtwinkAÜgeD  Coordinaten  des  Bogenelementes  ds.  Dann  sind 
die  Composanten  des  Druckes  Pds^  der  auf  das  Element  ds  wirkt,  in  den 
Richtungen  der  x  und  y : 

—  Pdy,      l'dx, 
daher  die  Gleichgewichtsoedingung  nach  dem  Princip  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten : 

Q=:^l  plqdkdfiöds^  =  PJ(dxdy—dydx) 

und  zwar  hat  man  wegen  deV  Parallelität  der  Bogen  s  und  «i  und  nach  dem 
Gesetze  der  Spannungen: 

d,.=(i+i)d,=(i+i)(,  +  |)rf.. 

woraus  hervorgeht: 

(i  +  i    ) 

r  +  7       ) 

dd8^  =  dds  +  kd^. 
Q 
Setzt  man  zur  Abkürzung 

M=rrqdkdii',      N~JJqXdkdyL, 

so  erhält  man  nach  den  nöthigen  Transformationen: 

Q=  CM6ds+   CNiii 

=  —Cixd{Mx  +  N'y)—Jsyd{My—N'x')  =  pC{dxiy—dyix\ 

wo  die  Accente  Differentialquotienten  in  Bezug  auf  s  bezeichnen.  Da  ix 
und  iy  ganz  unabhängig  sind,  so  ergeben  sich  die  zwei  Gleichungen: 

cf(ilfa;'  +  ^V  — ^y)  =  o 

di,My  —N'x  +Px)^0. 

Da  der  Anfangspunkt  der  xy  gleichgültig  ist,  so  kann  man  die  Integrale 
schreiben : 

Mx  +  N'y—Py  =  0 

My  ---N'x  +  Px=zOy 
woraus  hervorgeht : 

M=z-^P{xy—yx) 
N'  =  P{xx'  +  yy). 
Letztere  Gleichung  integrirt,  giebt: 

2 
Die  Ausdrücke  ven  If,  N  werden  nach  Einführung  des  Werthes  von  qi 
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ii+^ 


D,  dass 


c 
Wählt  man  die  Mittellinie  so,  dass 


wird,  und  setzt 
80  kommt: 

c  c 

und  zwar  ist  letztere  Grösse  stets  positiv,  so  dass  man  setzen  kann : 

Demgemftss  ist  jetzt 

Ffihrt  man  diese  Werthe  in  die  Oleichnngen  1) ,  2)  ein  nnd  setzt  znr 
Abkürzung: 

7'='^  .=./.(f+i), 

so  kommt: 


— r=:a^  +  /  — «6«, 

oder  wenn 

gesetzt  wird : 
3) 

4) 
and  nach  Elimination 

r==r'  —  aba 

von  a: 

2a* ^  =  r*  — a6c. 
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Mnltiplicirt  man  diese  Gleichang  mit  rdr  nnd  beachtet,  dass  allgemein 

ist,  so  lautet  sie : 

2a*bd{r*<p)—2o^rdr  +  2a*rrd{rr)  =  {r^^aba)rdr 
und  giebt  nach  Integration : 

5)  2anr^q>=^l{t^—abay  +  a*r^+a^l^{l-^iß')  —  a'r'r\ 

wo  ß  die  neue  Integratipnsconstante  bezeichnet.     Zar  Elimination  von  fp' 
führen  wir  für  r  die  neue  Variabele  v  ein,  indem  wir  setzen : 

6)  H  =  «6(«  +  ^i^). 

Indem  man  zunächst  in  der  vorigen  Gleichung  für  r*  seinen  identi- 
schen Werth 

1— r«y« 

setzt,  ergiebt  sich  daraas : 

wo  das  Vorzeichen  von  v  willkürlich  festgesetzt  ist     Führt  man  diesen 
Werth  ein,  so  findet  man : 

wo  V  den  Werth 

F=  j  [«(1 +p^+/J(l -O] (i +»')- (!+»«- /Jp)« 

hat.     Sämmtliche  Variabelen  lassen  sich  nan  gemäss  den  Gleichungen  3), 
8),  6),  7)  in  V  ausdrücken,  und  zwar  ist 


9) 


^  P    V       dv 


yv 

^  — PJ  Va+/5+(«-/J)i;«  l+v'JyV' 
Hier  sind  a,  b  gegebene  Grössen,  während  er,  ß  der  Bedingung  gemäss 
bestimmt  werden  müssen,  dass  a  über  den  ganzen  Ring  ausgedehnt  eine 
gegebene  Länge  2nc  hat,  und  dass  g>  für  dieselben  Integralgrenzen  in  29s 
übergebt.  Diese  Grenzen  können  sich  nur  aus  der  Periodicität  von  v  in  <r 
ergeben.  Um  den  gemeinsamen  Modul  der  drei  elliptischen  Integrale  zu 
finden,  muss  V  in  zwei  Factoren  zweiten  Grades  zerlegt  werden,  so  jedoch, 
dass  der  Ausdruck  der  Abhängigkeit  zwischen  den  Coefficienten  und  den 
zwei  Integrationsconstanten  erhalten  bleibt.  Zu  diesem  Zwecke  führen 
wir  fiir  a,  ß  zwei  neue  willkürliche  Grössen  m,  n  ein,  indem  wir  setzen: 
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^^^^^^^^^>^ 


Ol 

m  a 
12)  ^^''~n  y 


1  — if 
dann  werden  die  Factoren  von 

2m 
folgende : 

T=2n  —  1  +  2mi?  —  »* 
I7=r(l— 0(l  +  r«)  +2(1  +  /)(«  — m»). 
Berechnet  man  hieraus  den  Modul  Ar,  so  ündet  man  ihn  mit  HUlfe  der  Ah- 
kfirsungeB 

p  =  }/nF  —  2nm*l  +  (1  —  2if)m*/« 

«  —  m*/ — p 

n  —  iii*/  +  p 
_(1— Qp  — w  +  (m«  +  yt)/  +  m«/« 
'^""(l— /)p+n— (m«+«)/— m«/« 
folgendermassen  ausgedrückt: 

imd  der  periodische  Ansdrack  tod  o  in  «  ist : 

13)  '-nsr-^i-Kico,«««; 

a  r    2m 
Ist  also  i\r  die  Ansahl  der  Perioden,  welche  u  durchläuft,  bis  0  auf 
seinen  Anfang  surückgelangt,  so  hat  man 

14)  lEif^lj/ßP. 

'  9t  a  r    2m 

Da  die  ganze  Zahl  N  bei  stetiger  Aendernng  des  Druckes  nicht  variiren 
kann,  so  betrachten  wir  su  ihrer  Bestimmung  den  Fall ,  wo  letzterer  den 
grösstea  Werth  hat,  bei  welchem  noch  keine  Biegung  stattfindet  Hier 
sind  Q  und  a  constant,  folglich  nach  Gleichung  8)  und  4)  auch  r  und  q/. 
Daraus  erhellt,  dass  der  Anfangspunkt  der  ^cy  im  Mittelpunkte  des  Kreises 
s  liegt,  dass  also 

ist.    Die  Oleichungen  8),  4)  geben  demnach : 

^  b  +e 
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_      6c*      _2a 

Infolge  dessen  findet  man  weiter  aus  Oleichnng  5),  6)  und  7): 

Cß  —  2a 
cß  +  2a 

h      _     ßv 
6  +  c~l+»** 

Die  directe  Bestimmung  von  m  und  n  würde  zu  hohen  Gleichungen  führen. 
Wir  benutzen  deshalb  den  Umstand,  dass  der  Modul  im  vorliegenden  Falle 
verschwinden  mnss,  was  unter  anderem  ans  Gleichung  13)  ersichtlich  ist 
Da  diese  nur  fttr  p  =  0  oder  A  =  0  einen  constanten ,  von  0  verschiedenen 
Werth  für  v  giebt,  die  Annahme  p  =  0  aber  mit  den  übrigen  Gleichungen 
nicht  vereinbar  ist,  so  ist  zunächst  l  und  Ar  =  0,  woraus  hervorgeht*! 

(1  — 2«  — m*)m*/«  =  0. 
Die  Lösungen  m=0  und  /=0  entsprechen  nicht  den  gefundenen  Werthen; 
daher  ist 

j«  =  l  —m\ 

Hieraus  folgen  nach  Gleichung  12),  U),  10),  13),  6)  und  9)  die  Werthe: 

—  2    ^+^^     t  _  1  — m« 
"~     (1  —  m«)«  b  m 


16)  r  = 


=  m 
2am 


1  —  m« 


c-^        b' 

welche  mit  den  bereits  bekannten  in  vollkommener  Uebereinstimroung  sind. 
Jetzt  ergiebt  sich  weiter  aus  Gleichung  15)  und  16) : 

6cm*  +  2a(6  +  c)m  —  6c  =  0, 

woraus  sich  erst  m,  und  demzufolge  n  und  ß  bestimmen.     Führt  man  ihre 
Werthe  in  Gleichung  14)  ein,  wo  K  in  \n  übergeht,  so  findet  man: 

b      ^a*b\b  +  cJ 
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Diese  Gleichung  läset  sich  nicht  für  N=lf  dagegen  für  jedes  grössere  N 
durch  irgend  einen  Werth  von  6 ,  d.  i.  durch  einen  Werth  des  Druckes  er- 
füllen. Da  aber  letzterer  desto  grösser  sein  würde ,  je  grösser  N  ist ,  so 
kann  in  Wirklichkeit  N  nur  seinen  kleinsten  Werth  2  haben;  es  müsste 
denn  der  dem  grössern  N  entsprechende  Druck  plötzlich  eintreten.  Der 
Ring  theilt  sich  demnach  immer  bei  Beginn  seiner  Biegung  in  zwei  con- 
gruente  und  symmetrische  Bogen,  deren  jeder  einer  vollen  Periode  von 
u  =  4lC  entspricht.  Den  Werth  des  Druckes,  bei  dem  sich  der  Ring  zu 
biegen  anfüngt,  erhält  man  durch  Auflösung  der  cubischen  Gleichung 

welche  nur  einen  Werth  ftfr  b  giebt. 


IV. 

Beweise  und  Erörterungen  einiger  S&tze  über  Kegel- 
schnitte,  welche  durch  vier  Funkte  gelegt  werden. 

Von  Dr.  Chr.  Wiener, 

Professor  an  der  polytechnischen  Schale  zn  Carlsmhe. 


1.  Httlfssatz.  Wenn  man  in  einer  geraden  Pnnktreihe  zn 
zwei  festen  Punkten  nnd  jedem  anderen  je  einen  vierten 
Punkt  sucht,  sodass  das  in  beliebiger,  aber  übereinstimmen- 
der Weise  gebildete  Doppelverbältniss  der  Abschnitte  un> 
veränderlich  ist,  so  bilden  alle  vierten  Punkte  eine  mit  der 
ursprünglichen  Beibe  projectivische  Punktreihe,  und  in 
diesen  beiden  sind  die  zwei  festen  Punkte  die  Doppelpunkte. 
Sind  also  in  Fig.  4,  Tafel  I,  a,  b  die  festen  Punkte  in  der  ersten  Punkt- 
reihe acbdj  sind  die  Punkte  c\  d  der  zweiten  Reihe  derart  gelegen,  dass 

ac    cc      ad    dt d 
ab  '  cb      ab  '  d b^ 
so  ist  diese  Reihe  mit  der  ersten  projectivisch,  und  d  fällt  in  a,  b'  in  5. 

Erster  Beweis.    Aus  dem  beliebigen  Doppelverhältnisse  folgt,  dass 
accb  projectivisch  mit  addb^  oder 

accb  n  addb, 
wobei  die  Punkte  sich  in  der  geschriebenen  Reihenfolge  entsprechen.  Sieht 
man  jetzt  a,  b  als  die  zugeordneten  Punkte  an,  so  .ist 

ca    ca      da    da^ 
7b''7b~db'7b'' 
daraus  folgt: 

ca    da       ca    da 
7b'Tb~Tb'  dl' 
oder: 

acbd  n  acbd. 
Rückt  c  nach  a,  so  muss  wegen  jenes  Doppel  Verhältnisses  auch  c   nach  a 
rücken;  so  dass  d  in  a  fallt,  ebenso  b'  in  6,  daher  ist  auch 

acdb  n  d  c  d b\ 
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Zweiter  Beweis.  Es  sei  in  Fig.  5,  Tafel  I,  a,  6,  c,  d  und  der  dem 
e  entsprechende  Pankt  c  gegeben;  es  soll  d  nach  der  Bedingung  unseres 
Satses  gefunden  werden.  Drehe  die  zweite  Pnnktreihe  um  a  nach  ad|,  so 
dass  a6|  =  ab^  ac^  =  ac\  ad^  =  ad.  Schneide  bh^  mit  cd^  in  m,  ziehe 
e  1»,  welches  ab^in  d^'  schneidet.  Macht  man  ad  z=zadi\  so  ist  d^  der  ge- 
suchte  Punkt,  weila6i  d^d^  n  abce\  fenerabd(f=abi  d^  (//,  also  der  Voraus- 
setzung entsprechend  abdct  isabcc.  Verschiebt  man  m  auf  66|,  so  bekommt 
man  alle  anderen  entsprechenden  Punkte  «,  e\  /*,  /".  •  •  Rückt  m  nach  b^^ 
so  fallen  die  entsprechenden  Punkte  daselbst  zusammen ,  rückt  m  nach  d, 
so  fallen  sie  in  a  zusammen,  woraus  sich  ergiebt,  dass  a  und  b  die  Doppel- 
punkte der  beiden  Reihen  sind.  Es  ist  noch  zu  beweisen,  dass  acbd  mit 
acbi  oder,  was  dasselbe  bt,  mit  ae^b^d^  projectirbch  ist  Da  sie  a  ge- 
meinschaftlich haben,  müssen  sie  auch  perspectivisch  liegen,  oder  es  müssen 
sich  66|,  cc(^  dd^  in  Einem  Punkte  o  schneiden.  Projicirt  man  die  Figur 
so  auf  eine  durch  bb^  gelegte  Ebene,  dass  a  ins  Unendliche  fällt,  so  ent- 
steht als  Projection  Fig.  6,  Tafel  I;  worin  cdi^c^^d^.  Darin  folgt  aus  der 
Construction  des  d^  aus  c  und  aus  da  ^st  d^d^i 

cb^_db 
7d~dJ' 

Schneide  cc^  das  5d|  in  o,  dd^  in  o  so  ist 

cb      ,  db 

0  b  =  b  61  — 7  %  0  b  =  6  Ä«  -7-> , 
'cc  da 

woraus  ob^=^ob\  oder  0  und  d  fallen ,  zusammen.    Daher  schneiden  sich 

auch  in  Fig.  5,  Tafel  I,  cc^^  bb^ ,  dd^  in  Einem  Punkte  o,  und 

acbd  n  acbd. 

Besonderer  Fall.  Ist  jenes  Doppelverhältniss  gleich  1,  so  tritt  die 
harmonische  Theilung  ein,  für  welche  ebenfalls  der  Satz  gilt.  Sind  ausser- 
dem die  festen  Punkte  zugeordnet,  so  befinden  sich  bekanntlich  die  beiden 
Punktreihen  in  Involution;  anderenfalls  dagegen  nicht. 

Dieser  Fall  lässt  sich  leicht  besonders  beweisen.  Soll  in  Fig.  7, 
Tafell,  c  so  gegen  c  liegen,  dass  cb  durch  a  und  c  harmonisch  getheilt 
wird,  so  drehe  man  acb  um  a  nach  acj^j,  schneide  cb^  mit  C|6  in  m,  ziehe 
c^mc  i^bbx^  so  sind  c  und  c/  die  yierten  harmonischen  Punkte.  Die  Ge- 
rade cc/  schneidet  bb^  in  0,  so  dass  od|  =  ^^6,  weil  Cifn^=^fnc\  Da  c  ein 
beliebiger  Punkt,  so  geht  dd^  auch  durch  0,  oder  die  Reihen  acbd,..^ 
acxb^d{,  • .,  acbd,.,  sind  projectivisch ;  a  und  b  sind  Do{)pelpunkte  der 
ersten  und  dritten. 

2.  Satz.  Die  Polaren  eines  Punktes  für  alle  durch  yier 
feste  Punkte  gelegte  Kegelschnitte  gehen  durch  ein  und 
denselben  Punkt. 

Beweis.  Seien  a,  6,  e,  d  in  Fig.  8,  Tafel  I,  die  vier  Punkte  der 
Kegelschnitte,  m  der  Punkt ,  um  dessen  Polaren  es  sich  handelt.  Um  eine 
Polare  zu  verzeichnen,  denke  einen  Kegelschnitt  durch  a,  6,  c,  1/ gelegt.  Die 
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raden  ma  und  tnd  schneiden  denselben  in  zwei  Punkten;  nehme  den  einen 
e  beliebig  an,  so  ist  der  Kegelschnitt  durch  fünf  Punkte  bestimmt  und  der 
sechste  f  kann  durch  das  PascaFsche  Sechseck  gefunden  werden,  in  wel- 
chem die  Durchschnittspunkte  g^  h,  t  der  gegenüberstehenden  Seiten  1,  4; 
2,  5;  8,  6  in  einer  Geraden  liegen  müssen.  Theile  nun  ea  harmonisch  mit 
ffi  in  ijfd  harmonisch  mit  m  in  <p,  so  ist  c  ^  die  Polare  von  m.  Bewegt  sich 
e  auf  ma,  so  bewegt  sich  auch  f  auf  md^  wobei  e/* stets  durch  t  geht.  Da* 
her  ist  die  Punktreihe  der  e  perspectirisch  mit  der  der  /*.  Nach  dem 
besonderen  Falle  des  ersten  Satzes  ist  aber  auch  die  Punktreihe  der  t 
projectivisch  mit  der  der  e,  der  9  mit  der  der  /*;  also  sind  die  der  c  und  9 
unter  einander  projectivisch«  Alle  vier  Punktreihen  haben  m  gemein ,  da- 
her liegt  die  der  t  perspectivisch  mit  der  der  <p,  und  alle  Projectionsstrah- 
len,  welche  die  Polaren  sind,  schneiden  sich  daher  in  einem  Punkte  Ar. 

Um  k  zu  finden,  sucht  man  die  Polaren  für  die  zwei  einfachsten  Fälle« 
Man  lasse  e  und  f  nach  m  rücken;  die  Sehne  ief  wird  dann  Tangente  und 
ist  die  Polare  des  Berührungspunktes.  Sodann  lasse  €  nach  e'  und  f  nach 
f  auf  bc  rücken,  so  zerfällt  der  Kegelschnitt  in  die  zwei  Geraden  bc  und 
ad,  welche  sich  in  /  schneiden.  Schneide  af'  mit  de  in  it,  so  ist  In  die 
Polare  zu  m.     Der  Schnitt  von  im  und  In  ist  der  gesuchte  Punkt  k. 

3.  Satz.  Die  Durchschnittspunkte  einer  Schaar  durch 
vier  feste  Punkte  gelegter  Kegelschnitte  mit  einer  Geraden 
bilden  zwei  Reihen,  welche,  wenn  man  die  Punkte  desselben 
Kegelschnittes  als  entsprechend  ansieht,  projectivisch  und 
involutorisch  sind. 

Beweis.  Seien  in  Fig.  9,  Tafel  I,  a,  6,  c,  d  die  vier  festen  Punkte, 
A  die  Gerade.  Nimmt  man  auf  ihr  einen  Punkt  e  des  Kegelschnittes  ant 
so  kann  der  sechste  Punkt  e'  desselben  auf  A  durch  das  Pascarsche  Sechs- 
eck gefunden  werden.  Die  Seiten  2  und  5  schneiden  sich  in  /*,  1  und  4  in  A,  fh 
ischneidet  3  in  g,  so  dass  ag  als  sechste  Seite  das  e'  liefert.  Bewegt  sich  e  auf 
A,  so  beschreibt  h  eine  Punktreihe  auf  1,  welche  mit  der  Beihe  der  e  von  d 
aus  perspectivisch  ist,  dann  beschreibt  g  eine  von  dem  festen  f  aus  mit  der 
Beihe  der  h  perspectivische  Punktreihe ,  und  damit  e'  eine  von  a  aus  per- 
spectivische  Beihe,  so  dass  die  Punktreihe  der  e  mit  der  der  e  projectivisch 
ist.  Beide  sind  auch  involutorisch,  weil  sich  e  und  e  doppelt  entsprechen. 
Denn  nimmt  man  den  fünften  Punkt  statt  in  e  in  e  an ,  so  ist  der  Kegel- 
schnitt derselbe  wie  vorher,  weil  er  durch  die  5  Punkte  a,  6,  c,  cf,  e'  be- 
stimmt ist;  er  liefert  daher  als  sechsten  Punkt  e, 

Erörterung,  a)  Um  den  Mittelpunkt  m  der  Involution  zu  finden, 
lasse  den  einen  Punkt  ins  Unendliche  rücken  und  suche  nach  der  eben 
benutzten  Construetion  den  zugehörigen  Punkt  m,  wie  Fig.  7,  Taf.  I,  zeigt. 
Bedenkt  man,  dass  der  durch  a,  b,  e,  d  gelegte  Kegelschnitt  auf  drei  Arten 
in  ein  System  zweier  Geraden  zerfallen  kann ,  so  erhält  man  3  Paare  ent- 
sprechender Punkte  e,  e\  /*,  /*';  g,  g'  als  Durchschnitte  der  drei  Paare  gegen- 


durch  vier  Ponkte  gelegt  werden.    Von  Dr.  Chb.  Wiener.       47 

flberstehender  Seiten  des  vollHtändigen  Viereckes  mit  der  gegebenen  Ge- 
raden. Um  endlich  die  Doppelpunkte  /  und  n  der  Inyolution  su  finden, 
bedenke  maoi  dasB 

ml*  =  mn*  =t  me^me\ 
mid  suche  wie  in  Fig.  10,  Tafel  I,  danach  /  und  ».  Es  sind  dieses  die  Be- 
rfthrungspnnkte  der  Kegelschnitte  mit  der  gegebenen  Geraden.  Indem 
der  eine  Schnittpunkt  von  /  über  m  nach  n  läuft,  läuft  der  entsprechende 
Ton  /  aber  oo  nach  n.  Zwei  entsprechende  Schnittpunkte  theilen,  wie 
bekanntlich  bei  jeder  Inyolution,  die  Strecke  In  harmonisch. 

b)  Untersuchen  wir,  welche  Art  Ton  Involution  in  den  yerschiedenen 
Fällen  eintritt,  ob  gleichliegende  oder  nngleichliegende.  Man  muss  unter- 
scheiden, ob  man  durch  die  Punkte  a,  &,  c,  d  ein  Viereck  ohne  einspringende 
Winkel  (Fig.  11,  Tafel  I)  bilden  kann,  oder  nicht  (Fig.  12,  Tafel  I).  Geht 
A  aossarhalb  des  Viereckes ,  aber  so  nahe  an  einem  Eckpunkte  a  vorbei, 
dass  die  davon  ausgehenden  drei  Geraden  in  unmittelbarer  Reihenfolge 
geschnitten  werden,  so  findet  im  ersten  Falle  (Fig.  11,  Tafel  I)  ungleich- 
liegende, im  «weiten  (Fig.  12,  Tafel  I)  gleichliegende  Involution  statt.  Be- 
zeichnet man  nämlich  die  drei  Paare  gegenüberstehender  Seiten,  welche 
also  in  keinem  Eckpunkte  des  Viereckes  zusammentreffen,  mit  E,  E!\  F^  F'\ 
ff,  £^,  so  gehen  von  a  und  h  die  gegenüberstehenden  Seiten  /*,  F'  und  ff,  ff' 
aas.  Im  ersten  Falle  liegen  F  und  F*  beide  innerhalb  des  Winkels ,  wel- 
chen ff  und  ff'  mit  a  b  bilden.  Deswegen  wird  die  Gerade  A  in  entgegen- 
gesetster  Reihenfolge  der  Punkte  von  ihnen  geschnitten.  Die  Reihenfolge 
ist  f  g  gfte\  die  Involution  ist  daher  eine  ungleichliegende.  Hat  das 
Viereck  aber  einen  einspringenden  Winkel,  bei  d  (Fig.  12,  Tafel  I),  so  ist 
F  ausserhalb  und  F'  innerhalb  des  Winkels,  welchen  ff  und  ff'  mit  ah  bil- 
den, woraus  eine  gleichliegende  Involution  folgt.  Lässt  man  d  durch  9 
auf  ac  nach  i  gehen,  so  kehrt  sich  die  Lage  der  Involution  um ,  indem  in 
der  Grenzlage,  wobei  drei  der  gegebenen  vier  Punkte  in  einer  Geraden 
liegen,  die  eine  Punktreihe  auf  A  zu  dem  einzigen  Punkte  /*wird.  Es 
fallen  iu  f  die  drei  Punkte  /*,  ^,  e  zusammen ,  wobei  e'  statt  e  als  zu  dieser 
Reihe  gehörig  betrachtet  werden  muss,  was  auch  schon  von  vornherein  ge- 
schehen darf. 

Bewegt  sich  nun  A^  so  wird  durch  seinen  Durchgang  durch  einen  der 
Tier  Punkte  die  Involution  umgekehrt  Denn  durch  jeden  Punkt  gehen 
drei  nicht  gegenüberstehende  Gerade,  wovon  jedenfalls  zwei  gleich  (mit 
oder  ohne  Strich)  bezeichnet  sind  und  Punkte  derselben  Reihe  bestimmen. 
Von  diesen  swei  Punkten,  die  sich  in  ihrer  Reihe  unmittelbar  auf  einander 
folgen,  und  daher  auch  von  der  ganzen  Reihe  wird  die  Richtung  umge- 
kehrt, während  die  der  anderen  ungeändert  bleibt  Dadurch  wird  auch 
die  Art  der  Involution  umgekehrt  Beim  Durchgang  durch  einen  der  vier 
Punkte  wird  die  eine  Reihe  zu  einem  Punkte.  Geht  die  Schnittlinie  A 
darch  ein  Nebeneck  f  y  9,  x  ^^^  vollständigen  Viereckes,  in  welchem  sich 
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also  Bwei  gegenttberstebende  Seiten  sehneiden ,  so  wechseln  die  mit  glei- 
chen Buchstaben  bezeichneten,  also  sich  entsprechenden,  Punkte  ihre 
Stelle  in  der  Beihe  aller  sechs  Punkte,  wodurch  die  Richtung  keiner  Punkt- 
reihe umgekehrt  wird.  Beim  Durchgang  ist  das  Nebeneck  ein  Doppel- 
punkt. —  Es  ergiebt  sich  daher,  dass  die  Involution  eine  gleichliegende  ist, 
wenn  das  Viereck  keinen  einspringenden  Winkel  hat  und  eine  ungerade 
Anzahl  Eckpunkte  auf  jeder  Seite  der  schneidenden  Geraden  liegt,  oder 
wenn  das  Viereck  einen  einspringenden  Winkel  hat  und  eine  gerade  An- 
zahl Eckpunkte  auf  jeder  Seite  liegt;  in  den  anderen  Fällen  ist  die  Inyo- 
lution  ungleichliegend.  Setzen  wir  zur  Uebersicht  die  Schnittpunkte  in 
ihrer  Beihenfolge  hin,  wobei  wir  die  gleichliegende  Involution  mit  +,  die 
nngleichliegende  mit  —  bezeichnen  wollen. 

1.  Das  Viereck  hat  kein  einspringendes  Eck. 

Durchgang  der  A  dorch  das  Reihenfolge  der 

Hanpteck:  Nebeneek:  Punkte: 

—  rtOfe't 
-fll'gfetl 

f +r9efg^ 

* -eg'ffll'^' 

.                                        '' -egffge' 

f • +  egfegf 

•    : -eerggf 

^ -et'fggf 

2.  Das  Viereck  hat  ein  einspringendes  Eck. 

Durchgang  der  A  durch  das  Beihenfolge  der 

Haupteck:  Nebeneek:  Punkte: 

+  rg'e'fg' 

; -fgeegf 

—  f  g  ee  gf 
+  eg  fe  gf 

O t  I   mt    , 

—  eggeff 

—  eg'ge'ff 
"^ -egg'efr 

+  egfe'g:r 

Aus  diesen  beiden  Reihen  ergiebt  sich  —  und  zwar  beweisend,  weil 
dieselben  die  zwei  wesentlich  verschiedenen  Fälle  enthalten  —  das  allge- 
meine Kennzeichen  für  beide  Arten  von  Vierecken,  dass  die  in  unserem 
Satze  erhaltene  Involution  aufeiner  Schnittlinie  ^4  dann  un- 
gleichliegend ist,  venu  man  A  ohne  Durchgang  durch  einen 
der  vier  Punkte  nach  einem  Nebenecke  bewegen  kann,  an- 
dern falls  gleichliegend.  Man  kann  sich  von  der  Allgemeingültig- 
keit dieses  Kennzeichens  auch  dadurch  überzeugen ,  dass  man  betrachtet, 
dass  A  von  einem  Nebeneck  zu  einem  anderen  nur  nach  Durchgang  durch 
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eine  gerade  Ansahl  der  gegebenen  Pnnkte  gedreht  werden  kann ,  dass  also 
die  Art  der  Involution  beim  Durchgang  durch  die  Nebenecken  stets  die- 
selbe bleiben  muss,  und  dass  man  diese  Art  der  Involution  für  jede  der  zwei 
Arten  des  Viereckes  in  einer  besonderen  Lage  des  Ä  bestimmt. 

4.  Satz.  Wenn  man  durch  vier  Punkte  eine  Schaar  Kegel- 
schnitte und  an  sie  die  Tangenten  durch  diese  vier  Punkte 
legt,  80  sind  die  so  gebildeten  TangentenbUschel  projecti- 
visch,  wenn  sich  die  Tangenten  an  denselben  Kegelschnitt 
entsprechen. 

Beweis.  Seien  a,  5,  r,  /f  in  Fig.  13,  Tafel  I,  die  vier  Punkte,  so 
kann  der  durch  sie  gelegte  Kegelschnitt  auf  dreierlei  Weise  in  ein  System 
zweier  Geraden  zerfallen.  Beweisen  wir  nun ,  dass  die  Tangentenbüschel 
für  a  und  h  projectivisch  sind.  Die  drei  Paare  von  Geraden  F^  G^  ff  und 
F*^  G\  ff'  sind  die  ersten  sich  entsprechenden  Tangenten.  Nehmen  wir 
einen  beliebigen  fünften  Punkt  e  an,  durch  welchen  der  Kegelschnitt  gehen 
•oll,  nnd  seien  /  und  /'  die  durch  a  und  b  an  ihn  gelegten  Tangenten ,  so 
muss  bewiesen  werden,  dass  die  Büschel  /*,  G,  ff,  J  und  F\  G\  ff\  J'  pro- 
jectivisch sind.  Man  kann  nun  das  Viereck  ah  cd  stets  derart  in  Perspec- 
tive setzen,  dass  es  ein  Rechteck  wird.  Man  braucht  zu  dem  Ende  nur 
den  Projectionsmittelpunkt  auf  einen  Kreis  -zu  legen ,  der  über  der  Ver- 
bindungslinie der  Durchschnittspunkte  gegenüberstehender  Seiten  ab,  cd 
nnd  5  c,  da  als  Durchmesser  beschrieben  ist,  und  die  Projectionsebene  parallel 
mit  der  Ebene  dieses  Kreises  zu  nehmen,  ab  cd  in  Fig.  14,  Tafel  I,  sei  dieses 
Becbteck.  Die  Büschel  F,  G,  ff  und  F\  Gr,  ff'  werden  dann  gleich.  Die  Hal- 
birungslinieif  der  Seiten  ah  und  cd  wird  ein  Hauptdurchmesser  der  Projec- 
üon  jedes  durch  ah  cd  gelegten  Kegelschnittes.  Ein  durch  e  gehender  enthält 
dann  auch  den  symmetrischen  Punkt  e\  und  die  Tangenten  /  und  /'  liegen 
ebenfalls  symmetrisch  gegen  K.  Daher  sind  die  Strahlen büschel  F,  G,  ff,  J 
nnd  1^,  Gr,  ff\  J'  in  Fig.  14,  Tafel  I,  gleich  und  in  Fig.  13,  Tafel  I,  mit 
jenen  und  daher  auch  unter  einander  projectivisch.  Dann  sind  endlich 
alle  durch  die  vier  Punkte  a,  h,  c,  d  gelegte  Tangentenbüschel  projec* 
tiviscb. 

5.  Satz.  Wenn  man  durch  vier  Punkte  eine  Schaar  Kegel- 
schnitte legt,  welche  mit  einem  in  ihrer  Ebene  liegenden 
Strahlenbüschel  projectivisch  ist,  derart,  dass  das  Tangen- 
tenbflschel  für  einen  der  vier  Punkte  mit  dem  Strahlen- 
bttsehel  projectivisch  ist,  und  man  schneidet  das  letztere 
nnd  die  Schaar  Kegelschnitte  durch  eine  Gerade,  so  können 
nur  drei  Paare  entsprechender  Punkte  zusammenfallen, 
wenn  auf  dieser  Geraden  einem  Punkte  eines  Strahles  die 
zwei  Pnnkte  desjenigen  Kegelschnittes  entsprechen,  wel- 
cher von  der  entsprechenden  Geraden  des  Tangenten- 
bttsehels  berührt  wird. 
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Beweis.  Seien  a,  6,  <r,  d  in  Fig.  15,  Tafel  I,  die  vier  Pankte,  A  di< 
schneidende  Gerade.  Nimmt  man  auf  derselben  einen  beliebigen  Pnnk 
e  als  fünften  Punkt  des  Kegelschnittes  an,  so  ist  dieser  bestimmt,  nnd  mai 
verzeichnet  seine  Tangente  durch  d  yermittelst  des  Pascal*schen  Sechs 
eckes,  in  welchem  eine  Seite  zur  Tangente  wird.  Verbindet  man  dei 
Schnittpunkt  f  der  Seite  3  und  6  mit  dem  Schnittpunkte  g  der  Seite  2  an< 
5,  schneidet  fg  mit  der  Seite  1  in  A,  so  ist  Acf«  die  Tangente.  So  kam 
man  zu  der  Reihe  der  Schnittpunkte  e  der  Kegelschnitte  mit  Ä  die  Reih< 
der  Schnittpunkte  e  der  Tangenten  finden.  Da  der  Tangentenbüsche 
mit  dem  gegebenen  Strahlenbüschel  projectivisch  sein  soll,  so  sind  es  aucl 
die  Reihen  der  Schnittpunkte  i  des  Strahlenbüschels  nnd  t  des  Tangen 
tenbüschels  mit  A,  Die  Behauptung  ist  nun ,  dass  keine  mit  der  Reihe  de 
t  projcctiviiTche  Punktreihe  der  t  mehr  als  drei  entsprechende  Punkte  mi 
der  Reihe  der  e  gemeinschaftlich  haben  kann. 

Fällt  die  Punktreihe  i  mit  der  f  ganz  zusammen,  d.  h.  ist  der  Strah 
lenbüschel  mit  dem  Tangentenbüschel  perspectivisch  nnd  ist  A  ihr  Durch 
schnitt,  so  hat  für  einen  gemeinschaftlichen  Punkt  e  nnd  t  die  Tangent 
ausser  dem  Berührungspunkte  d  noch  diesen  Punkt  e%  mit  dem  Kegel 
schnitte  gemein,  was  nur  möglich  ist,  wenn  der  Kegelschnitt  die  Tangente 
ganz  enthält.  Derselbe  kann  dies  aber  nur  auf  drei  Arten,  indem  er  je 
desmal  in  ein  Paar  yon  Geraden  zerfällt  Die  durch  d  gehenden  Geradei 
da,  dhy  de  liefern  dann  die  drei  entsprechenden  Doppelpunkte  e,  ti,  e,  Ft»  ^t'i 

Ist  aber  die  Reihe  t  mit  s  nur  projectivisch,  so  können  möglicherweise 
wieder  drei  Punkte  t  mit  den  entsprechenden  e  zusammenfallen,  weil  y 
drei  Punkte  einer  projectivischen  Reihe  beliebig  sind.  Sollte  noch  eii 
viertes  Punktepaar  zusammenfallen,  so  müssten  die  vier  den  %  entsprechen 
den  Punte  t  mit  den  vier  entsprechenden  ^,  die  mit  i  zusammenfallen,  pro 
jectivisch  sein.  Dies  ist  aber  nicht  möglich.  Denn  ans  der  Constrnctioi 
der  Reihe  e  aus  e  folgt,  dass  die  Reihe  f  mit  e  perspectivisch  aus  a  und  di< 
Reihe  g  mit  e  perspectivisch  aus  d  ist.  Daher  sind  die  Reihen  f  und  < 
projectivisch  unter  einander,  und  die  Verbindungslinien  fgh  entsprechen 
der  Punkten  sind  dann  bekanntlich  Tangenten  an  einem  Kegelschnitte 
welcher  auch  die  Geraden  3  nnd  2  berührt.  Die  Tangenten  fgh  schneide] 
die  Linie  i  in  einer  Punktreihe  A,  welche  im  Allgemeinen  mit  den  Reihei 
f  und  g  keine  vier  projectivische  Punkte  enthält.  Denn  wäre  dies  der  Fall 
80  würden  dieselben  vier  Linien  fgh  einen  Kegelschnitt  berühren,  der  ausser 
dem  noch  —  einen  ganz  besonderen,  nachher  zu  betrachtenden  Fall  ausge 
nommeu  —  die  Geraden  3,  2  nnd  1  berühren  müsste.  Dieser  Kegelschnit 
ist  aber  der  schon  vorhin  betrachtete ,  weil  er  mit  ihm  sechs  Tangenten 
deren  fünf  schon  einen  Kegelschnitt  bestimmen,  gemeinschaftlich  hat,  ode 
es  müsste  1  eine  Tangente  an  jenen  Kegelschnitt  sein.  Dies  findet  abe: 
im  Allgemeinen  nicht  statt,  da  der  Punkt  h  und  damit  auch  die  Gerade  : 
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naeb  Festlegung  des  Kegelschnittes  noch  willkürlich  ist.  Somit  hat  im 
Allgemeinen  die  Panktreihe  h  keine  vier  projectivischen  Punkte  mit  den 
Reiben  ^und  g^  und  deswegen  hat  auch  die  Reihe  €,  welche  mit  der  h  aus 
d  perspectivisch  ist,  keine  vier  projectivischen  Punkte  mit  e^  welche  mit  f 
und  g  projectiviseh  ist.  Und  somit  kann  die  Reihe  s'  keine  vier  Punkte 
mit  €  gemein  hahen. 

Besondere  Fälle.  Ist  aher  1  eine  Tangente  an  jenen  Kegel- 
schnitt, so  ist  bekanntlich  die  ganze  Reihe  h  mit  g  projectiviseh ,  und  da- 
her auch  die  ganze  Reihe  e  mit  der  e.  Da  ausserdem  beide  Reihen  drei 
Punkte  ^1  ff,  ^t^tt  ^»h  gemein  haben,  so  müssen  sie  ganz  zusammenfallen. 
So  lange  die  Reihen  e  und  e  ausgedehnt  sind,  fallen  die  entsprechenden 
Punkte  e  und  t  nur  dann  zusammen ,  wenn  eine  Tangente  ausser  dem  Be- 
rührungspunkte d  noch  diesen  Punkt  mit  dem  Kegelschnitte  gemein  hat, 
d«  h.  ganz  in  ihn  fällt,  wenn  also  der  Kegelschnitt  aus  einem  Paare  gerader 
Linien  besteht.  Soll  aber  ein  Paar  Gerader  durch  die  vier  gegebenen  und 
einen  beliebigen  Punkt  e  der  A  gehen,  also  zugleich  durch  fünf  Punkte,  so 
müssen  stets,  wie  auch  e  liegen  mag,  drei  dieser  fünf  Punkte ,  also  drei  der 
gegebenen  vier  Punkte,  in  einer  Geraden  liegen.  Diese  drei,  z.  B.  a,  6,  c 
bestimmen  dann  die  eine ,  der  vierte  d  mit  jedem  e  auf  J  je  die  zweite  Ge- 
rade des  Kegelschnittes.  Zugleich  ist  dann  1  wirklich  Tangente  an  jenen 
Kegelschnitt,  da  es  mit  dessen  Tangente  2  zusammenfallt.  Die  Punktreihe 
i  ist  dann  mit  i  und  e  zugleich  projectiviseh;  wenn  sie  dann  mit  e  drei 
Punkte  gemein  hat,  fällt  sie  ganz  mit  ihr  und  zugleich  mit  s  zusammen. 

Es  kann  aber  auch  dadurch  die  ganze  Punktreihe  e  mit  t  zusammen- 
fallen, dass  jede  zu  Einem  Punkte  wird.  Dies  geschieht,  wenn  einer  der 
Tier  Punkte,  s.  B.  <f,  auf  A  liegt.  Dann  bleibt  der  eine  der  beiden  Durch- 
schnittspunkte jedes  Kegelschnittes  mit  A  in  dem  Punkte  d  und  der  andere 
beschreibt  die  einfache  Punktreihe  e.  Mit  dieser  ist  die  Reihe  f  von  a  aus 
perspeetivisch;  die  Reihe  g  geht  in  den  einen  Punkt  t  zusammen;  die  Ge- 
raden fg  bilden  einen  Strahlenbüschel  von  t  aus  und  erzeugen  eine  mit  f 
und  e  projectivische  Punktreihe  h.  Daher  ist  auch  der  Tangentenbüschel 
d!|  sowie  der  gegebene  Strahlenbfischel  und  die  Punktreihe  §  mit  der  Reihe 
e  projectiviseh.  Wenn  dann  die  Reihen  e  und  $  drei  Punkte  gemein  ha- 
ben, fallen  sie  ganz  ineinander.  —  Es  ist  jetzt  nur  noch  zu  untersuchen, 
ob  dann  1  eine  Tangeute  an  den  die  Geraden  fgh  einhüllenden  Kegel- 
schnitt ist.  Welche  Form  nimmt  dieser  Kegelschnitt  an  ?  Zu  den  von  ihm 
eingehttllten  Tangenten  gehört  der  Strahlenbttschel  t,  in  welchen  die  Ver- 
bindungslinien der  sich  entsprechenden  Punkte  fnnd  g,  welche  letztere  in 
I  zusammenfallen,  übergehen.  Ausserdem  entspricht,  wie  die  Construction 
zeigt,  jedem  Punkte  g  der  Geraden  2  derselbe  Punkt  e, «,  der  Geraden  3,  so 
dass  auch  der  Büschel  e^  f,  den  Kegelschnitt  berührt.  Es  entspricht  also 
jedem  Punkte  f  auf  3  der  Punkt  i  auf  2,  und  umgekehrt  jedem  Punkte  g  auf  2 
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der  Pankt  «,  e,  aaf  3,  so  dass  die  ausgedehnten  Punktreihen  auf  2  und  8 
sich  nicht  entsprechen,  und  daher  weder  sie  noch  die  durch  dieselben  be- 
stimmten Strahlenbtischel  e,  e,  und  i  projectivisch  sind.  Ein  Yon  den  Büscheln 
f  und  6,  «3  eingehüllter  Kegelschnitt  wird  zu  einer  durch  die  zwei  Mittel- 
punkte der  Büschel  begrenzten  Strecke.  Alle  in  der  Ebene  dieses  Kegel- 
Schnittes  liegenden  Geraden,  ob  sie  Tangenten  an  denselben  sind  —  d.  h. 
durch  einen  der  zwei  Punkte,  welche  ihn  begrenzen,  gehen  —  oder  nicht,  wer- 
den jetzt  von  den  Verbindungsgeraden,  je  zweier  entsprechender  Punkte  der 
gegebenen  Punktreihen,  also  hier  von  den  Strahlenbüscheln,  in  Punktreihen 
getroffen,  welche  mit  jenen  projectivisch  sind.  Es  tritt  demnach  hier  eine 
Ausnahme  für  den  Satz  ein,  auf  welchen  wir  uns  oben  in  unserem  Beweise 
gestützt  haben,  und  welchen  Steiner  in  seiner  „systematischen  Entwiche- 
lung  der  Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten,  1832*',  S.  42  unter  S  43,  I, 
2  so  ausspricht:  „Alle  möglichen  Geraden,  welche  von  irgend  vier  festen 
Geraden  nach  einem  und  demselben  Doppelverhältnisse  geschnitten  wer- 
den, sind,  sammt  den  vier  festen  Geraden,  Tangenten  irgend  eines  be- 
stimmten Kegelschnittes.*'  Steiner  beweist  diesen  Satz  nicht  für  sich; 
wir  wollen  ihn  folgendermassen  beweisen,  woraus  sich  ergeben  wird ,  dass 
derselbe  nur  im  Allgemeinen  richtig  ist,  indem  er  eine  Beschränkung  durch 
einen  besonderen  Fall  erleidet.  Seien  in  Fig.  16,  Tafel  I,  ^i,  ^„  ^„  J^ 
die  vier  festen  Glsraden,  werde  irgend  eine  andere  Gerade  C  in  einem  ge- 
wissen Doppelverhältnisse  geschnitten ,  so  bestimmen  diese  fünf  Geraden 
einen  Kegelschnitt,  den  sie  berühren.  Soll  eine  weitere  Linie  B  in  den 
Punkten  ^i,  ^ti  ^si  ^4  '^  demselben  Doppelverhältnisse,  oder  projectivisch 
mit  C,  geschnitten  werden,  so  wird  behauptet,  dass  sie  denselben  Kegel- 
schnitt berührt.  Denn  würde  sie  ihn  nicht  berühren,  so  ziehe  man  von 
einem  beliebigen  der  vier  Schnittpunkte  6,  eine  zweite  Tangente  A  an  den, 
Kegelschnitt,  welche  von  den  vier  festen  Geraden  in  den  Punkten  Oi,  a 
Of,  a^  und  zwar  in  demselben  Doppelverhältnisse,  wie  jene  Tangente  C,  also 
auch  wie  J9,  geschnitten  wird,  so  dass  die  Punktreihe  der  a  mit  der  der  b 
projectivisch  ist.  Da  ausserdem  zwei  entsprechende  Punkte  derselben,  a^ 
und  6,,  aufeinander  fallen,  so  müssen  sie  perspectivisch  liegen,  oder  die 
drei  übrigen  Projectionsstrahlen  A^^  ^,,  A^  müssen  sich  in  einem  Punkte, 
dem  Projectionsmittelpunkte,  schneiden.  Es  müssen  dann,  da  diese  Gera- 
den Tangenten  an  denselben  Kegelschnitt  sind ,  von  diesem  Punkte  aus 
drei  Tangenten  an  einen  Kegelschnitt  gezogen  werden  können.  Dies  ist 
aber  im  Allgemeinen  nicht  möglich,  wird  es  jedoch  in  dem  besonderen 
Falle,  dass  der  Kegelschnitt  in  einen  Punkt  oder  eine  Strecke  übergeht  und 
dass  drei  beliebige  der  festen  Geraden  durch  einen  und  denselben  der  beiden 
Grenzpunkte  gehen.  Dann  lassen  sich  unendlich  viele  Tangenten  durch  die- 
sen Punkt  an  den  Kegelschnitt  legen.  Dieser  Fall  tritt  aber  nur  dann  ein, 
wenn  alle  vier  festen  Geraden  sich  in  Einem  Punkte  schneiden.  Alle  Ge- 
raden By  welche  von  den  vier  festen  Geraden  in  demselben  Doppelverhält- 
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nisse  gescbnitten  werden ,  berühren  daher  im  Allgemeinen  einen  bestimm- 
ten Kegelschnitt,  den  besonderen  Fall  ausgenommen,  dass  die  vier  festen 
Geraden  sich  in  Einem  Punkte  schneiden.  — 'Dies  ist  der  Fall  in  Fig.  15, 
Tafel  I,  sobald  d  auf  A  liegt,  indem  dann  die  vier  Geraden  fgh  durch  den 
Punkt  f  gehen.  Die  Gerade  1  kann  dann  von  ihnen  in  einer  mit  fund  e 
projectivischen  Punktreihe  getrofifen  werden,  ohne  Tangente  an  den  in  die- 
sem Falle  durch  die  zwei  Punkte  t  und  e^  e«  bestimmten  Kegelschnitt  zu 
sein. 


Kleinere  Mittheilungen. 


L  Auflösung  einer  geometriichen  Anlgabe.  Von  Dr.  Chr.  Wiener, 
Professor  an  der  polytechnischen  Schule  zu  Carlsmhe. 

Aufgabe.  Einen  ebenen  Büschel  von  Tier  Strahlen  durch 
eine  Gerade  so  zu  schneiden,  dass  auf  derselben  in  zwei  nicht 
nebeneinander  liegenden  Winkeln  jenes  Büschels  gegebene 
Strecken  enthalten  sind. 

Seien  in  Fig.  1,  Taf.  I,  fi  und  v  die  zwei  nicht  nebeneinander  liegenden 
durch  den  Büschel  o  gebildeten  Winkel,  so  soH  die  Gerade  A  so  gezogen 
werden,  dass  hi^=zm^kl=n  ist. 

Auflösung.  Trage  in  den  von  fi  und  v  und  einem  zwischenliegen- 
den Winkel  gebildeten  Ranm  die  Strecke  aja,  =  m  +  '^  ein,  so  dass  a^  auf 
dem  äusseren  Schenkel  von  fu  und  a,  auf  dem  von  v  liegt,  mache  a^  b^  =  m, 
so  dass  6|  a,  =  n,  und  ziehe  die  beliebige  Gerade  a,  a^  durch  aj,  welche  mit 
dem  Büschel  die  Schnittpunkte  aj,  /*,  ^,  a^  liefert.  Da  jede  mit  A  parallele 
Gerade  in  den  Winkeln  fi  und  v  Strecken  enthält,  welche  sich  wie  m  :  n 
verhalten,  und  da  sie  ausserdem  mit  a^fga^  projectivisch  ist,  so  suche  man 
nach  diesen  beiden  Bedingungen  a^a^  zu  theilen.  Denkt  man  sich  den 
einen  Theilungspunkt  von  a^  gegen  a,,  den  anderen  von  a,  gegen  a,  rücken, 
so  dass  immer  die  Abstände  von  a,  und  a,  sich  wie  m:n  verhalten,  und 
suche  diejenige  Lage  beider  zu  bestimmen,  in  welcher  a^a^  sammt  seinen 
beiden  Theilnngspunkten  mit  a^fga^  projectivisch  ist«  Dann  sind  auch 
beide  perspectivisch,  weil  zwei  entsprechende  Punkte  in  den  Schnittpunkt  a^ 
zusammenfallen.  Die  Projectionsstrahlen  der  zwei  nächsten  Paare  ent- 
sprechender Punkte,  welche  von  f  und  g  nach  den  zwei  Theilnngspunkten 
der  «1  Qf  gehen,  müssen  sich  dann  in  einem  Punkte  des  letzten  Projections- 
strahles  a^a^  schneiden.  Indem  der  bewegliche  erste  Theilungspunkt  in 
a,,  biy  C|  ist,  wobei  a^  b^=ib^  Ci=im,  befindet  sich  der  zweite  in  a,,  bf^  c,,  wobei 
11,6,  =  6,c,  =  n.  Beide  beschreiben  daher  ähnliche  Punktreihen,  und 
deren  Projectionen  von  f  und  g  aus  auf  a,a|,  d.  i.  Oi/?,^i  und  a^ß^yt  sind 
projectivisch.  Sie  sind  ausserdem  ungleichliegend,  weil  es  die  ähn- 
lichen Reihen  auf  a,  a,  sind  und  die  Projectionsmittelpunkte  in  demsel- 
ben Winkelraume  der  projicirten  a^a^  und  der  Projectionslinie  ottj  liegen; 
sie  mübsen  folglich  zwei  Doppelpunkte  haben.  Diese  suche  man  in  d|  dt  und 
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ii  tt  nach  dem  bekannten  und  in  der  Figur  angewendeten  Verfahren  ver- 
mittelst eines  Kreises.  Die  Projectionsstrahlen  dif  und  i^g  entsprechen 
sich  und  schneiden  daher  auf  a^  a,  äussere  Stücke  ab ,  die  sich  wie  m  :  n 
Terhalten;  ferner  fallen  d,  und  ^,  in  Einem  Punkte  von  a^ox  zusammen; 
dieser  ist  deswegen  das  Projectioscentrum ,  von  dem  aus  a^fgui  und  a^a, 
mit  seinen  Theilungspunkten  projectivisch  sind. 

Der  Schnittpunkt  b'  von  i^  6|  mit  a,  a^  und  der  Strahl  o  h'  entsprechen 
dem  6,,  so  dass  ob'  die  zu  legende  Gerade  Ä^  so  in  6/  schneidet,  dass 
Aftf':  6//=:m  :  n.  Trage  nun  auf  einer  durch  o  gehenden  Geraden,  z.  B. 
auf  0 Ol  op=zm^  oq  =  n  auf,  ziehe  qr:il^ob\  so  ist  pr  die  Richtung  von  A. 
Denn  der  Büschel  der  fünf  Strahlen  von  o  bildet  auf  pr  eine  Punktreihe, 
welche  mit  der  auf  a^a^  projectivisch,  aber  auch  ähnlich  ist,  da  die  Ab- 
stände dreier  entsprechender  Punkte  in  gleichem  Verhältnisse  stehen. 
Die  äusseren  Stücke  von  pr  erhalten  deswegen  ebenfalls  das  Verhältniss 
von  m  :  n.  Ziehe  dann  in  bekannter  einfacher  Weise  mit  pr  die  Geraden 
Ji  und  ^derart  parallel,  dass  die  Strecke  hi=m  und  dadurch  auch  kl=n 
wird.  Ebenso  liefert  «i  r,  den  Punkt  b"  auf  a^  oi ,  wodurch  der  Strahl  o  V* 
und  die  Geraden  A^  und  Ä'  bestimmt  sind.  Ä^^  Ä^  A^y  Ä'  sind  die  Auflösungen. 

Besonderer  Fall.  Ist  m=^/t,  so  vereinfacht  sich  die  Auflösung 
wesentlich.  Sei  in  Fig.  2 ,  Tafel  I ,  aj  &,  =  6i  C|  =  m  =  n ,  so  fallen  die 
Punkte  a|,  c,  und  o, ,  Cj  zusammen.  Die  vorhin  beliebige  Schnitttlinie  a,  «i 
lege  so,  dass  b^g  oder  b^f'i^oa^.  Die  Punktreihen  a, &iC,  und  Ox^^t 
sind  gleich,  und  ihre  Projectionen  von  f  und  g  aus  auf  o  »i  sind  projectivisch 
und  involutorisch,  weil  die  beiden  Punkte  oi^y^  und  a,/,  sich  doppelt  ent- 
sprechen. Der  Mittelpunkt  der  Involution  ist  der  Durchschnitt  <p  von  fb^  mit 
ooi«  Denn  dem  unendlich  entfernten  Punkte  der  zweiten  Eeihe  entspricht 
der  Parallelstrahl  b^g  und  der  Punkt  b^  der  Reihe  a^b^c^.  Dem  6t  ent- 
spricht 6t  in  ai6|e,  und  der  Projectionsstrahl  /'6,  <p,  so  dass  tp  der  ersten 
Reihe  dem  unendlich  entfernten  Punkte  der  zweiten  Reihe  entspricht,  also 
der  Mittelpunkt  der  Involution  ist.  Aus  «p  ergeben  sich  die  Doppelpunkte 
l|j,  nnd  t|ft  nach  dem  Satze  9)di'c=9C|'==(pai  X  g)«^.  Die  Geraden 
J|6|  und  t|6|  schneiden  a^n^  in  6'  und  6",  wodurch  die  Linien  o\i  und  o6" 
bestimmt  sind,  welche  die  gesuchten  Geraden  A  halbiren  (wegen  m^=^n). 
Die  beiden  Richtungen  von  A  sind  aber  hier  mit  o6'  und  o6"  parallel. 
Denn  denkt  man  sich  den  Strahlenbüschel  o  mit  der  Geraden  A^  so  proji- 
eirt,  dass  der  Büschel  zwei  gleichschenklige  Dreiecke  über  A^  bildet,  so  ist 
o6'J^  A^  und  A^  muss  offenbar  ebenfalls  J_  A^  stehen,  so  dass  A^ %ob\  Die- 
ser Parallelismus  muss  auch  bei  der  ursprünglichen  Figur  bestehen.  Ist 
fi  s=  y,  so  ist  0  6' J_  0  6". 

Andere  Auflösung  des  besonderen  Falles.     Die  Aufgabe — ' 
einen  ebenen  Büschel  von  vier  Strahlen  durch  eine  Gerade  so  zu  schnei- 
daa,  dass  auf  derselben  in  zwei  nicht  nebeneinander  liegenden  Winkeln 
jenes  Büschels  gleiche  Strecken  enthalten  sind  —  kann  auch  mit  einer  ande* 
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ren  Ornndanscliannng  so  gelöst  werden.  Zur  beliebigen  Schnittlinie  •fgk 
des  Büschels  soll  eine  Reihe  yon  vier  Punkten  gesacht  werden,  welche  mit 
ihr  proje^tivisch  ist  and  zwei  gleiche  äassere  Abschnitte  enthält.  Non  hat 
aber  jeder  Kegelschnitt  die  Eigenschaft,  dass  die  yon  den  Endpunkten 
einer  Sehne  parallel  mit  den  Tangenten  an  den  Endpunkten  des  mit  der 
Sehne  parallelen  Durchmessers  gezogenen  Geraden  gleiche  äussere  Stücke 
auf  dem  Durchmesser  abschneiden.  Irgend  einen  Kegelschnitt  kann  man 
so  projiciren,  dass  er  ein  Kreis  af  gh^  und  dass  dessen  Durchmesser  ah 
die  Projection  des  genannten  Durchmessers  ist.  Ziehe  die  Tangenten  aa^ 
hU  \^  ah  und  ff^  gg'  4^  aa\  schneide  die  letzteren  Linien  mit  dem  Kreise  in 
f\  g\  so  ist  die  Sehne  f  g  die  Perspective  der  oben  genannten  Sehne  und 
af^  gh  sind  die  Perspectiven  gleicher  Abschnitte.  Die  Perspective  b'  des 
Mittelpunktes  des  Kegelschnittes  ergiebt  sich  als  Schnittpunkt  des  Durch- 
messers aA  mit  der  Parallelen  mit  ad^  welche  man  aus  dem  Kreuzungspunkte 
der  Diagonalen  a'A,  aU  zieht.  Daraus  folgt  der  Strahl  oh\  welcher  die 
Linie  Ä  halbirt,  und  Ä  ergiebt  sich,  wenn  man  Vi-^^h' a  macht,  ik'lf.oli 
mit  oh  schneidet;  a Ar  ist  dann  Ä^  womit  ob"  parallel  ist.  ob'  und  ob*'  sind 
die  beiden  Richtungen  der  Geraden  X 


IL  Veber  die  Differentialgleichnng:  «y''+('*+^^)y +(P  +  ^^+'n^)f 
=  0.     Von  R.  Hoppe. 

Die  von  Hrn.  Spitzer  im  8.  Jahrg.  d.  Zeitschr.,  S.  123,  gelöste  Diffe- 
rentialgleichung hat  mit.  manchen  anderen  Gleichungen  zweiter  Ordnung 
die  Eigenthümlichkeit  gemein,  dass  aus  jeder  Speciallösung  ohne  neue  In- 
tegration eine  zweite  hervorgeht,  ein  Umstand,  der  nicht  blos  den  Ausdruck 
des  vollständigen  Integrals  vereinfacht,  sondern  auch  zur  Erweiterung  der 
Grenzen  der  Gültigkeit  einer  Speciallösung  dienen  kann,  und  um  dessent* 
willen  ich  die  Gleichung  einer  nochmaligen  Betrachtung  unterziehe.  In 
Betreff  der  citirten  Bearbeitung  selbst  mnss  ich  zwei  Bemerkungen  voraus- 
schicken. Erstens  hat  Hr.  Spitzer  zwei  verschiedene  Lösungen  ange- 
kündigt, deren  letztere  er  am  Schlüsse  in  einem  besonderen  Falle  für  be- 
sonders vorth eilhaft  erklärt.  In  der  That  ist  aber  dieselbe  nur  in  diesem 
Falle  richtig;  in  jedem  anderen  wird  der  Ausdruck  null  oder  unendlich. 
Man  darf  daher  die  Ergebnisse  weder  als  zwei  sich  ergänzende  Special- 
werthe,  noch  als  zwei  Formen  desselben  Integrales  der  allgemeinen  Gleich- 
ung ansehen.  Zweitens  unterliegt  auch  die  erste  Lösung  Beschränkungen^ 
welche  sich  der  Beachtung  entziehen,  weil  der  Beweis  nicht  ganz  zu  Ende 
geführt  ist.  Damit  nämlich  in  Gleichung  6)  der  integrirte  Theil  ver- 
schwinden sollte,  ist  nui  eine  Bedingung  erfüllt,  der  Erfolg  davon  nicht 
weiter  geprüft  worden.     Ueberdies  war  es  leicht,  nach  derselben  Methode 
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statt  einer  Speciallösnog  das  vollständige  Integral  zn  gewinnen,  indem  man 
W  nicht  als  unabhängig  von  x,  sondern  als  lineare  Function  yon  :i?  einführt. 
Zq  leichterer  Uebersicht  wende  ich  die  bekannte  Transformation  an, 
wodurch  das  Mittelglied  der  Gleichung  entfernt  wird.     Setzt  man 

fo  nimmt  die  Gleichung  entweder  die  Form  an : 

1)  r"=(a/«  +  6)c 
wo 

g* —  4ms  r*  +  2{q  —  2p)  s {qr  —  2n*)* 

^~       4?        '  ~  4**  iÖö? 

qr  —  2ns 
t  =  x  + r — 

oder,  falls  q*  =  Ams^  die  Form : 

wo 

^^9r-2ns       ^^^  ,r*  +  2(q—2p)s 
2s*       '  2{qr—2ns) 

oder  endlich,  falls  auch  qr  =  2ns,  die  Form: 

z  =cz, 
wo 

r*  +  2{q  —  ip)$ 

'= i? — 

gesetzt  ist.  Die  zwei  letzten  Formen  übergehe  ich.  Die  Gleichung  1) 
geht  durch  die  Substitution 

2)  z^ipeif'at* 

über  in 

3)  p"+2Yaip=.{b-Va)p 
und  diese  nach  n  maliger  Dififerentiation  in 

p  («+2)  +  2  Kfl  ^/?  <»+*>  =  [ö  —  (2  n  +  1)  Kfl]  P  ^"^• 
Ist  hier 

Bo  genügt  ein  constantes  p^^\  woraus  sich  dann  mit  Hülfe  der  vorhergehen- 
den Ableitungen  der  Gleichung  successive  die  Ableitungen  von  p  und 
schliesslich  z  ergeben.  Dieser  Werth  von  h  ist  es,  welcher  genau  dem 
Falle  entspricht,  aufweichen  die  Spitzer^sche  zweite  Lösung  sich  anwenden 
lässt.  Um  ihn  auf  negative  n  auszudehnen,  braucht  man  nur  das  Vorzei- 
chen von  Ya  zu  ändern. 

Die  erste  Ableitung  der  Gleichung  3)  lautet : 
p"+  2yaip'=  {b—zya)p 
und  geht  nach  der  Substitution 

6)  pz.^qc-1^'-'* 

über  in 
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7)  q'=:{ai*  +  b  —  2ya)q. 
Kennt  man  demnach  eine  Lösnng  der  Oleichung  1) : 

80  genügt  der  Gleichung  7)  der  Werth : 

q^f{t,b-2ya). 
Hieraus  findet  man  nach  Gleichung  6)  erstp';  dann  durch  Differentiation 
p'\   dann  nach  Gleichung  3)  p;   endlich  nach  Gleichung  2)  die  folgende 
sweite  Lösung  von  Gleichung  1) : 

8)  z  =  r(t,b-2ya)  +  yatf{i,b  —  2ya). 

Dies  als  ein  neuer  Werth  von  /*(/,  b)  betrachtet,  giebt  nach  Einführung 
einen  dritten  Werth'  von  z  u.  s.  f.  Man  kann  demnach  beliebig  viele  Aus- 
drücke für  z  finden,  die  swar  im  Grunde  nur  Combinationen  der  zwei  ersten 
sein  können,  aber  durch  die  Verschiedenheit  ihrer  Form  eine  nützliche 
Anwendung  gestatten,  wie  sich  sogleich  zeigen  wird. 

Nach  der  Spitzer'schen  Methode  findet  man  als  erste  Speciallösung 
der  Gleichung  1) : 

Die  Gültigkeit  ist  jedoch  auf  Grenzen  eingeschränkt,  zwischen  denen  der 

reelle  l*heil  yon  ^ ,  den  wir  mit  ß  bezeichnen  wollen,  liegen  muss.     Bei 

der  in  der  Rechnung  angewandten  theilweisen  Integration  verschwindet 
nämlich  der  integrirte  Theil  nur  für 

und  ebensoweit  reicht  die  Convergenz  des  Integrales.  Setzt  man  den  ge- 
fundenen Werth  für  /*(/,  b)  in  Gleichung  8)  ein,  so  erhält  man  als  zweite 
Speciallösung: 

1 


J  (1  — ,|tji\l— M/ 


gültig  für 

—  3</J<3. 
Durch  Wiederholung  der  Operation  findet  man : 

9)  z  =  i:    1.3...(2Ä  — l)(«)24a-*^^»-"X 


*=0 

l 


/''■•'•w<-'''-'(;i-:) 


iVa 


-1 

gültig  für 

—  l</5<2;i  +  l 
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wenn  n  gerade,  nnd  für 

-3</J<2ii  +  l 
wenn  n  nngerade  iit.  Da  sich  nun  ß  wegen  des  willkürlichen  Vorzeichens 
Ton^a  immer  positiy  nehmen  Iftsst,  so  kann  man  die  GtÜtigkeitsgrensen 
darch  ein  entsprechend  grosses  n  beliebig  erweitern.  Aas  der  abwechseln- 
den Form  9(1*)  nnd  tg>{t*)y  welche  die  Ausdrücke  «eigen,  erkennt  man, 
dass  die  mit  geraden  n  nnter  sich,  und  die  mit  nngeraden  n  unter  sich  iden- 
tisch sind ,  je  zwei  hingegen  mit  geradem  nnd  ungeradem  n  sich  zum  toU- 
stindigen  Integral  verbinden  lassen. 

Eine  Summation  des  Ausdruckes  0)  Iftsst  sich  in  mehr  als  einer  Form 
▼ollziehen.     Erstens  ist 


daher 


^=/'*"-(-r4^f-"''-Cr^3'^- 


-1 
wo  nach  der  Differentiation 


'2/«(1  +  m) 
in  setzen  ist.     Zweitens  hat  man : 

0 
Nach  Einsetz'bng  dieses  Werthes ,  Summation  der  binomischen  Reihe  und 
Substitution  von 

\Va{l+u)v' 
für  V  erhält  man : 

1 


2: 
-1 


0 
gültig  für 

—  2n  — 1</J<2n  + 1. 
Für  negative  a  würde  eine  kleine  Aenderung  erforderlich  sein ;  doch  reicht 
hier  die  anfängliche  Lösung  schon  für  jedes  reelle  b  aus. 
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^^*^Si^^^^»^^^«/ 


nL  Vote  Hbar  lineare  Differential-Gleichnngen.  Von  Simov  Spitsbb, 
Professor  an  der  Wiener  Handels- Akademie. 

Ich  habe  im  8*  Bande,  8.  00,  dieser  Zeitschrift  eine  neue  Integrations- 
Methode  für  Differentialgleichungen  der  Form 

mitgetheilt,  in  welcher  ich  das  Integral  dieser  Differentialgleichung  in  der 
Form 

voraussetzte,  wo  ^(ar)  eine  der  Differentialgleichung 

^"-'>(ar)=a:*t^(j:) 
genügende  Function  Ton  x  ist.     Ich  will  nun  zu  weiteren  Anwendungen 
dieser  Methode  schreiten,  und  erlaube  mir  die  Resultate ,  die  ich  gefunden, 
hier  mitzutheilen. 

Wenn  das  Integral  der  Gleichung: 

1)  z(''^  =  af{Axz  +  Bz), 

in  welcher  n  eine  ganze  positire  Zahl,  m,  A  und  B  constante  Zahlen  be- 
zeichnen 

2)  z  =  ff,{x) 

ist,  so  lässt  sich  das  Integral  der  gleichgeformten  Gleichung 

3)  y<-)=Ä'»(^,x/+P,y) 

in  welcher  Ai  yon  Bi  ebenfalls  constante  Zahlen  sind ,  in  folgender  Form 
aufstellen : 

woselbst  V  eine,  einstweilen  noch  unbestimmte  Function  Ton  u,  h  eine 
ganze  positire  Zahl  und  er  eine  constante  Zahl  bezeichnet,  welche  in  dem 
Ausdrucke 

nach  vorgenommener  h  maliger  Differentiation  statt  u  gesetzt  werden  muss. 
Aus  4)  folgt: 

und  werden  diese  Werthe  in  3)  substituirt,  so  erhält  man : 

5)        \^[il;<''^(ux)u''V--AiX^^^'{ux)uV-'BiX'^Jl}{ux)V]\  =0. 

Da  z  =3  ilf{x)  das  Integral  der  Gleichung  1)  ist,  so  hat  man: 

t/;(»)  {x)  =  A  x«+»  '^'  {x)  +Bx^ilß  (x), 
folglich  ist  auch 

!;;<">(« a:)=:=^M'"+»  x*^-^^  -^'(war)  -f-  Bu'^x'^^{ux) 
und  wird  dieser  Werth  von  t^<">(i/a;)  in  5)  eingeführt,  so  erhält  man: 
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6)      I A.  [(^M»H*_^,)  Vux^'{ux)  +  (ffw«+"— ^,)  V^(ux)]  1=0. 

Damit  aber  der  Anadmck  6)  identisch  werde,  ist  es  erforderlich,  dass  er  in 
die  Form 

gebracht  werden  könne ;  folglich  muss  sein : 

Setat  man  hierein : 

8)  9  =  ^(mx)«, 

woselbst  z  eine  reine  Function  von  u  ist,  so  hat  man: 

j^  =  '^{ux)—  +  x^{ux)z 

nnd  folglich  ist 

F[(^M-H«— ^,)tiarif;'(t/a:)  +  (äm"'+»—  P,)  V'Cwa:)]  = 

=  (ti — a)x^'(ux)z+    {u  —  «)- hz  U^(iia:). 

Diese  Gleichung  zerfällt  in  folgende  2  Gleichungen: 

und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgen,  wenn  man  der  Kürze  halber 

^^\  Ä-""^      AMm+n)-^ 

setzt: 

folglich  ist: 

^^^       »=  1^*  f"*"*  (^«'-+--^.)»-'  (tt-«)*+-'tJ;(«ar)]  [^ 

das  Integral  der  Gleichung  3),  yorausgesetzt ,  dass  z  =  '^  (a;)  das  Integral 
der  Gleichung  1)  ist.  — 

Das  soeben  gefundene  y  ist,  wenn  h  eine  ganze  positive  Zahl  bezeich- 
net, und  a  ganz  willkürlich  ist,  stets  gleich  Null.  Bios  in  den  beiden  spe- 
ciellen  Fällen,  wo  a  =  0  oder  wo  m  =  a  ein  Factor  von  ^m"'+"  —  A^  ist, 
erzielt  sich  für  y  einen  anderen  Werth. 

Wir  setzen  daher  erstens  a  =  0  und  erhalten  hierdurch 

")  y=i^[«^*U«-+"-^.)*-'V'(«^)]l, 

was  sich  vereinfacht  für 

a+Ä  =  0, 
dies  führt  zu  folgendem  Werthe  von  y 
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'*>         »=|^[(^«-^--^.)*-'*(«*)]t^ 

und  dieses  Integral  ist  tadellos,  wenn  h  eine  ganse  positive  Zahl,  nnd  die 
Aasdrttcke 

*(o)       ♦'(0)       t"(o)....       V*Ko) 

endlich  sind.  Entwickelt  man  den  Ausdruck  14),  so  erscheint  f  in  nach- 
stehender Form: 

woselbst  C«,  C„  C, . . .  Ca  bestimmte  Constanten  bedeuten.  Sind  dieselben 
sXmmtlich  gleich  Null,  so  ist  auch  y  =  0,  und  man  hat  dann  in  diesem  Falle 
kein  Integral  der  vorgelegten  Oleichung  geftinden. 

Wir  setzen  zweitens  voraus,  dass  u  —  «ein  Factor  von  Au"*^ — Af 
sei.     In  diesem  Falle  vereinfacht  sich  der  Ausdruck  12)  für 

und  geht  hierdurch  über  in: 

was  sich  in  entwickelter  Form  so  schreiben  lÄsst: 

17)        y=C^flf{ax)  +  C\x^' {ax)  +  C^x"^'' (ax)  +  . . .  +  CkX^ylf^^^iax) 
woselbst  wieder  C^,  C|,  C, ...  Ca  constante  Zahlen  bezeichnen. 
Ist  s.  B. 

und  man  erhftlt: 

'"         '=lr.[«-(:i;;^^)'*(-)]j.-       • 

Da  u  —  «  ein  Factor  von  i<M*+" — Ai  ist,  so  muss 

19)  ^a-H^=^, 

sein,  und  hieraus  ergiebt  sich  a.     Ferner  hat  man : 

dul         \Au'^+^-aJ]      ^        ^         V^w-^-V 
j         u  —  a         Au'^*  —  ^, -=--4(m+n)(w  —  a)u''*'^''*^ 
'*'  'AW^-^A^'  {AW^—A^y  • 

Es  ist  nun,  für  M=a 

II  —  «  o 


Au"*"^  —  J^  —  j4(^m  +  n){u  —  a) w* ' ""  * 1 — m  —  n 

folglich  hat  man : 
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und  daher  wt,  wenn  man  den  constanten  Factor  -. — - — rz-—^  wefflässt^) 

oder  da 

B»  Ä  B»  — '  Ai  B 

20)  fi  =  B^{ux)-^Aax^\nx). 

Ffir  den  speciellen  Fall  A^=Ai  kann  man  aus  der  Gleicbnng  10)  den 
Werth^a  =3  i  sieben  and  hat  dann  für  die  2  Gleichungen: 

y^^)=:=3t^{Axy+B^y) 
falls  swischen  den,  in  selben  vorkommenden  Constanten  die  Bedingung 
sUtt  hat 

B^  =  B  +  A(m  +  n) 
folgende  Gleichung: 

y  =  Bz-^-Axz, 
Hat  man  daher  folgende  Reibe  linearer  Differential- Gleichungen: 

y,<^)  =  x«^{Axy:+B,y,) 

21)  {     y.<">  =  a:"(^ay,'  +  i?,y,) 
y,<^^  =  x^{Axy\  +  B,y,) 


und  ist  in  selben : 


Bi  =  B  +  A(m  +  n) 
B,=  B,  +  A{m  +  n) 
B,=  B,+  A{m  +  n) 


oder  was  dasselbe  ist: 

Bt=iB  +  A(m  +  n) 
B^  =  B  +  2A(tn  +  n) 
B^  =  B  +  ZA{m  +  n) 

so  finden  zwischen  den  Integralen  der  obigen  Differential- Gleichungen 
folgende  Relationen  statt: 

yx  =  By  +  Axy 

yt  =  B,y,  +  Axy{ 

y%—  Btyt-^  Axy^ 


wenn  man  also  das  Integral  der  ersten  Gleichung  des  Sjstemes  21)  kennt, 
so  kennt  man  auch  die  Integrale  aller  übrigen. 


*)  Der  ipecielle  Fall  m+n=0  wird  hier  nicht  in  Betracht  f^tio^^u. 
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Das  soeben  mitgetheilte  Integrations- Verfahren  leitete  mich  sn  dem 
werkwürdigenfSatze,  das  man  stets  2  Difierential- Gleichungen  der  Form: 

22)  Z^")  =X''[jirX^Z^'')+Ar^tX^'-^zi^-^)+  .  .  .  +J^XZ+ji^z] 

23)  y»)  =  af  [»ra:''y>+^r-ia:'-iy'-«)+  . .  .+BtXy+B^y] 
in  welchen  r  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  Jr  =  Br  ist,  und 

^,     ^r—U     •  •  •  •      ^1»     Aj 

B^    Br^u    •  •  •  •     Bi^    Bq 
Constanten  sind,  angeben  könne,  deren  Integrale  in  folgendem  Znsammen- 
hange stehen: 

24)  y=C^z  +  C,xz'  +  C^x*z'  +  ,..  +  Cix^z^^); 
Cqj  Cij  C, . . .  Ci  bedeuten  ebenfalls  constante  Zahlen. 

Um  dies  zu  beweisen ,  setze  ich  den  in  24)  stehenden  Werth  von  y  in 
die  Gleichung  23),  und  erhalte  hierdurch  eine  Gleichung  folgender  Form : 
K^z(^^  +  IC^xz^'^^i+IC^a^z(^^)+  . . .  +iria?2<"+^) 

25)  =x'-{L,z  +  L^xz+L^x^z'+  . . .  +  Lij^r x l-^^ z^^^)]. 

Setzt  man  nun  im  ersten  Theile  dieser  Gleichung  für  s^'*^  feinen  in  22) 
stehenden  Werth,  nämlich: 

zin)^x''{Ara!^z^''i+Ar^ix^'^z<^^)+.. .  +  A^xz +j4.z], 
ferner  für  2<*+^>,   «<*+^> ....  ihre  aus  der  Gleichung  22)  folgenden  Werthe, 
nämlich : 

2(iH-t)=:j:»»»-i  (Cr+iir''+l2'-+«  +  C,.jj'-*^'')+  .  . .  ^G^xz+G^z) 

SO  erhält  man  durch  x^  dividirend,  eine  Gleichung  folgender  Form : 

P^Z  +  P,XZ+P^X'Z'+  .  .  .+Pl^rX^r^a'hr) 

=  LoZ  +  L,xz+L^x^z'+...+Li^,x^rz(^'+^\ 
woraus  durch  Gleichsetzen  von 

Pf  =  Lt 


ein  System  von  A+r+1  Gleichungen  hervorgehen,  aus  denen,  wenn 

•^ri      Ar—ti  •  .  .      A^J      Aq 

bekannt  sind,  leicht 

Br^      Br^\y  ...      5|,      B^ 

H»     ^1»     ^t>  •  •  •     ^i 
bestimmt  werden  können. 
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IT.  XerkwUrdiger  Begen«  Es  kommt  bekanntlich  nicht  selten  yor, 
dass  grössere  Natargegenstände ,  einem  der  drei  Naturreiche  angehörig, 
durch  Sturm  hoch  hinauf  in  die  Atmosphäre  geführt  und  weit  vom  ursprüng- 
lichen Orte  abgesetzt  werden.  Häufiger  kommen  diese  Gegenstände  mit 
fiegen,  seltener  allein  herab.  So  berichtet  Phip so n  in  der  Sitzung  der 
Pariser  Akademie  vom  21.  Jan.  1861  von  einem  Heuregen,  welchen  er 
Ende  September  1860  bei  ausgezeichnet  schönem  Wetter  in  Putnej  bei 
London  beobachtet  hatte.  Er  hatte  hoch  Über  sich  in  der  Luft  dunkle 
Kurpercheu  bemerkt,  welche  einige  Augenblicke  später  schief  in  der 
Richtung  von  Westen  nach  Osten  auf  die  Erde  getrieben  worden  waren. 
Es  erklärte  sich  dies  dadurch ,  dass  im  Süden  von  England  zu  dieser  Zeit 
das  Heu  aufgeschobert  worden  war.  Ebenso  berichtet  deCastelnau  in 
der  Sitzung  vom  29.  April  1801  von  einem  Fischregen ,  welcher  bei  einem 
sehr  heftigen  Gewitterregen  am  22.  Febr.  1861 ,  welcher  im  Gefolge  eines 
Erdbebens  erschien,  in  Singapore  niedergefallen  war.  Die  Fische,  25  bis 
00^*  lang,  der  Species  Ciarias  Batrachus,  Cuv.  Val.  angehörig,  kom- 
men zwar  in  der  Umgegend  von  Singapore  oft  vor,  verlassen  auch  zeit- 
weilig das  Wasser  und  leben  auf  dem  Lande,  allein  da  sie  plötzlich  wäh- 
rend des  Regens,  inmitten  eines  geschlossenen  Hofes,  der  fern  von  jedem 
Bach  oder  Fluss  lag,  beobachtet  wurden,  ist  anzunehmen,  dass  sie  mit  dem 
Regen  herabgekommen  sind.  In  der  Sitzung  vom  10.  August  1863  berich- 
tet Danbr^e  über  einen  Sandregen,  welcher  am  15.  Februar  1863  im 
westlichen  Theile  der  canarischen  Inseln  gefallen  war.  Der  herabge- 
fallene Sand  hatte  eine  gelbliche  Farbe  und  bestand  halb  aus  Quarzkör- 
nem,  halb  aus  Körnern  von  kohlensaurem  Kalk ,  er  glich  dem  Sand  der 
Sahara  ans  der  Umgegend  von  Biskra.  Wahrscheinlich  war  dieser  Sand 
durch  eine  Trombe  bis  in  den  oberen  Luftstrom  geführt  und  dann  auf  der 
Westseite  der  canarischen  Inseln  abgesetzt  worden.  Dr.  Kahl. 


Y.  Beobacbtang  der  Sohallgeschwindigkeit  durch  Coincidenzbe- 
obachtnngen.  Am  29.  Septbr.  1862  machte  Faye  (Cosmos  Bd.  21,  S.  375) 
der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Paris  bekannt,  dass  mau  die  Zeit, 
welche  der  Schall  zur  Durchlaufung  einer  Basis  braucht,  auf  folgende  aus 
dem  Bericht  im  Cosmos  allerdings  nicht  mit  Deutlichkeit  hervorgehende 
Weise  beobachten  könne.  Am  einen  Ende  der  Basis  schlägt  eine  Uhr  in 
kurzen  trockenen  Schlägen  Secunden  Sternzeit,  am  anderen  Ende  be- 
obachtet man  die  Coincidenzen  derselben  mit  einer  Uhr  mittlerer  Zeit. 
Man  ist  auf  diese  Weise  im  Stande,  die  Zeit,  die  der  Schall  zur  Durch- 
lanfung  der  Basis  gebrauchte,  bis  auf  ^/^^  Secunde  genau  zu  ermitteln. 

Hieraufmachte  im  Cosmos,  Bd.  21,  S.  426,  Rudolph  König  Princip 
und  Einrichtung  eines  von  ihm  erfundenen  Apparates  bekannt,  bestimmt, 
um  die  Geschwindigkeit  des  Schailes  bei  kurzen  Enttetnxxn^^xv  ^v3l  Tti^%>^^w« 

ZeHi^brin  f.  Mathematik  a.  Physik.  IX,  1,       -  ;^ 
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Denkt  man  sich  zwei  Chronometer  A  und  B^  welche  genau  Secanden  schla- 
gen, auf  eiectromagnetischem  Wege  so  verbunden,  dass  die  Schläge  voll- 
kommen gleichzeitig  erfolgen,  entfernt  man  sich  nun  mit  B^  so  werden  die 
Schläge  von  A  im  Allgemeinen  zwischen  die  Schläge  von  B  fallen ,  ent- 
fernt man  sich  mit  B  so  weit  von  A,  dass  man  die  Schläge  wieder  genau 
zusammenfallen  hört,  so  ist  die  Entfernung  AB  gleich  der  Schnellge- 
schwindigkeit. Bei  zwei  Secundenuhren  würde  man  sich  um  ungefähr 
um  340^  zu  entfernen  haben.  König  wendet  bei  seinem  Apparate  zwei 
Uhren  an,  welche  Zehntelsecunden  schlagen ,  so  dass  man  die  Uhren  nur 
uugefähr  um  34*"  von  einander  zu  entfernen  braucht.  Der  Apparat  von 
König  zeichnet  sich  durch  die  sinnreiche  Art  und  Weise  aus,  wie  auf 
eiectromagnetischem  Wege  die  Schwingungen  einer  Stimmgabel  (10  in  der 
Secunde)  benutzt  werden,  um  zwei  Zählwerke  auf  übereinstimmende  Weise 
Zehntelsecunden  schlagen  zu  lassen.  Faye  hat  in  der  Akademie  Köni^ 
die  Priorijtät  in  der  Anwendung  des  Principes  der  Coincidenzen  zuerkannt 
und  auf  die  geschickte  Art  hingewiesen,  wie  es  der  junge  Künstler  ange- 
wendet habe. 

Bosscha  hat  darauf  in  einem  Briefe  an  den  Redacteur  des  Cosmos 
die  Priorität  für  die  Anwendung  des  Principes  der  Coincidenzen  in  An- 
spruch genommen,  welche  er  bereits  i.  J.  1853  im  „Allgemeene  Konst  en 
Letterbode,  No.  51/^  (übersetzt  in  Pogg.  Ann  ,  Bd.  02,  485)  veröffentlicht 
habe.  Die  Methode  Bosscha,  welche  leider  nicht  durch  untadelhafte 
Instrumente  executirt  und  geprüft  worden  ist,  soll  an  folgendem  Beispiele 
erläutert  werden.  Am  einen  Endpunkte  A  einer  Basis  sei  ein  Chrono- 
meter aufgestellt,  welches  genau  Secundcn  angiebt,  am  anderen  End- 
punkte befinde  sich  ein  Chronometer  B^  welches  1,01  Secunden  schlägt. 
Zählen  wir  des  folgenden  wegen  die  Zeit  von  dem  Moment  an,  wo  beide 
Chronometer  in  Wirklichkeit  ihre  Bewegung  gleichzeitig  beginnen  und 
nehmen  an,  die  Distanz  beider  Chronometer  betrage  34"*  (V,o  Secunde 
Schallzeit  entsprechend),  so  hört  der  dicht  bei  A  befindliche  Beobachter: 

den    1.  Schlag  V.  y^  z.  Z.    l",         den    i.  Schlag  v.  ^  z.  Z.    1,11", 


2. 

-       v.  A  z.  Z.    2", 

-      2. 

-      y.  Bz.  Z.    2,12", 

10. 

-       v.  A  z.  Z.  10", 

-    10. 

-       V.  B  z.  Z.  10,2", 

20. 

-       V.  A  z.  Z.  20", 

-    20. 

-       V.  B  z.  Z.  20,3", 

50. 

-       V.  A  z.  Z.  50", 

-    50. 

-       V.  B  z.  Z.  50,6", 

70. 

-       V.  A  z.  Z.  70", 

-    70. 

-       V.  B  z.  Z.  70,8", 

80. 

-       V.  A  z.  Z.  80", 

-    80. 

-       V.  B  z.  Z.  80,9", 

90. 

-       V.  A  z.  Z.  90", 

-   90. 

-       V.  B  z.  Z.  91". 

91. 

-       V.  A  z.  Z.  Ol". 

Wäre  der  Beobachter  aber  vom  Anfange  an  dicht  bei  B  gewesen,  so  würde 
er  gehört  haben : 
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den    1.  Schlag  v.  A  z.  Z.    l,l",      den    1.  Schlag  v.  B  z;  Z.    l,Ol", 

-  2.        -        V.  ^  z.  Z.    2,1",  -      2.        -        V.  ^  z.  Z.    2,02", 

-  10.      -       Y.  Az.  Z.  10,r,        -    10.      -       V.  5  z.  z.  io,r. 

Bleibt  der  Beobachter  in  A^  so  hört  er  die  Coineidenz  nach  je  101  Schlägen 
von  y/,  geht  er  nach  dem  ersten  Coincidcnzschlag,  den  er  in  A  hört,  sofort 
nach  B^  so  hört  er  dort  die  Coineidenz  nach  101  +  111  — 91  Schlägen  von 
A^  demnach  statt  nach  101  erst  nach  121  Schlägen  von  A^  begiebt  er  sich 
hierauf  wieder  nach  A  znrück,  so  hört  er  dort  die  Coineidenz  statt  nach 
101  schon  nach  192—  111  =  81  Schlägen  von  A,  Er  hört  demnach  beim 
Gange  von  A  nach  B  die  Coineidenz  um  20  Schläge  von  A  zu  spät,  beim 
Gange  von  B  nach  A  um  20  Schläge  von  A  zeitiger,  als  wenn  er  immer 
denselben  Ort  beibehielte. 

Um  nun  für  ähnliche  Beobachtungsverhältnisse  die  allgemeine  For- 
me] auszuwerthen,  nehme  ich  an,  das  Chronometer  in  A  schlage  Sy  das  in 
B  aber  5'  Secunden,  wobei  />5  ist,  die  Entfernung  ^^  sei  =rf,  die 
Schallgeschwindigkeit  =  r.     Bleibt  der  Beobachter   an   demselben  Orte, 

c 

so  hört  er  die  Coineidenz  nach  je  -; Schlägen  von  A,     Wird   die  Zeit 

s   —  s 

wieder   von   dem   Momente    an   gezählt,   in   welchem   beide   Chronometer 

gleichzeitig  ihre  Bewegung  beginnen,  so  erfolgt  hierauf  die  Coineidenz  für 

den  in  A  befindlichen  Beobachter  nach  m  Schlägen  von  A^  wobei  m  aus  der 

Gleichung  hervorgeht: 

m$==(m  —  l)s-\ »daher: 

•  V 

.      d 
s 

V 


s  — s 

Die  Coineidenz  würde  für  den  in  n  befindlichen  Beobachter  nach  n  Schlä- 
gen von  A  erfolgen,  wobei  n  der  Gleichung  zu  entnehmen  ist: 

US  -\ i=  ns\  daher: 

V 

V 

s  —  s 
Bleibt  der  Beobachter  vom  Anfange  der  Zeit  an  in  A^  so  hört  er  dort  die 

d 

s 

Coineidenz  mit  dem  -, Schlage  von  A,  geht  er  gleich  darauf  nach  /?, 

S  ^""  s 

^'  +  7 

»0  hört  er  sie  dort  mit  dem  -  , Schlage  von  A  wieder,  kehrt  er  gleich 

s  —  s 
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,      ä 
25 

darauf  nach  A  znrück,  so  nimmt  er  dort  eine  Coincidenz  mit  dem  —, 

*  — * 

Schlage  von  A  wahr.     Er  hört  demnach  beim  Gange  von  A  nach  B  die 

,,d        ,       d        ^d 

8    H 8 2  — 

V  V  V 

Coincidenz  am  —, : = -; Schläge  von  A  später,  als  wäre 

S  """■  *  S  ^"^  s         s  ~~~  * 

er  in  A  geblieben.  Bliebe  er  nun  in  By  so  hörte  er  dort  die  Coincidenz 
aufs  Neue  nach  der  Zeit  — -, ,  geht  er  aber  nach  A  zurück ,  so   ver- 

S  *"""  8 

28 

nimmt  er  sie  nach  der  Zeit  —, bereits  wieder  aufs  Neue,  so  dass  er 

8—8 

.   .    d           .      d  d 

2/ H 25 2  — 

V  V  V 

sie  also  um  — ? ; =  -, Schläge  von  A  zu  zeitig  hört. 

8  —  8  8  —  8  8  — 5  °  ^ 

Vergeben  nun,  während  der  Beobachter  sich  dauernd  in  A  aufhält, 
-, von  der  Uhr  angegebene  Zeiteinheiten  zwischen  einer  Coincidenz 

5  ~~"  5 

und  der  nächstfolgenden,  so  hört  der  Beobachter,  wenn  er  sich  nach  der 
in  A  wahrgenommenen  Coincidenz  nach  B  begiebt,  daselbst  die  Coincidenz 
mit  dem: 

I.     fr  =  —, ten  Schlage  von  A^  wenn  er  gleich  darauf  nach 

A  zurückkehrt,  hört  er  dort  wieder  eine  Coincidenz  nach 

5  —  2  — 
n.     b  = — ; von  A  angegebenen  Schlägen. 

5  "~~  5 

Aus  b  und  b'  ergiebt  sich   aber  die  Schallgeschwindigkeit  nach   der 
Formel : 

III.  v='4'-±^. 

s  b  —  b 
Wenn  nun  auch  Bosscha  sich  hauptsächlich  mit  der  im  Vorhergehen- 
den entwickelten  Methode  der  Schallgeschwindigkeitsbestimmung  beschäf- 
tigt hat,  so  bat  er  doch  a.  a.  0.  in  Pogg.  Ann.  die  von  König  ausgeführte 
Methode  schon  lange  vorher  beschrieben:  „Wenn  man  über  330  Meter  ver- 
„fügen  kann,  würde  man  mittelst  einer  einzigen  Uhr  die  Geschwindigkeit 
„des  Schalles  bestimmen'  können.  Man  verbindet  nämlich  eine  Uhr  mit 
„einem  galvanischen  Apparate ,  schaltet  aber  in  die  Kette  zwei  electro- 
„magnetische  Glocken  ein,  die  so  eingerichtet  sind,  dass,  wenn  sie  dicht  • 
„nebeneinander  stehen,  die  Schläge  genau  zusammenfallen.     Wenn  man 
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„sich  mit  einer  der  Glocken  entfernt,  so  werden  die  Schläge  scheinbar 
„auseinander  gehen,  bis  man  za  einem  Abstand  gekommen  sein  wird,  der 
„genaa  demjenigen  gleich  ist,  welchen  der  Schall  in  der  Zwischenzeit 
„zweier  auf  einanderfolgender  Ticke  der  Uhr  durchläuft.  Entfernt  man 
„sich  noch  weiter,  so  gehen  die  Ticke  wiederum  auseinander,  bis  man  zu 
„dem  doppelten  Abstand  gekommen  ist,  wo  sie  wieder  zusammenfallen 
„und  so  fort." 

Bosscha  empfiehlt  a.  a.  0.  auch  noch  besonders  die  Anwendung 
langer  Röhren,  da  sich  in  denselben  der  Schall  ohne  bedeutende  Schwäch- 
ung fortpflanzt. 

Als  ich  die  Literatur  über  den  gegenwärtigen  Gegenstand  durchge- 
lesen hatte,  wunderte  ich  mich,  dass  Niemand  daraufgekommen  war,  ein 
einziges  Chronometer,  welches,  hinreichend  starke  Schläge  giebt,  anzu- 
wenden. Nimmt  man  eine  Secundenuhr  und  stellt  sich  so  vor  einer  echo- 
gebenden Wand  auf,  dass  der  directe  Schall  und  das  Echo  coincidiren,  so 
ist  die  Entfernung  der  Wand  vom  Chronometer  gleich  der  halben  Schall- 
geschwindigkeit* Dr.  Kahl. 


YL  Vorläufige  Bemerkungen  tber  das  Licht  glühender  Oase.  Von 
Dr.  E.  Mach. 

In  dieser  Zeitschrift  (VII.  Jahrg.,  3.  Heft,  S.  214)  erschien  eine  kleine 
Notiz  von  mir,  betreflFend  die  Spectra  chemisch  verschiedener  Körper.  Die 
in  genannter  Notiz  enthaltenen  Bemerkungen  haben  manchen  Physikern 
als  „zu  naturphilosophisch*'  einiges  Missfallen  erregt.  Dagegen  erinnere 
ich  nun,  dass  ich  die  atomistische  Theorie  keines.wegs  als  etwas  an  sich  fest- 
stehendes betrachte,  sondern  als  eine  brauchbare  vorläufige  empirische  For- 
mel; als  eine  Art  regula  falsi,  um  darch  dieselbe  der  Wahrheit  näher  zu 
rficken.  Es  wird  stets  leicht  sein,  die  durch  die  Atomentheorie  gewonne- 
nen Resultate  in  die  Begrifi'o  einer  anderen  metaphysischen  Ansicht  der 
Materie  zu  übersetzen,  welche  sich  künftighin  als  triftiger  erweisen  wird, 
ond  ich  selbst  bin  zu  einer  solchen  Uebersetzung  jetzt  schon  sehr  geneigt. 
Auch  hoffe  ich  demnächst  zu  zeigen,  dass  meine  Bemerkungen  durchaus 
nicht  so  nothwendig  mit  Theorien  zusammenhängen^  sondern  auch  sehr  gut 
als  Ausdruck  der  Thatsachen  gefasst  werden  können. 

Theils  um  diesen  meinen  Standpunkt  genauer  zu  bezeichnen,  theils 
auch  noch  aus  einem  anderen  Grunde  muss  ich  der  citirten  Notiz  einen 
Nachtrag  beifügen.  Ich  habe  nämlich  meine  Bemerkungen  bloss  aus  der 
Berechnung  eines  einfachen  Beispiels  gezogen  und  seitdem  den  allgemei- 
nen Calcül  vorgenommen,  welcher  zum  Theil  andere  Resultate  ergab,  die 
ich  hier  als  Berichtigung  und  Ergänzung  beizufügen  mich  beeile. 

1.  Ein  ^us  n- Atomen  bestehendes  Gasmolecül  giebt  in  Erschütterung 
▼ersetzt  3n  —  0  verschiedene  Schwingungsweisen,  cinSpecVtumNöw^n — ^ 
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hellen  Linien,*)  gleichviel  wie  die  Atome  gelagert  sind.     Von  der  Lager- 
nngsweise  der  Atome  hängt  nar  die  Farbe,  nicht  die  Zahl  der  Linien  ab. 

2.  Beruht  die  Wärme  und  das  Licht  auf  Schwingen  der  Atome,  so  er- 
giebt  sich  der  Kirchhoff 'sehe  Satz  —  betreffend  die  Gleichheit  des  Ab- 
sorptions-  und  Emissionsvermögens  für  jede  Strahlengattung  bei  gleichen 
Temperaturen  —  nach  den  Gesetzen  des  Mitschwingens  &U  selbstver- 
ständlich. 

3.  Sind  die  Widerstände,  welchen  die  Schwingungen  der  Atome  aus- 
gesetzt sind,  gering,  so  wird  ein  Molecül  auch  von  jenen  Schwingungen 
am  meisten  in  Erschütterung  versetzt,  welche  es  selbstleuchtcnd  auszusen- 
den vermag.     (Umkehrung  des  Spectrums.) 

Ausserdem  schliesst  sich  die  Annahme  von  der  Zusammensetzung  der 
Gasmolecüle  aus  einer  endlichen  Zahl  von  Atomen  vielen  anderen  Er- 
scheinungen gut  an,  auf  welche  ich  später  zurückkomme. 


yn.  Zar  Kenntniss  des  Cäsiums  von  K.  Bunsen  (Poggendorff^s 
Annalen,  Bd.  HO,  S.  l).  Es  wurde  früher  in  der  Zeitschr.  für  Mathematik 
und  Physik,  6.  Jahrg.,  S.  430,  die  Mittheilung  gemacht,  dass  Bunsen  für 
das  Wasserstoffäquivalent  des  Cäsiums  die  Zahl  123,35  gefunden  habe.  Das 
Eesultat  dieser  vorläufigen  Bestimmung  wird  nur  in  dem  oben  citirten  Auf- 
satze von  K.  Bunsen  berichtigt.  Bunsen  selbst,  dem  nur  sehr  geringe 
aus  Mineralwässern  erhaltene  Cäsiumvorräthe  zu  Gebote  standen,  bestimmte 
aus  3  Analysen  des  Chlorcäsiums  das  Aequivalent  des  Cäsiums  zu  132,09, 
Johnson  und  Allen  jedoch,  welche  grössere  Cäsiummengen  aus  einem 
amerikanischen  Lepidolith  erhalten  hatten ,  fanden  aus  4  Analysen  des 
Chlorcäsiums  die  Zahl  133,  03.  Man  wird  sich  daher  nach  Bunsen's  Ansicht 
nicht  sehr  von  der  Wahrheit  entfernen,  wenn  man  das  Aequivalent  des 
Cäsiums  zu  133  im  Mittel,  also  ca.  3^/5  Mal  grösser  als  das  des  Kaliums  an- 
nimmt. Dr.  Kahl. 


Vm.  Heber  die  Vorschläge  eines  conventioneilen  Stromwider- 
masses  zu  technischen  Zwecken.  Es  ist  bereits  früher  (d.  Zeitschr.,  Jahr- 
gang 6,  S.  430)  von  den  Vorschlägen  über  ein  reproducirbares  Widerstands- 
mass  die  Rede  gewesen,  welche  von  Siemens  einerseits  und  von  Mat- 
thi essen  andererseits  ausgegangen  waren.  Die  a.  a.  Orte  in  dieser  Zeit- 
schrift aufgeführte  Literatur  ist  inzwischen  noch  durch  Folgendes  vermehrt 
worden,  woraus  Aufschlüsse,  die  Frage  des  conventioneilen  Widerstands- 
masses  betreffend,  hervorgehen:  1)  Einige  Bemerkungen  zu  der  Abhand- 


*)  Für  Molccüle  von  weniger  als  3  Atomen  gilt  die  Formel  nicht  mehr.     Ein  aus 
Ltomen  bestehendes  Molecül  gieht  eine  Schwingungsweise. 
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lung  dc8  Herrn  Siemens:  Ueber  Widerstandsmasse  und  die  Abhängigkeit 
des  j^eitangswiderstandes  der  Metalle  von  der  Wärme;  von  D.  A.  Mat- 
thiessen  (Pogg.  Ann.,  Bd.  114,  S.  310).  2)  Ueber  den  Einfiuss  der  Tem- 
peratur auf  die  electrische  Leitungsfähigkeit  der  Metalle;  von  A.  Mat- 
thiessen  und  M.  y.  Böse  (Pogg.  Ann.  Bd.  115,  S.  354).  3)  Ueber  den 
Eioflttss  von  Spuren  fremder  Metalle  auf  die  electrische  Leitungsfähigkeit 
des  Quecksilbers,  sowie  Antwort  auf  die  Bemerkungen  des  Hrn.  R.  Sabine 
XU  dieser  Arbeit  von  A.  Matthiessen  und  C.  Vogt  (Pogg.  Ann.,  Bd.  IIG, 
S.  369).  Ueber  die  Anwendbarkeit  der  beiden  Stromwiderstandsmasse  er- 
giebt  sich  nun  Folgendes: 

I)  Das  Quecksilbermass  von  Siemens.  Siemens  hatte  bekanntlich 
vorgeschlagen,  den  Widerstand  eines  Quecksilberprisma^s  von  1™  Länge 
Qod  iD*"™  Querschnitt  als  Einheit  anzunehmen.  Seine  Vorschrift,  reines 
Quecksilber,  welches  sich  jeder  Physiker  leicht  herstellen  kann,  in  Glas- 
röhren von  bekannter  Conicität  einzufüllen  und  den  berechneten  Wider- 
stand solcher  Quecksilbersäulen  bei  Vergleichungen  zu  benutzen,  hat  im 
Anfange  Vieles  für  sich.  Es  giebt  jedoch  zwei  Fehlerquellen,  welche  sich 
bei  Anstellung  von  Versuchen  mit  Quecksilberröhren  geltend  machen;  diese 
«ind  die  Verunreinigung  des  Quecksilbers,  wenn  dasselbe  direct  durch 
kupferne  Leitungsdräthe  etc.  mit  der  Batterieleitung  verbunden  wird  und 
die  Veränderung  des  Leitungswiderstandes  von  Quecksilber  bei  Tempera- 
taränderungen. Wenn  man  sich  auch  dem  Einflüsse  der  ersten  Fehler- 
quelle, der,  wie  Matthiessen  nachgewiesen  hat,  nicht  unbedeutend  ist, 
durch  geeignete  Anstellung  der  Vorsuche  entziehen  könnte,  so  kann  maa 
doch  schwerlich  dem  Einflüsse  der  zweiten  Fehlerquelle  ganz  entgehen^ 
da  der  Strom  das  von  ihm  durchflossene  Quecksilber  etwas  erwärmt  und  da 
die  Abkühlung  der  Quecksilberröhren  durch  das  umgebende  Kühlwasser 
nur  sehr  langsam  und  ungenügend  erfolgt.  Selbst  wenn  die  Temperatur 
des  Kühlwassers  und  die  des  Quecksilbers  in  den  Röhren  genau  überein- 
stimmte, müsste  der  Umstand  immer  noch  zu  äusserster  Vorsicht  auffordern, 
das8  Matthiessen  und  Siemens  bei  ihren  Versuchen  über  die  Abhängigkeit 
der  Leitungsfähigkeit  des  Quecksilbers  zu  verschiedenen  Resultaten  ge- 
kommen sind.  Auf  gleiches  Mass  reducirt,  ist  nämlich  h  nach  Matthiessen, 
wenn  /  die  Temperatur  nach  Celsius  bedeutet: 

Ä  =  1  —  0,00059124  f  —  0,00000082609/*, 
und  nach  Siemens: 

h=——\  -    -  =1  —  0,00095/ +  0,0000009025/*— -f- 

1-1-0,00095/  »  I     » 

Wenn  nun  auch  Matthiessen  aus  Siemens  eigenen  Beobachtungs- 
werthen  nachgewiesen  hat,  dass  die  von  Siemens  aufgestellte  Formel 
falsch  ist,  80  würde  doch  eine  neue  experimentelle  Untersuchung  der  Ab- 
hängigkeit des  Leitungswiderstandes  von  Quecksilber  von  der  Temperatur, 
die  wahrscheinlich  die  Formel  von  Matthiessen  beBt&l\geu  yiVit^V^^  ^^xci 
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Experimentirenden  eine  grössere  Sicherheit  geben.  Wahrscheinlich  ist 
einer  von  den  bemerkten  Umständen  Ursache,  dass  Siemens  bei  der  ex- 
perimentell enr  Prttfnng  Von  6  seiner  Normalmasse  fand,  dass  das  Kleinste 
nnd  grösste  Widerstände  besassen,  die  im  Verbältniss:  002: 1008  standen, 
welches  eine  ziemliche  bedeutende  Differenz  ergiebt. 

II)  Matthiesen  schlug  vor,  die  Leitungsfähigkeit  eines  hartgezoge- 
nen Drathes  aus  2  Theilen  Gold  und  1  Theil  Silber  von  1"  Länge,  1"" 
Durchmesser  beiO°C=100  zu  setzen  und  damit  alle  Widerstände  zu  ver- 
gleichen. Wiewohl  sein  Vorschlag  im  Anfang  das  Bedenken  erregt,  es 
würde  sehr  schwer  gelingen,  Masse  von  genau  gleicher  Leitungsfähigkeit 
herzustellen ,  so  schwindet  dasselbe  doch  bei  genauerem  Eingehen  in  die 
Sache  ganz  und  gar,  wenn  man  liest,  wie  Matthiessen  bei  8  verschie- 
denen von  verschiedenen  Physikern  mit  verschiedenem  Material  hergestell- 
ten Normalmassen  die  Widerstände  experimentell  bestimmte  und  der  Gröss- 
ten  zum  Kleinsten  im  Verhältnisse 

1004  :  007 
fand,  welches  eine  viel  geringere  Differenz  als  bei  demf  S i e m e n s 'sehen 
Masse  giebt.  Wenn  man  die  Matthiessen 'sehen  Legirungsdrähte  wäh- 
rend der  Experimente  mit  einem  Oelbade  von  bekannter  Temperatur  um- 
giebt,  so  ist  übrigens  die  Temperatur  des  Drahtes  genau  'durch  die  des 
Oeles  bekannt.  Dass  der  Ausdruck  für  die  Leitungsfähigkeit  der  Le- 
girung: 

Ä  =  100  ~  0,06733^  +  0,0000246/», 
den  Matthiessen  experimentell  auffand,  auch  bei  Legirungen,  die  noch 
späterhin  dargestellt  werden,  wenigstens  nahezu  gültig  bleibt,  lässt  der 
Umstand  erwarten,  dass  Matthiessen  bei  zwei  harten  Dräthen  von  ver- 
schiedener Darstellung  sehr  übereinstimmende  Gesetze  der  Abhängigkeit 
des  Widerstandes  von  der  Temperatur  erhielt.  Es  würde  aber  beim  Ex- 
perimentiren jedenfalls  ein  angenähertes  Gesetz  als  Grundlage  genügen, 
da  man  es  höchstens  mit  einem  Temperaturintervall  beim  Normaldrahte 
von  30^  zu  thun  hat.  Dr.  Kahl. 


V. 

Zur  Oatchiehte  unterer  ZahlMiohen  and  unseres 
Ziffemsystemes. 

Von  Prof.  Friedlein  zu  Ansbach. 


I. 

Die  Frage  nach  dem  Ursprange  unserer  Zahlzeichen  und  unseres 
Ziffemsystemes»  welche  von  Mathematikern,  Philologen  im  engeren  Sinne 
and  Orientalisten  bisher  in  kleineren  Aufsfttzen  behandelt  wnrde,  ist  durch 
das  umfassende  Werk  des  H.  Dr.  Cantor  „Mathematische  Beiträge  aum 
Cniturleben  der  Völker,  Halle  1863"  aus  dem  engeren  Kreise  der  wissen* 
sehafUichen  Forschungen  hinausgetreten.  Es  pflegt  dies  ein  Zeichen  lu 
sein,  dass  solche  Fragen  an  einem  gewissen  Abschlnss  gekommen  sind« 
Hier  ist  es  nicht  der  Fall  und  H.  Cantor  selbst  spricht  (S.  330)  seinem 
Werke  die  volle  Reife  ab.  Nichtsdestoweniger  hatte  er  guten  Grund  zu 
seiner  Veröffentlichung,  und  es  ist  nur  mit  Dank  anzuerkennen,  dass  die 
Frage  nun  im  Zusammenhang  bearbeitet  vorliegt.  Ein  zweites  nicht 
sn  unterschätzendes  Verdienst  dieses  Werkes  ist,  dass  es  die  Forschungen 
der  französischen  Gelehrten  Chasles,  Vincent,  Martin  de  Rennes 
in  Deutschland  bekannter  macht  und  zugleich  für  die  Sache  verwerthet. 

Ein  ähnliches  Verdienst  möchte  der  folgende  Aufsatz  sich  erwerben,  in- 
dem er  auf  awei  Arbeiten  aufmerksam  macht,  welche  ein  deutscher,  in  Frank- 
reich lebender  Gelehrter  bekannt  machte,  der  gleich  ausgestattet  mit  der 
Kenatniss  der  orientalischen  Sprachen,  wie  mit  der  der  Mathematik  und 
ihrer  Geschichte,  am  berufensten  erscheint,  die  Entscheidung  zugeben; 
ich  meine  H.  Woepcke  und  dessen  Schrift:  Sur  finiroduction  de  tarüh- 
wuUque  indienne  en  occident^  Borne  1859,  und  seine  Abhandlung  im  Journal 
Jsiaiique  1803?  Sur  Im  propagaUon  des  ckiffres  Indiens^  S.  27 — 70,  234—290  und 
442—520.  Erstere  scheint  H.  Cantor  nicht  gekannt  zu  haben,  letztere 
konnte  er  noch  nicht  kennen. 

Es  scheint  mir  aber  ebenso  sehr  das  Interesse  der  Sache  als  die 
Billigkeit  gegen  H.  Cantor  zu  fordern,  dass  neben  den  R^^tiH^Xatl  4^^% 

Z^lUchrin  e.  MMlbtaulik  a.  Pbygik.  IX,  7.  ^ 


74     Zur  Geschichte  unserer  Zahlzeichen  und  unseres  Ziffernsystemes, 

H.  Woepcke  auch  die  seinigen  angeführt  werden,  und  ich  werde  daher 
zuerst  diese  darlegen  and  dann  die  anderen  gegenüberstellen.  Wenn  ich 
dabei  nahezu  eine  völlige  Inhaltsangabe  der  genannten  Werke  gebe,  so 
wird  dieses  der  Gegenstand  selbst  rechtfertigen,  der  durch  viele  Jahr- 
hunderte hindurch  zu  verfolgen  ist  und  an  sich  zwar  viele ,  im  Verhältniss 
zu  dieser  Ausdehnung  jedoch  so  wenige  Spuren  hinterlassen  hat,  das« 
kaum  eine  derselben  weggelassen  werden  darf,  wenn  man  gegen  den  For- 
scher, der  sie  benützt  hat ,  gerecht  sein  will.  Andererseits  hoffe  ich,  dass 
auch  denen,  welchen  die  drei  Werke  selbst  zugänglich  und  bereits  bekannt 
sind,  ein  Dienst  durch  die  gedrängtere  Fassung  geleistet  wird.*) 

I.     Die  Resultate  Cantor's. 

Aus  dem  Princip  der  chinesischen  Schrift  folgert  H.  C.  (S.  43)  die 
Erfindung  besonderer  Zeichen  für  die  einzelnen  Zahlen  und  zwar, 
weil  die  Chinesen  in  ihrer  Sprache  das  dekadische  System  in  consequen- 
tester  Weise  festhielten  (S.  44),  die  Erfindung  besonderer  Zeichen  für 
1—9,  10,  100,  1000,  10000  (S.  45).  Dagegen  sei  vor  der  mongolischen  Zeit, 
d.  h.  vor  dem  7.  Jahrhundert  nach  Christus  die  Null  und  der  Posi- 
tionswerth  der  Ziffern  unbekannt  gewesen  (S.  47  und  50).  Der  Zu- 
sammenhang zwischen  China  nnd  Babj Ion  wird  (S.  51)  durch  eine  Stelle 
aus  Jesaias  (49,  12)  belegt,  später  aber  (S.  101—104)  1.  daraus  zu  erweisen 
gesucht,  dass  die  Znsammensetzung  des  Weltalls  aus  den  4  ersten  geraden 
und  4  ersten  ungeraden  Zahlen  in  zwei  Weisen  zugleich  auf  dem  Boden 
der  zoroastrischen  Glaubenslehre  und  bei  den  Chinesen  sich  findet;  2.  da- 
raus, dass  in  identischer  Weise  in  Griechenland  und  China  der  pythago- 
reische Lehrsatz  an  die  Zahlen  3,  4,  5  geknüpft  ist.  Es  habe  nämlich 
(S.  107)  Pythagoras  bei  dem  babylonisch  -  chinesischen  Verkehre  in 
Babylon  erfahren  können,  dass  diese  Zahlen,  deren  Eigenschaft  (dass 
3«+  4*  =  5*)  er  bereits  kannte,  auch  die  Längen  der  3  Seiten  eines  recht- 
winkeligen Dreieckes  darstellen.  In  Babylon  sei  das  Kechenbrett, 
wenigstens  in  der  einfachen  Gestalt,  als  in  frühester  Zeit  bekannt  anzu- 
nehmen (S.  33),  der  Abax  der  Griechen,  welcher  zur  Zeit  des  Pythagoras, 
vielleicht  schon  vorher,  bekannt  war,  sei  bereits  als  eine  Vervollkomm- 
nung des  Eechenbrettes  anzusehen  (S.  33).  Pythagoras  sei  näm- 
lich der  Erste  in  Griechenland  gewesen,  der  die  Rechentafel  auf  Sand 
zeichnete;  jedenfalls  sei  er  der  Erste,  von  dem  wir  bestimmt  wissen,  dass 
er  es  tbat  (S.  142).  Jedenfalls  aber  sei  dem  Pythagoras  eine  andere 
Verbesserung  zuzuschreiben,  die  Einführung  abgekürzter  Zahl- 


*)  Die  BeifüguDg^  der  Seitenzahlen  geschah  hauptsächlich  um  der  Verfasser 
willen,  damit,  wenn  einer  derselben  seine  Ansicht  in  meiner  Angabe  nicht  finden 
sollte^  er  mit  Bestimmtheit  erfahre,  auf  welcher  Stelle  meine  Worte  beruhen,  die 
übrigens,  so  weit  es  möglich  ist,  die  eigenen  Worte  der  Verfasser  wiedergeben  werden. 
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leiehen  (S.  143).  Derselbe,  der  in  E^pten  und  Babylon  gelernt  nnd 
wohl  auch  gelehrt,  müsse  an  alle  anderen  Zeichen  eher  gewöhnt 
gewesen  sein,  als  an  den  Oebrauch  griechischer  Bachstaben 
statt  der  Zahlzeichen,  nnd  so  erkläre  sich  einfach  genng,  dass  in  der  Schale 
fremdartige  Zahlseichen*)  benutzt  worden,  dieselben,  ans  denen 
allmShlig  unsere  modernen  Ziffern  entstanden;  so  erkläre  es  sich 
anch,  dass  diese  Zeichen  ausserhalb  der  Schule  nicht  verstanden 
worden**),  mochte  man  sie  nun  den  Columnen,  die  vertikal  gegen  den 
Rechnenden  gerichtet  waren ,  einzeichnen  oder  einzelne  Marken  mit  den- 
selben im  Voraos  bezeichnen  (S.  143). 

Die  Null  kannten  die  Oriechen  nicht  (S.  121—127),  ihre  Zah- 
len grnppirten  sie  in  Abtheilongen  von  je  vier  Ordnungen.  Diese  Te- 
traden seien  indess  spurlos  verschwonden  und  statt  ihrer  sei  die  Einthei- 
loDg  in  Triaden  aufgetreten,  welche  römischen  Ursprunges  zu  sein 
scheine ,  wenigstens  nicht  mit  Bestimmtheit  weiter  aufwärts  verfolgt  wer- 
den könne  (S.  152).  Römischen  Ursprunges  sei  auch  der  in  Manu- 
seripten  des  11.  Jahrhunderts  abgebildete  Abacus  (S.  153).***)  Der  Be- 
weis dafür  wird  später  versprochen;  ich  vermochte  ihn  jedoch  nicht  zu 
finden.  Dagegen  steht  S.  234  das  Bekenntniss,  dass  es  durchaus  un- 
klar sei,  wieviel  vondem  Inhalte  der  Tabelle  echt,  wieviel  nach- 
träglicher Zusatz  sei,  ond  es  nur  darauf  mit  Bestimmtheit  ankommen  könne, 
dieMöglichkeit  zu  erweisen,  dass  Boethius  die  neun  Zeichen  des 
Textes  kennen  konnte.  Die  Spur  führe  auf  die  griechischen  Pytha- 
goriker  zurück.  Bei  diesen  ist  nach  der  persönlichen  Meinung  des 
H.  C.  (S.  289)  an  einen  Eklekticismus  zu  denken,  der  die  Zahlzeichen 
ursprünglich  aus  aller  Herren  Länder  zusammenraffte,  ähnlich. 


^)  Aus  welchem  Land,  wird  nicht  gesagt;  man  moss  zanilchst  an  China  denken; 
warum  doch  der  allgemeinere  Ausdruck  „fremdartig**  gewählt  wurde,  tritt  deutlicher 
8.  389  berror;  wovon  weiter  unten. 

**)  In  der  Geometrie  des  Boethius  heisst  es  von  eben  dieser  Schule :  PythagoHci 
9€ro  .  •  •  deMcHpseruni  nbi  quandam  formuUtm  . . . ,  u(,  quod  alta  mente  eonceperant,  melius, 
$i  qmati  videndo  ottetiderent ,  im  notitiam  omnium  tränt fundere  posseni.  Also 
sorgten  sie  wohl  für  die  Kenntniss  der  Rechnung  auf  dem  Abacus ,  aber  nicht  für  die 
Zeichen? 

^**)  8.204  heisst  es  yon  diesem  Abacus :  diese  sogenannte  pjthagofische 
Tafel  sei  nichts  anderes,  als  eines  jener  früher  besprochenen  Rechenbretter ;  8.  200 : 
das  Vorwort  spreche  es  mit  dürren  Worten  ans,  dass  es  eine  fremdländische 
Erfindung  sei,  welche  unter  dem  Namen  der  geometrischen  Tafel  angekündigt 
wurde;  dass  Archytas  dieselbe  nur  dem  römischen  Gebrauche  angepasst 
habe;  8.  277  endlich:  dass  wir  in  der  Mathematik  auf  römischem  Gebiete  unrGrie- 
ehisehes,  d.  h.  dnreh  griechische  Quellen  bekannt  gewordenes  finden,  mit  Aus- 
nahme der  einsigen  Feldmesskunst.  —  Ich  dachte  eben  an  einen  Schreibfehler,  so 
dass  es  oben  pyUiagorisch,  oder  wenigstens  griechisch,  statt  römisch  heissen  sollte; 
aber  dann  passt  die  Berufung  auf  die  Triaden  nicht,  deren  Existenz  auf  der 
Rechentafel  des  Pjthagoras  allerdings  eine  missliche  Sache  ist.  Vgl.  S.  154!  —  Hat 
aber  H.  C.  gegen  den  Wortlaut  auf  8.  163  nur  die  Triaden  gemeint,  so  ist  zu  fragen, 
was  für  die  Griechen  ▼om  Abacus  übrig  bleibt,  wenn  die  Eintheilung  römisch,  die  Zei- 
chen aas  aller  Herren  Länder  sind. 
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wie  es  wohl  mit  den  astronomischen  Zeichen  der  Planeten  geschehen  ist, 
und  man  könne  es  mit  allen  rorgebrachten  Hypothesen  Tereinigen,  dass 
die  Zahlseichen  zuletzt  ron  den  Alexandrinern  so  zusagen  py- 
thagorisch  gestempelt  wurden.*)  Anders  lautet  das  Urtheil  über  die 
Namen  dieser  Zahlzeichen  (S.  848):  Habe  Boethius  unzweifelhaft  [S.  284 
war  von  der  Möglichkeit  ^ie  Rede]  die  pythagorischen  Zeichen  gekanati 
so  seien  ihm  ebenso  unzweifelhaft  jene  Wörter  unbekannt  gewesen» 
welche  ursprünglich  griechisch,  er8t  hebraisirt,  dann  latinisirt 
wurden.  Es  sei  wohl  möglich  und  wahrscheinlich ,  dass  Boethius  griechi- 
sche Namen  der  Zahlzeichen  kannte,  welche  mit  deren  symbolischer  Be- 
deutung zusammenhingen,  aber  die  Namen,  welche  auf  der  ersten  Tafel 
der  Handschriften  in  Erlangen  und  Chartres  geschrieben  erschienen,  habe 
er  keinesfalls  gekannt,  diese  seien  nothw endig  interpolirt.  Ebenso- 
wenig habe  aber  Boethius  das  10.  Zeichen  mit  dem  Namen  sipas  gekannt 
Der  Sachrerhalt  wird  S.  250  ron  H»  C.  selbst  so  susammengefasst : 

„Die  Alexandriner  besassen  neun  2^hlzeichett  für  die  1  bis  0.  Sie 
legten  denselben  mancherlei  Namen  bei ,  welche  symbolischen  Bedeutun- 
gen entsprachen,  die  sie  in  ihre  Zeichen  hineinlasen.  Mit  diesen  Zeichen, 
vielleicht  auch  mit  den  Namen  machte  etwa  im  ersten  oder  a weiten 
Jahrhundert  nach  Christi  Geburt  ein  gewisser  Archytas  die  Römer  be- 
kannt; seine  Schrift  wurde  indessen  kaum  gelesen,  bis  Boethius  sie  dem 
gelehrten  Publikum  empfahl.  Inzwischen  waren  dieselben  Kenntnisse 
in  kabbalistische  Schulen  eingedrungen  und  hatten  sich  dort  mit  der 
unterdessen  wohl  in  Indien  erfundenen  Null  zu  zehn  Zeicheu  ver- 
einigt. Die  Namen  waren  theils  geblieben,  theils  verschwunden,  für  das 
zehnte  Zeichen  war  vorher  noch  gar  kein  Name  vorhanden  gewesen.  Um 
den  Mangel  zu  ersetzen,  mussten  also  einige  hebräische  Wörter 
eintreten.  Als  jetzt  von  hier  [den  kabbalistischen  Schulen]  aus  Zeichen 
und  Namen  wieder  in  den  Occident  wanderten,  da  stiessen  sie  dort  plötz- 
lich auf  alt  Verwandtes,  aber  doch  nicht  mehr  ganz  Uebereinstimmendes, 
und  die  Schreiber  des  11.  Jahrhunderts,  erstaunt  so  Aehnliches  von 
so  verschiedenen  Seiten  her  zu  erhalten,  dachten  das  Eine  mit  Hülfe  des 
Anderen  zu  ergänzen  und  zu  verbessern.*' 


*)  Es  OMg  hier  erlaubt  sein,  eine  andere  Stelle  ans  dem  Buche  des  H.  C. 
beiaaiiigen.  S.  205  heisst  es :  (Albjrunj  sagt)  „in  den  yencbiedenen  Provinsen  In- 
diens sähen  die  ZahUeichen  rersohieden  aus,  und  nun  hätten  die  Araber  aus  all«n 
diesen  Zeichen  eine  Auswahl  getroffen  und  nur  die  passendsten  g^enommen.  Man 
sieht  auf  den  ersten  Blick ,  wie  unwahrscheinlich  dieses  ist.  Wenn  man  gans 
Neues  lernt,  so  hat  man  nicht  die  Unbefangenheit  einer  Wahl.  Man  nimmt  in  sich 
auf,  was  einem  eben  vom  Lehrer  mitgretheilt  wird.*'  Dazu  erinnere  ich  an  die  oben 
bemericte  Stelle,  wornaoh  schon  Pythagoras  fremdartige  Zeichen  anwendete. 
Zu  diesen  werden  also  weitere  noch  aus  aller  Herren  Länder  snsammengeraflft  und 
Ton  den  Alexandrinern  pythagorisch  gestempelt.  Die  Pjthagoriker  nahmen  also 
nicht  in  sich  auf,  was  ihnen  Tom  Lehrer  mitgelheilt  wurde;  und  das  thaten  Pjtha- 
goriker dem  Pjthagoras  gegenüber? 
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Besflglioli  der  Na  11  heisst  es  S.  67:  Die  Inder  kannten  die  Null  zn- 
▼erllanger  Weise  spKtestens  um  das  Jahr  600  nach  Christi  Gebort.  Die 
Frage  aber  bleibt  vorläufig  noch  eine  offene,  wo  und  wann  die  Null 
erftindeii  wurde.  S.  49  deutet  nftmlich  H.  C.  an ,  wie  die  Null  bei  den 
Chinesen  doch  wenigstens  entstehen  konnte. 

Die  Ausfahrung  einer  Rechnung  auf^dem  Abacus  geschah  mit 
rnpices*  H.  C.  hält  dieselben  (S.  205)  fttr  kleine  Kegel,  welche  mit  den 
betreffenden  Zeichen  versehen  wurden.  S.  207  macht  er  femer  darauf  auf- 
merksam, dass  deren  Einführung  dem  Rechnen  auf  dem  Abacus  viel  von 
seinem  früheren  rein  machinalen  Verfahren  raubte  und  eine  wenn  auch  ge- 
ringe Anstrengung  des  Denkvermögens  in  Anspruch  nahm.*)  Daraus 
und  aus  dem  weiteren  Umstand,  dass  die  pythagorischen  Zeichen  auf  den 
Apicen  fremdartig  und  unverständlich  aussahen,  findet  er  (S.  207) 
erklärlich,  wie  solche  höchst  merkwürdig  bezeichnete  Kegelchen  all- 
mählig  wieder  verloren  gingen,  vielleicht  sogar  im  grossen  Publi- 
kum nie  eingeführt  waren,  sondern  bei  Festhaltung  der  Methode  allge- 
mein bekannten  Zeichen  den  Plata  einräumten.**)  Die  Methode  bei 
solchem  Rechnen  auf  dem  Abacus  ist  aber  nicht  die  der  Positions- 
arithmetik, von  der  so  lange  keine  Rede  sein  kann,  wie  H.  C.  S.  00  und 
ISO  bemerkt,  als  die  Null  noch  nicht  erfunden  wurde.  Vgl.  S.  276:  „ara- 
bisches Rechnen  und  das  Rechnen  des  Boethius  sind  weit  verschieden.** 
Diese  Methode  stammt  (S.  261)  aus  Indien  und  kam  von  da  zu  den 
Arabern.  Es  ist  aber  die  subjective  Meinung  des  H.  C.  (S.  265),  dass 
die  Araber  die  neun  Zahlzeichen  entweder  von  den  Alexandri- 
nern oder  ans  direkt  orientalischen  Quellen  schon  besassen, 
als  die  indische  Arithmetik  zu  ihnen  drang.  Denn  (S.  260)  die  Charaktere, 
welche  als  indische  Ziffern  von  den  Arabern  selbst  benannt  würden, 
besiasenkaum  irgend  eine  Aehnlichkeit  mit  den  Zeichen,  die 
man  aus  Indien  her  kennt,  hielten  dagegen  einen  Vergleich  aus,  so- 
wohl mit  arabischen  Buchstaben  einestheils,  als  mit  den  Zeichen  des 
Boethius,  also  mit  den  pythagorischen  Zeichen  andemtheils.  Fer- 
ner (S.  261)  erweise  dieses  die  sogenannte  Oobarschrift  oder  Staub- 
schrift, deren  Ziffern  den  pjthagorischen  Zahlzeichen  ähnlich  sind,  die  aber 


^)  Chasles  schreibt  in'Compt.  rend.  184S.  XVI.,  S.  285:  „On  conpoU 
qit'mBeemt  iei  gyMUme  de  miikodet  dilfirentet  dans  chague  ca$  fmrtieuiier,  fmiihmHique 
fraügme  Halt  tme  Mcience  compliquee  ei  eubtUe^  gm  pouvait  servir  ä  exercer  la  eagaciti 
des  plu»  kabilcM  math^maticiens  Ces  milhodes  ont  formS  prohablement,  au  X*  Miede, 
et petä-iire  ekez  le$  Romaing ,  nu  temps  de  Boece,  tes  plus  eavanies  epicultUione  des 
giamitres, 

♦•)  En  wÄre  gewi-ss  gut  gewesen,  wenn  H.  C.  hier  auch  Zeitbestimmungen  bei- 
fefQgt  hätte ,  wann  die  apiees  verloren  gingen ,  ob  nach  Pythagoras,  oder  nach  den 
Alexandrinern,  oder  nach  Boethius,  oder  nach  Gerbert,  denn  die  lÜÜO  Charaktere  aus 
Hörn,  welche  letxterer  anwendete ,  stehen  den  npices  doch  ganz  gleich  Nach  8.  290 
hat  Odo  Ton  Clfiny  noch  M a rk e n  angewendet.  Dass  sie  seit  dem  \^. 4b\vtV\\w^%x\ 
Terloren  gingen,  bat  madere  Gründe ,  als  die  von  H.  C.  erwi\iivVcik. 
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die  Null  in  ihrem  stellvertretenden  Gebranch  nicht  kennt.  Der  Natne  in- 
dische Zi£Eern  (S.  265—266)  könnte  daher  rühren,  dass  die  Ziffern  zugleich 
mit  der  Null  und  mit  indischer  Bechenkunst  ins  Volk  drangen.  So  sei 
man  (S.  266)  in  Deutschland  zu  dem  Namen  arabische  Ziffern  ge- 
kommen, weil  die  eigentliche  Positionsarithmetik,  welche  mit  den  vorher 
schon  vorhandenen  Ziffern  ^ettbt  wurde,  durch  arabische  Vermittelung 
nach  Europa  gelangte.  Der  Vermittler  war  Mohammed  ben  Musa 
Alkharezmi  (Anfang  des  9.  Jahrb.),  von  welchem  Beinamen  der  Aus- 
druck Algorithmus  stammt,  womit  die  Positionsarithmetik  bezeichnet 
wird  (S.  267).  Welche  Methode  die  Araber  vorher  ausübten,  wird 
nicht  angegeben,  sondern  nur  (S.  265)  erwähnt,  dass  unter  Al-Mamun 
(818 — 833)  griechische  Mathematik  bei  den  Arabern  mehr  und  mehr  sich 
verbreitete. 

Bezüglich  des  christlichen  Abendlandes  macht  H.  C.  auf- 
merksam 

1.  (8.285)  auf  Victorius,  ans  der  Zeit  desBoethins,  der  nach  Chasles 
höchst  wahrscheinlich  auch  über  das  Abacussystem  geschrieben 
habe; 

2.  (8.  283)  auf  Beda,  von  dem  es  wahrscheinlich  sei,  dass  er  auch  die 
Rechnung  auf  dem  Abacus  näher  kannte  und  möglicher  Weise  für 
seine  Schüler  beschrieb ; 

3.  (S.  285 — 200)  auf  Alcuin,  von  dem  gesichert  erscheine,  dass  er 
das  Kechnen  auf  dem  Abacus  mit  Hülfe  der  pythagorischen  Zei- 
chen verstand ; 

4.  (8.  292—301)  auf  Odo  von  Clüny  (879—942  oder  943),  der  nach 
Martin  die  Regeln  des  Abacus  verfasste,  die  in  einem  Wiener  Co- 
dex des  13.  Jahrhunderts  sich  finden;  jedenfalls  habe  der  Verfasser 
vor  dem  13.,  wahrscheinlich  aber  vor  der  Mitte  des  11.  Jahrhunderts 
gelebt. 

Das  Verdienst  von  Gerbert  wird  (8.  325)  dabin  bestimmt,  dass  er 
durchaus  Nichts  lehrte,  was  nicht  lange  vor  ihm  schon  gelehrt  wor- 
den wäre,  dass  er  es  aber  lehrte,  wie  es  noch  nie  gelehrt  worden  war« 
Gerbert  habe  aus  irgend  einem  der  Werke  gelernt,  die  auf  Boethius  zu- 
rückfiihrbar  sind  (8.  324),  sicherlich  aber  seine  Kenntniss  des  Abacns 
nicht  von  den  Arabern  erhalten. 

Im  Anschluss  an  Chasles  hebt  H.  C.  weiter  alsAbacisten  unter  an- 
deren hervor: 

1.  Bernelinus  (8.  332—333),  einen  Schüler  Gerberts,  der  den 
Abacns  als  eine  wohl  polirte  Tafel  beschreibt,  die  mit  blauem  Sand  be- 
streut werde,  und  sich  auf  demselben  der  römischen  Zahlzeichen  be- 
dient. Die  Namen  Igin,  Andras  u.  s.  w.  scheinen  bei  ihm  nicht  vorzu- 
kommen, ebensowenig  die  pythagorischen  Ziffern.  Doch  enthält  nach 
Chasles  eines  seiner  4  Bücher  die  Darstellung  der  Numeration. 
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2.  Oerland  (S.  333—334),  gegen  Ende  des  11.  Jahrhunderts,  der  wohl 
einer  der  Ersten  ist,  welche  die  ohen  erwähnten  Namen  als  wirklich 
gebrSnchlich  documentiren,  da  er  sie  im  Text  selbst  verwendet. 

3.  Raonl  oder  Kadnlph  von  Laon  (S.  334-— 338),  der  jene  Fremd- 
wörter gleichfalls  im  fortlaufenden  Text  gebraucht,  dazu  aber  auch  dUs 
Wort  SipoSf  das  (S.  336)  in  doppelter  Weise  neu  sei,  als  Name  wie 
als  Sache,  und  als  Sache  auch  eigenthümlich  als  ein  blosses  Hülfs- 
seichen  beim  Multipliciren  gebraucht  werde.  Ebensowenig  habe  Radulph 
(S.  837)  alle  Zeichen  des  vollständigen  Abacus  verstanden  und  den 
Gnind  der  Ansahl  der  Columnen  (S.  338).*) 

4.  einen  Anonymus  (S.  838),  dessen  Kegeln  des  Abacus  das  Wort 
Sipos  Bwar  ebensowenig  als  dessen  Zeichen  und  Gebrauch  kennen ,  dafür 
aber  die  neun  anderen  Worte  benütsen. 

Mit  Beginn  des  12.  Jahrhunderts  treten  nun  dieAlgorithmiker  auf 
(S.  339).  Dazu  gehört  Atelhart  von  Bath  (c.  1120),  wenn  die  Ueber- 
setsnng  der  Arithmetik  des  Mohammed  ben  Musa  wirklich  von  ihm  ist 
(vgl.  S.  268),  und  Johann  von  Sevilla,  der  in  Bezug  auf  die  Division 
nicht  fiber  Mohammed  hinausgeht  (S.  274),  das  Bechnen  mit  der  Null  etr 
was  ausführlicher  auseinander  setzt  und  bereits  die  näherungsweise  Aus- 
Ziehung  der  Quadratwurzel  mit  Hülfe  von  Decimalbrüchen  lehrt 
(S.  275).  Eine  bedeutende  Veränderung  tritt  mit  Leonardo  von  Pisa 
ein  (S.  341).  Dieser  stellt  die  Methode  der  Inder  weit  über  den  AI- 
gorismus  und  über  die  Kreisbögen  des  Fythagoras  (S.  349).  Nach 
Chasles  ist  aber  unter  dieser  Methode  gar  keine  Rechenmethode  mit 
bekannten,  gegebenen  Zahlen  gemeint,  sondern  jene  Methoden,  die  dazu 
dienen,  Unbekanntes  im  Sinne  modemer  Buchstabenrechnung  zu  finden, 
vor  allem  die  sogenannte  regula  falsi  (S.  349).  H.  C.  pflichtet  dieser 
Meinong  (S.  350)  soweit  bei,  dass  er  zugiebt,  dass  die  regula  falsi  einen 
Theil  jener  Methode  ausmache.  Er  fügt  dazu  (S.  352)  die  beiden 
Mnltiplicationsmethoden,  deren  eine  bei  den  späteren  Schriftstellern 
die  netzförmige,  die  andere  die  blitzartige  genannt  wird;  ferner  die  zah- 
lentheoretischen Betrachtungen  Leonardo^s,  in  denen  eben  dieser 
vielleicht  auch  ganz  selbstständig  sei.  Arabisch  sei  bei  Leonardo  die 
Algebra  und  (S.  353)  der  Name  der  Null  {Zephir us)**);  griechisch- 
römisch sei  neben  anderem  die  Fingerrechnong  und  die  zwar  nicht 
genau  erläuterte,  aber  doch  angedeutete  und  in  der  Folge  auch  benützte 
complementäre  Division. 


*)  Es  muss  anffallen,  dass  hier  von  einem  vollständigen  Abacus  gesprochen 
und  darunter  die  mit  Zeichen  ausgfofüllte  Rechentafel  verstanden  wird.  Es  scheint 
«ine  Vermeng^ng  der  eigentlichen  Rechentafel,  die  zum  Rechnen  frei  sein  muss, 
und  der  Häl  fstab eilen  in  Form  der  Rechentafel  vorzuliegen. 

**)  Die  Form  z^Airu«  scheint  auf  einem  Irrthum  zu  beruhen;  wenigstens  finde 
ich  nur  den  Pluralis  lephyra  und  Nominativus  zep/tirum  in  der  Textausgabe  von 
Boncompagm. 
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IL     Woepcke^  $ur  Viniroduciion  de  Varithmitique  inäienne  tn 

occidenU 

Dieses  1959  erschienene  Werk  Terwerthet  die  swei  von  dem  Ffirsten 
Boneompagni  reröffentliehten  Werke :  Traitaii  d^aribnelica^  Roma  18&7  und 
Jl  Uber  Jbbaei  di  Leonardo  Pisano^  Roma  1857.  Die  Frage,  ob  Oerbert 
Ton  den  Arabern  gelernt  habe,  wird  (8. 5—13  und  VI  Note  ***))  in  Sehwebe 
gelassen,  ebenso  die  andere,  ob  die  Oeometrie  desBoethins  wirklich 
diesen  sum  Verfasser  habe  (S.  12,  Note  ^)  und  &  57,  Note  ***)).  Dage- 
gen werden  die  Kesultate  von  Chasles  (S.  18 — 14)  mit  dessen  eigenen  Wor- 
ten angegeben,  nach  welchen  der  Abschnitt  der  Oeometrie  des  Boethins, 
der  Brief  Oerberts  an  Constantin  und  die  andereff  Schriften  des  X«  und 
XL  Jahrhunderts  ttber  den  Abacus  arithmetische  Abbandlangen  in  dem 
uAmliohen  System,  wie  unsere  gegenwArtige  Arithmetik, 
nnd.  Die  darin  enthaltene  Art  des  Rechnens  habe  sich  wAhrend  ändert^ 
halb  Jahrhunderten ,  rem  10.  bis  snm  Anfang  des  12.  Torbreitet  und  rer- 
ToUkommnet;  dann  aber  sei  der  Algorithmus  anfgetreten  mit  der  Null 
an  Stelle  der  Columnen  und  der  Anwendung  der  Ziffern  in  der  Schrift. 
Diesem  Ergebniss  werden  (S.  14)  folgende  3  Thatsachen  gegenübergestellt. 

1.  Dass  die  Ziffern  mit  Positionswerth  nnd  Anwendung  eines  Zeichens 
fUr  Null  bei  den  Arabern  in  Gebrauch  waren  \ 

S.  dass  die  arabischen  Schriftsteller  dieses  System  der  Numerittion 
nie  für  eine  Erfindung  ihrer  Nation  aasgaben,  sondern  einstimmig  behaup- 
ten, dass  es  von  Indien  su  ihnen  kam; 

3.  dass  Leonardo  von  Pisa  in  der  Vorrede  des  Liber  Abbaci  die 
Worte  ausspricht:  Sed  hoc  ioium  (nAmlich  alles,  was  er  in  Egypten,  Syrien, 
Griechenland,  Sicilien  und  der  Prorenee  von  der  Arithmetik  lernen  konnte) 
eüam  ei  aJgorismum  alque  arctts  piciagore  qmai  errorem  compuiavi  respeeiu 
modi  indorum. 

Demnach  macht  es  sich  H.  W.  (S*  15)  lur  Aufgabe,  au  »eigen,  worin 
die  mit  areuB  Pyihagorae  und  algontmus  beaeiehneten  Methoden  von  der 
der  Inder  abweichen  und  worin  letatere  die  anderen  beiden  übertrifft.  Als 
gemeinsam  für  die  3  Metboden  denkt  sich  H.  W.  die  Anwendung  der  9 
Ziffern  mit  Positionswerth*)  und  er  sucht  daher  den  unterschied  rorsüg- 
lich  in  der  Art  und  Weise ,  die  elementaren  Operationen  der  Arithmetik 
ausiuführen.  Nachdem  er  also  zuvor  festgestellt  hat,  (S.  15 — 10),  dass  die 
arcus  Pyihagorae  die  Methode  bezeichnen,  welche  bei  Boethius  sich  fin- 
det, und  der  algorismus  das  Verfahren  ist,  welches  durch  Mohammed  ben 
Musa  Alkh4rizmi  im  Abendlande  bekannt  wurde  und  seinen  Namen  trä^ 


*)  Bei  den  arcus  Pythagorae  ist  ein  Positionswerth  der  Ziffern  nicht  vorhanden ; 
denn  nicht  die  Stellung  der  Ziffern  %vl  einander,  sondern  die  Colnmne,  in 
der  sie  stehen,  bestimmt  die  Potenz  Ton  10,  mit  der  sie  multiplicirt  bu  denken  sind. 
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(&  18—19),  giebt  derselbe  (S.  20*-46)  in  erwünschter  Aniftlhrliehkeit 

Anvllge 

1.  ans  der  Schrift  über  den  Abacns,  die  Chasles  bekannt  machte 

(1.  Methode  des  Abacns), 
3.  ans  der  Schrift  des  Alkhiriamf  (S.  Methode  des  algoHsmus), 
S.  ans  der  des  Leonardo  i  t    Mf   v,  a   a     t  a    \ 

4«  ans  der  Arithmetik  des  Maximns  Planndes  j  ^  '  ^* 

Daraus  sieht  H.  W.  (S.  40—47)  folgende  Folgerangen : 

1.  Der  Positionswerth  ist  den  8  Methoden  gemeinsam,  nnr  wendet  die 

eitle  Oy  die  anderen  beiden  10  Ziffern  an. 

9.  Statt  der  Nnll  wendet  die  1.  Methode  Colnmnen  an  nnd  vnterschei- 

dql  sieh  dadnrch  Tontlgiich  von  den  beiden  anderen,   den  Indem  ent- 


I.  Leonardo  lehrt  die  Regeln  der  Mnltiplication  nnd  Division  im 
Qmnde  wie  Planndes,  aber  anf  schwierigere  Fälle  ausgedehnt  nnd  viel 
klarer  nnd  umfassender  dargestellt. 

4.  Die  Quellen  des  Leonardo  und  des  Planndes  scheinen  wenig 
Tanchieden  oder  dieselben  gewesen  sn  sein,  dagegen  mehr  oder  weni- 
ger verschieden  von  den  Que]l*en  des  AlkhArismi,  so  dass  die 
Methode  bei  den  Indem  selbst  Fortschritte  machte  oder  die  Araber  sie 
vielleieht  spSter  nur  genauer  kennen  lernten. 

5.  Die  Methoden  des  Leonardo  und  des  Planudes  sind  rascher 
ausführbar,  erfordern  aber  einen  sichereren  und  geübteren  Rechner 
und  erhielten  deshalb  von  Leonardo  den  Vorzug. 

S.  48—51  erhärtet  H.  W.  die  weitere  Thatsache,  dass  in  der  2.  Hälfte 
des  8.  Jahrhunderts  und  im  0.  Jahrhundert  die  Araber  von  den  Indern 
astronomische  Tafeln  und  eine  Abhandlung  über  das  Rechnen  mit  Ziffern 
überkamen,  und  reiht  daran  (S.  51)  eine  Bemerkung  in  den  Annali  di  Seiente 
mmlem,  e  fi$.  eamp»  da  Bamabm  TortoHni  (VI,  821 — 828) ,  woroach  in  der  2. 
HUfto  des  10.  Jahrhunderts  die  arabischen  Gteometer  des  Orients  sich  der 
Indischen  Ziffern  mit  Stellenwerth  und  der  Anwendung  eines  Zeichens 
flfar  Null  bedienten;*)  femer  (8.  51 — 55)  die  Wahmehmungen ,  dass  einer- 
seits nach  der  Selbstbiographie  des  Avicenna  gegen  Ende  des  10.  Jahr- 
hunderts die  indischen  Methoden  wenigstens  in  Bukhara  bei  Ge- 
schäfts- und  Handelsleuten  verbreitet  waren,  andererseits  aber  der 
Gebrauch  der  Ziffem  insoweit  eingeschränkt  blieb,  als  1.  in  einer  Anzahl 
von  Werken  die  Zahlen  alle  mit  Worten  geschrieben  sind,  2.  in  den 
astronomischen  Tafeln  die  Zahlbuchstaben  vorgesogen  wurden. 

Hier  (S.  55)  ergreift  H.  W.  die  Gelegenheit,  über  die  Verschieden- 
heit der  Zahlseiohen  bei  den  Arabern  im  Westen  von  denen  im 


^  Die  Form  dieser  ZifTem  theflt  H.  W.  erst  im  Jowrm.  AHai.  1808,  8. 75,  mit; 
tt  nnd  die  Zeichen  auf  Tai.  II,  Figur  4. 
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Osten  SU  sprechen.  Die  üntersnchnng  rerschiedener  Handschriften  ans 
der  Berberei  führte  Hn.  W.  darauf,  dass  die  Araber  des  Westeni^der 
Oobar Ziffern  sich  bedienten,  und  dies  fand  er  bestätigt  in  der  Stelle 
des  Catalogs  der  orientalischen  Handschriften  derBodleianischen  Bibliothek, 
II,  287,  n.  a. :  Skehabeddinus  supra  landatus  iradit  (eod,  foL  69)  figuras  nume- 
rales  Gohariia  dictas  maxime  apud  Oecidenkdes  usurparij  eas  verOy  quae  vo- 
cantur  figurae  Indicae  apud  Orientales*  Mit  Berücksichtigung  der  grossen 
Aehnlichkeit  der  Oobarziffern  mit  den  apices  des  Boethius  kommt  H. 
W.  zu  dem  weiteren  Gedanken,  dass  die  Araber  diese  Ziffern  bei  den 
Eroberungen  in  der  Berberei  von  den  Lateinern  annahmen,  ebenso 
wie  sie  im  Orient  die  coptischen  Zi£Eem  und  in  der  Folge  ebendort  die  in- 
dischen annahmen.  Die  Wahrscheinlichkeit  dieser  Meinung  erhöhe  sich 
(S.  56)  dadurch,  dass  einerseits  nach  Chasles  als  abacus  eine  mit  Staub  be- 
deckte Tafel  benutzt  wurde,  andererseits  nicht  blos  die  Ziffern  gobdr^  d.  h. 
Staub  hiessen,  sondern  auch  der  Calcul,  bei  dem  sie  angewendet  wurden, 
deshalb  diesen  Namen  hatte ^  weil  man  eine  mit  Staub  bedeckte  Tafel  da- 
bei anwendete« 

H.  W.  ist  aber  weit  entfernt,  durch  blosse  Coi^eoturen  das  historische 
Problem  lösen  zu  wollen,  und  will  nur  einen  Gesichtspunkt  bezeichnen, 
Ton  dem  aus  die  Sache  klarer  werden  könnte.  Daher  bemerkt  er  auch 
(S.  56,  2.  Note),  dass  auch  die  Inder  eine  mit  feinem  Staub  bedeckte 
Tafel  anwendeten ,  und  dass  man  eine  Stelle  eines  Arithmetikers  kennt, 
der  c.  950  wahrscheinlich  in  Kairowan  in  Tunis  schrieb,  in  welcher  Stelle 
der  indische  Calcul  mit  dem  Gobarcalcul  vollständig  identificirt  ist.  *) 

üeber  die  Frage,  ob  die  Araber  ihre  algebraischen  Kenntnisse 
den  Griechen  oder  den  Indern  verdanken,  glaubt  H.  W.  (S.  57)  nur  so 
▼iel  sagen  zu  können,  dass  Mohammed  ben  Musa,  wie  seine  astronomischen 
Tafeln  und  seine  praktische  Arithmetik,  so  auch  seine  Algebra  mehr  oder 
weniger  aus  indischen  Quellen  entnommen  hat;  bezüglich  der  weiteren 
Frage,  ob  die  Inder  von  den  Griechen  lernten,  oder  jede  ftlr  sich  ihre 
Entdeckungen  machten,  werden  die  Ansichten  von  Colebrooke  und  Biet 
(S.  58 — 59)  mitgetheilt,  nach  welchen  die  Astronomie  unzweifelhaft  den 
Griechen  entnommen  ist,  die  Sexagesi-malbrüche  und  die  Algebra 
daher  stammen  können.**)  Bezüglich  der  Zahlen  sei  nichts  Entscheiden- 
des bekanntgeworden.  Bemerkenswerth  aber  findet  H.  W.  (S. 60),  dass  die 


♦)  Einem  höchst  dankenswerthen  Brief  des  H.  Prof.  Gildemeister  entnehme 
ich  die  Mittheilong,  dass  der  berühmte  Arithmetiker  Abu  Sahl  Dünash  ben 
Tamm  tm  heisst  und  in  seinem  hebräischen  Commentar  zum  Buche  Vefira  der  älteste 
bis  jetzt  nachweisbare  Gebranch  des  Wortes  ghübär  sich  findet.  Dieser  sage  nach 
Bein  and:  die  Inder  hätten  die  9  Zahlzeichen  erfunden  und  er  habe  in  seinem 
Buche  kisäb  alghühär^  Rechnung  des  ghübär^  d.  h.  der  Tafel,  davon  gesprochen. 

**)  Im  Joum.  Asiat.  1863,  8.  461,  giebt  H.  W.  der  Sexagesimalrechnung  griedii- 
sehen  Ursprung;  über  die  Algebra  ist  er,  nach  der  Note  auf  derselben  Seite  noch 
unentschieden. 


Von  Prof.  Fbiedlein.  83 


Belege  fQr  Anwendnng  von  Ziffern  in  Indien  alle  in  die  Zeiten  nach 
Alexanders  Eroberung  in  Indien  fallen;  er  wttnscht  daher,  wenn  es 
m5glich  sein  sollte,  Belege  für  Anwendung  von  Ziffern  in  Indien  vor 
Alexanders  Feldzng.*) 

m.     Woepcke  sur  Ja  propagaiion  des  chiffres  indiens. 

In  den  vorläufigen  Bemerkungen  findet  sieh  nach  einer  Betrachtung 
allgemeiner  Art  ttber  Probleme,  wie  das  vorliegende,  die  Andeutung 
dessen,  worum  es  sich  handelt  (S.  90 — dl)  in  folgenden  Fragen : 

Gehört  die  Erfindung  unserer  sogenannten  arabischen  Zahlseichen 
den  Indern,  denen  sie  von  den  Arabern  beigelegt  wird,  oder  gehört  sie 
dem  Pythagoras,  wie  es  der  Text  eines  lateinischen  Autors  vor  der  Zeit 
der  Araber  behauptet?  Haben  die  Araber  der  Berberei  (Afrika  und  Spa- 
nien, Maghreb)  sie  von  den  Christen  entlehnt,  die  doch  nach  Spanien 
kamen,  uro  sich  die  Wissenschaften  der  Araber  anzueignen ,  oder  von  den 
Indern,  die  doch  den  Arabern  des  Ostens  Ziffern  von  verschiedener 
Form  gaben  ? 

Zur  Beantwortung  dieser  Fragen ,  so  weit  es  möglich  ist ,  handelt  H. 
W.  suerst  von  der  Stelle  in  der  Geometrie  des  Boethius  und  dem 
daran  sich  Anschliessenden.  Nach  der  Angabe  der  früheren  Ansichten 
hebt  er  (S.  41—42)  rühmlichst  die  Untersuchungen  Martin*s  hervor,  nach 
denen  Gerbert  kein  Schüler  der  Araber  ist,  sondern  von  Boethius 
oder  anderen  Autoren  vor  ihm,  wie  Odo,  lernte;  femer  die  Anwendung 
der  Methode  des  Abacus,  wenn  nicht  dem  Pjthagoras  selbst,  doch  den 
Neupythagoreern,  in  der  Zeit  etwas  vor  Boethius,  beizulegen  ist. 
H.  W.  unterlfisst  es  aber  nicht  (S.  42)  auf  die  Ansicht  von  Halliwell  hin- 
zuweisen, der  es  für  sehr  wahrscheinlich  findet,  dass  jene  Stelle  bei 
Boethius  eine  Interpolation  ist,  weil  sie  in  2  Mss.,  die  er  kennt, 
nicht  enthalten  ist.  Femer  spricht  er  S.  43  s^ine  eigene  Ansicht  dahin 
aus,  dass  die  Darlegung  von  Martin  nur  die  Aechtheit  des  1.  Theiles  der 
sogenannten  Geometrie  des  Boethius  beweist,  der  2.  Theil  das  Werk  eines 
Fortsetzers  sein  könnte.  So  denkt  er  sich  auch  den  Gedanken  Lachmann's, 
dem  er  endlich  noch  Böckh  anreiht,  der  den  Anhang  über  den  Abacus  für 
das  Werk  eines  Compilators  hält. 

Nachdem  so  Hn.  W.  die  Autorschaft  des  Boethius  bezüglich  des  An- 
hanges keineswegs  feststeht,  geht  er  (S.  44)  weiter  zu  der  Frage,  ob  die 
Ziffern,  die  wir  in  den  Mss.  der  Geometrie  des  Boethius  finden ,  alte  For- 
men unserer  jetzt  gebräuchlichen  Ziffern  sind.     Hiezu  macht  er  zuerst  da- 


*)  In  einem  Anhan|^  theilt  H.  W.  S.  60 — 06  den  Inhalt  des  Liber  4bbaci  mit  und 
p,  M^71  eine  UeberseizuDi^  der  Vorrede  der  Schrift  des  Mohammed  Sibth  AI- 
mAr  idlni  über  den  Sexai^esimalcalcul,  die  Titel  der  IG  Capitel  und  des  Schlusses  und 
3  Tableauz  Ton  Beispielen  einer  Multiplication  von  SezagosimalgrÖssen. 
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rauf  aufmerksam,  dass  die  Ziffern  jener  Oeometrie  nicht  allein  in  den 
Handschriften  dieser,  sondern  mit  nnbetrftchtlichen  Abweiehnngen  anch  in 
anderen  gleichseitigen  Mss.  Torkommen.^)  Die  Gleichförmigkeit  die- 
ser Ziffern  beweise  aber  nicht ,  dass  die  Ziffern ,  welche  die  Mss.  des 
Boethios  darbieten,  als  allein  den  Copisten  des  XI.  Jahrhanderts  angehörig 
betrachtet  werden  müssen,  und  nicht  Alter  sind.  Es  schliesse  dieselbe  die 
Möglichkeit  nicht  ans,  da'ss  die  christlichen  Arithmetiker  des  Mittelalters 
diese  iZiffem  dnreh  eine  Tradition  erhalten  haben ,  die  bis  sn  Boethins 
hinaufsteigt;  vielmehr  sei  dieses  sehr  wahrscheinlich  (S.  45).  Sicher 
sei  jedoch  nur,  dass  das  Mittelalter  seit  dem  XI.  Jahrhundert  im  Besits 
dieser  Ziffern  sei  und  dass  ihre  Form  im  Laufe  des  XIL  Jahrhunderts  noch 
nicht  erheblich  verAndert  worden  sei  (8.  46).  **) 

Dass  diese  Ziffern  wirklich  die  Altesten  Formen  unserer  ge- 
gen w  Artigen  sind,  sei  durch  NahUi  de  Wailiy^  EUmenii  de  paUograpMe 
ansser  Zweifel  gesetst  Weniger  gewiss  sei  es,  ob  die  Ziffern  bei  Boe- 
thins die  wahre  Gtestalt  der  nach  demselben  Boethins  von  einigen  Py- 
thagoreern  angewendeten  Charaktere  sind;  dass  dieses  aber  sehr 
wahrscheinlich  sei,  begründet  H.  W.  in  folgender  Weise: 

1.  Die  Namen  seien  ein  Gemisch  griechischer  nnd  semitischer 
Wurseln,  ron  denen  die  einen  die  mystischen  Anschauungen  der  Neu - 
pythagoreer  über  die  Zahlen  erkennen  lassen,  die  anderen  den  Zahlen- 
werth  angeben  (8.  47—48).  Welcher  semitischen  Sprache  sie  angehörten, 
lohne  sich  kaum  su  untersuchen,  doch  sei  es  wahrscheinlich  ein  solcher 
Dialect  gewesen,  dessen  Einfluss  in  Alexandrien  überwog.  Arabischer 
Ursprung  scheine  mehr  als  jeder  andere  aussuschliessen  su  sein.  Das 
Verdienst,  suerst  dieses  Gemisch  erkannt  zu  haben,  gebühre  H.  Vincent. 
Zu  den  ErklAmngen  (8.  SO),  welcher  dieser  von  den  Namen  giebt,  werden 
(8.  51)  neue  ErklArungen  von  H.  Bienaym^  mitgetheilt,  welcher  Caltis 
auf  Ealitf^g,  Zenis  auf  Z^lg^  Celentis  auf  XMifv^  surttckführt  Für  diese 
ErklAmngen  sprechen  t  Stellen  aus  der  Ausgabe  der  Musik  des  Theon 


*)  Darunter  ist  Cod.  ArwuL  343  genannt,  der  meines  Wissens  dem  XIL  Jabrh. 
angehört,  so  dass,  wenn  die  übrigen  genannten  Mss-  {no,  533  et  534  du  fonds  Safni- 
Vietof'  de  la  BihHoth^e  impMale  de  FaHs ;  no.  9377  de  Vtmeien  fimds  lat(n)  auch  diesem 
Jahrhundert  angehören,  die  darauf  gestützten  Folgerungen  an  Halt  verlieren  würden. 

**)  Hat  meine  Torstehende  Anmerkung  Grund,  dann  ist  nur  so  viel  sicher,  dass 
Mss.  desselben  Inhaltes,  die  also  auf  einen  einheitlichen  Grund  zurück  su  gehen 
scheinen,  luerst  diese  Ziffern  im  XL  Jahrh.  enthalten,  diese  dann  durch  eben  diese 
Mss*  weitere  Verbreitung  erhielten  und  daher  im  XII.  Jahrh.  auch  in  anderen  Mss. 
erschienen.  Ich  habe  zwar  in  meinem  Schriftchen  fiber  Gerbert  auf  Tafel  VI 
Ähnliche  Ziffern  aus  dem  X.  Jahrhundert  angeführt,  aber  H.  Cantor  giebt  8.  200  bis 
201  seines  Werkes  die  sehr  dankenswcrthe  Mittheilung,  dass  diese  Ziffern  ihr  Ent- 
stehen einer  erst  späteren  Spielerei  rerdanken  und  zu  gar  keinen  Folgerungen  be- 
rechtigen. Ich  mnss  also  auch  das  zurücknehmen ,  was  ich  Seite  42  meines  Schrift- 
chens darüber  gesagt  habe.  Um  so  mehr,  glaube  ich,  ist  VorsicJit  anzuwenden ,  dass 
man  die  Spur  des  Ursprunges  nicht  mit  den  Spuren  der  späteren  Verbreitung  zu- 
sammenfasflt. 
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von  Smyrna  yon  Bouillaad ,  welche  H.  W.  S.  51 — 52  mittheilt.  In  der 
Note  I,  8.  53—54,  endlich  theilt  H.  W.  noch  mit,  dass  bei  denKabylen  fUr 
die  Einheit  die  Namen  ighem  and  nen  gefunden  worden,  nnd  bei  den 
Beni-Mosab  in  Algier  der  Name  iggen^  so  dass  der  Name  igm  in  den  Mss. 
dee  Boethins  von  jenem  nordafrikanischen  Idiom  kommen  könnte ,  das  in 
Alexandria  yon  Berbern  gesprochen  wnrde. 

2.  Die  Stelle  in  der  Geometrie  des  Boethins  beweise  doch,  selbst 
wenn  sie  nicht  yon  Boethins  herrühre,  sondern  yon  einem  Fort* 
setzer  der  Geometrie  ans  Oerberts  Zeit  oder  knrz  yorher,  dass  das  Mittel- 
alter die  AnfUnge  der  praktischen  Arithmetik  dem  griechischen  oder 
römischen  Alterthum  snschreibe,  nicht  den  Arabern  (S.  54).  Einen 
Beleg  dafür  findet  H.  W.  auch  (S.  49—50  in  der  Note)  darin,  dass  Badnlph 
yon  Laon  die  Namen  der  Ziffern  und  den  Abacns  als  eine  Erfindung  der 
Chaldäer  darstellt. 

Unabhängig  yon  der  Aechtheit  der  Geometrie  des  Boe- 
thins ergiebt  sich  also  Hn.  W.  das  Resultat  (S.  54),  dass  sehr  wahrschein- 
lich das  christliche  Mittelalter  youNeupythagoreern  ans  der  Schule  yon 
Alexandria  jene  seltsamen  Namen  und  Zeichen  erhalten  hat,  und  zwar 
in  dem  ersten  Jahrhunderte  unserer  Zeitrechnung.  Doch  soU  damit  we- 
der in  diese  Zeit  noch  an  diesen  Ort  die  Erfindung  selbst  und  die  erste 
Gestaltnng  der  Zeichen  fixirt  werden.*)  Hn.  W.  bt  es  nHmlich  nicht 
entgangen,  dass  in  der  yorliegenden  Untersuchung  zwischen  den  ersten 
Jahrhunderten  und  dem  XI.  eine  bedenkliche  Lücke  besteht  (S.  55  u.  57). 
Zur  Aufklärung  hierüber  weist  derselbe  auf  den  noch  nicht  nach  seinem 
Werthe  berücksichtigten  Umstand  hin,  dass  es  bei  den  Arabern  zwei 
Arten  yon  Ziffern  giebt  (S.  56),  eine  im  Orient  gebräuchliche,  die  H. 
W.  deshalb  die  orientalische  nennt,  und  eine  in  Afrika  und  Spanien 
wenn  auch  nicht  ausschliesslich  angewendete,  die  occiden talische,  yon 
den  Arabern  Gobar  genannte.  Ueber  letztere  theilt  H.  W.  3  Stellen  aus 
3  arabischen  Mss.  mit,  die  er  im  Februar-  und  Mära-Heft  des  Joum. 
itfstol.  1862  beschrieben  hat.  Die  erste  Stelle  (S.  58— 62)  enthält  die 
Angabe,  dass  die  Pythagoreer  sechs  Ordnungen  der  Zahlen  zuliessen, 
während  die  Mehrzahl  der  Alten  nur  yier  zuliess,  femer  dass  die  I.  Ord- 
nung Von  1 — 0  reicht,  wofür  es  9  Zeichen  gebe  und  zwar  die  des  Gobar, 
die  sehr  häufig  in  den  spanischen  Proyinzen,  der  Berberei  und  (dem  übri- 
gen Nord-)  Afrika  angewendet  würden  und  deren  Ursprung  yon  der  Sage 
auf  einen  Inder  zurückgeführt  werde,  der  feinen  Staub  auf  eine  Tafel 
oder  Fläche  ausbreitete  und  darin  Multiplicationen,  Diyisionen  und  andere 
Operationen  ausführte.  Ueber  die  Form  dieser  Ziffern  werden  Verse  mit- 
getheilt.     Die  zweite  Stelle  (8.63—65)  enthält  nach  der  Angabe  der 


^  Nähares  hierüber  weiter  unten  in  dem  über  S.  247  der  Abbsndloog  des  H.  W. 
Mitgetheilten. 
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2  Arten  von  Ziffern,  der  einen  im  Orient,  der  anderen  im  Occident  ge- 
bräuchlichen, die  Versicherung,  dass  beide  Arten  indische  Einrichtun!- 
gen  seien ,  dass  man  aber  zum  Unterschied  nur  die  ersteren  indische ,  die 
zweiten  Gobar  nenne,  üeber  die  Form  finden  sich  dieselben  Verse,  wie 
bei  der  ersten  Stelle  und  dazu  ein  Vers,  der  alle  Ziffern  zusammen  ent- 
hält. Die  dritte  Stelle  (S.  06 — 09)  enthält  eine  Aensserung,  die  es  in 
Abrede  stellt,  dass  beide  Arten  indisch  seien;  die  zweite  Art  gehöre  der 
(nicht  indischen)  Gobarschrift  an. .  Aus  diesen  Stellen  hebt  H.  W.  zwei 
Punkte  hervor: 

1.  Dass  die  in  den  Versen  enthaltene  Beschreibung  die  Form  der 
Ziffern  völlig  deutlich  macht  und  eine  Aufsuchung  derselben  in  Mss.  des- 
halb Überflüssig  ist. 

%  Dass  eine  Tradition  vom  indischen  Ursprung  der  Gobarziffem 
bei  den  arabischen  Arithmetikern  vorhanden  war  und  von  ihnen  besprochen 
wurde. 

Nach  seiner  Ansicht  nun  (S.  60 — 70)  sind  diese  Ziffern  wirklich 
indischen  Ursprungs,  aber  nicht  direct  von  den  Indern  zu  den 
Arabern  gelangt;  dies  erhelle  aus  Folgendem: 

Prinsep  habe  die  Wahrnehmung  gemacht,  dass  die  älteste  Weise  die 
Zahlen  auszudrücken  in  der  Sanskritsprache,  wie  im  Griechischen  und 
Lateinischen,  in  der  Benützung  der  Buchstaben  in  der  Reihenfolge  des 
Alphabetes  bestand  (S.  70) ;  für  viele  der  vorkommenden  förmlichen  Zahl- 
zeichen aber  habe  er  die  Vermuthung  aufgestellt,  dass  die  Anfangs- 
buchstaben der  Zahlwörter  zu  Zahlzeichen  wurden  (S.  72).  Nach  die* 
sem  Vorgange  verglich  nun  H,  W.  die  Gobarziffem  und  die  Ziffern  bei 
Boethius  mit  der  von  Prinsep  im  Journal  der  asiatischen  Gesellschaft  von 
Bengalen  1888  mitgetheilten  Liste  alter  Sanscritalphabete  aus  verschiede- 
nen Zeiten  und  fand  seine  Erwartungen  um  vieles  übertroffen  (S.  73),  da 
er  nicht  nur  entsprechende  Anfangsbuchstaben  in  einem  Alphabete  fand, 
sondern  dieses  Alphabet  auch  genau  dem  2.  Jahrhundert  unserer  Zeitrech- 
nung angehört.  Damit  die  Leser  selbst  über  die  Aehnlichkeit  urtheilen 
können,  theilt  H.  W.  (S.  75)  die  betreffenden  Zeichen  mit  (Taf.  II,  Fig.  1^). 
Er  verkennt  selbst  auch  die  Verschiedenheiten  nicht  und  hebt  eine  solche 
ftlr  die  Ziffer  4  ausdrücklich  hervor  (S.  77) ,  findet  aber  dagegen  die  Form 
von  8  aus  dem  dafür  angegebenen  Buchstaben  besonders  gut  erklärlich. 
Jedenfalls  hält  er  aber  die  Aehnlichkeit  der  Zeichen  des  Boe* 
thins  mit  den  Anfangsbuchstaben  der  alten  Sanskritwörter 
für  derartig,  dass  man  sie  unmöglich  als  rein  anfällig  betrachten 
könne  (S.  78).  Sei  aber  diese  keine  zufällige,  dann  deute  dieselbe  an, 
dass  die  Neupythagoreer  zu  Aiexandria  von  Indien  Zeichen  er- 
hielten, welche  einige  von  ihnen  bei  ihren  Operationen  in  der  praktischen 
Arithmetik  anwendeten  (S.  70).  Es  frage  sich  nun,  wie  weit  diese  Annahme 
mit  den  bekannten  Thatsachen  sich  vereinbaren  lasse. 


Von  Prof.  Friedlein.  87 


Besüglich  der  Verbreitang  des  Abacussystemes  mit  Colamnen 
stimmt  H.  W.  Töllig  der  Ansicht  Martin*8  bei  (^8.  235) ,  nach  welcher  das- 
selbe deshalb  im  Occident  mehr  als  in  Griechenland  sich  ver- 
breitete ,  weil  bei  der  unvollkommenen  Numeration  der  Römer  mehr  das 
Bedärfhiss  darnach  vorhanden  war.^)  Es  habe  sich  (8.  236)  das  Verfahren 
der  Neupythagoreer  in  den  östlichen  Provinzen  des  Römerreiches 
wenig  oder  nicht  verbreitet,  wohl  aber  in  Italien,  wo  Boethins  die 
Principe  desselben  auseinander  setzte,  in  Gallien,  wo  Gerbert  es  wieder 
in*8  Leben  rief,  und  in8panien,  wo  die  Araber  es  im  Anfang  des  VIII. 
Jahrhunderts  finden  mnssten.**)  Wie  nämlich  in  8yrien  die  griechische 
Numeration,  in  Egypten  die  coptische  (8.  237),  im  Orient  indische 
Werke,  so  hätten  die  Araber  in  Spanien  das  Columnensystem  und  die 
Ziffern  der  Neupythagoreer  angenommen  (8.  239).  Hundert  Jahre  später 
hätten  sich  die  indischen  Methoden  (mit  Positionswerth  und  der  Null 
als  stellvertretendes  Zeichen)  allmählig  in  der  Berberei  verbreitet  (8.  itö9) 
und  swar  unter  dem  Namen  Calcui  des  Gobar  oder  des  8taubes,  ein 
Name,  der  wesentlich  indischen  Ursprunges  sei  (8.  240). 

Da  jedoch  die  Araber  in  vielleicht  2  Jahrhunderten  sich  an  die  Ziffern 
der  Neupythagoreer  gewöhnt  hätten,  so  hätten  sie  bei  der  nenenMe- 
thode  die  alten  Ziffern  gebraucht,  und  sie  bald  mit  dem  Namen  der 
Ziffern  des  Gobar  bezeichnet  (8.  241  —  242).  Die  alten  Ziffern  und  die 
neuen  Methoden  hätten  sich  mehr  und  mehr  identificirt,  man  habe  endlich 
angenommen,  dass  auch  die  Ziffern  indischen  Ursprunges  seien,  und  sei 
so  durch  einen  Irrthum  zur  Wahrheit  gekommen  (8.  242).  Andere 
hingegen  hätten  den  Namen  indische  Ziffern  den  Ziffern  vorbehalten, 
welche  die  Araber  des  Orients  mit  den  neuen  Methoden  anwendeten. 

Die  Null  sei  den  Neupythagoreern  nicht  unbekannt  gewesen 
(S.  243)9  ^^^^  wegen  der  Anwendung  von  Columnen  habe  sie  ihre  ei- 
gentliche Bedeutting  nicht  behaupten  können  (8.244).***)    Es 


*)  Ist  es  nicht  seltsam,  dass  Griechen  die  Erfinder  eines  bequemeren  Verfah- 
rens worden,  das  weiiif^er  sie,  als  die  Römer  bedurften?  Und  wenn  sich  nun  er- 
geben sollte,  dass  die  römische  Mumeration  für  den  römischen  Abacus  ganz  bequem 
ist,  und  ein  Bedürfniss  nach  einer  Aendening  gar  nicht  bestand?  —  Und  was  ge- 
wannen die  Römer?     H.  W.  sagt  8.  241 :  miihodes  incommodet  ei  compliquiesl 

**)  Hier  muss  es  doch  wohl  zweifelhaft  erscheinen,  ob  das  Columnensystem  wirk- 
lich in  Spanien  am  Anfang  des  achten  Jahrhunderts  verbreitet  war,  wenn  Boethius 
3  — 4  Jahrhunderte  nach  der  Erfindung  noch  die  Principe  auseinander- 
setzen und  Oerbert  gegen  das  Ende  des  zehnten  Jahrhunderts  das  Verfahren  wieder 
aufleben  machen  muss.  Räthselhaft  bleibt  auch,  dass  die  Araber  ein  in  dem  ersten 
Jahrhundert  in  Alexandria  gebildetes  Verfahren  erst  in  Spanien  im  achten  wieder* 
finden,  ferner  wie  die  Namen,  die  griechischen  und  semitischen  Ursprungs  sein 
sollen ,  in  Alezandria  zu  jener  Zeit  gebildet  wurden  und  erst  im  XI.  und  XII.  Jahr- 
hundert (wieder?)  bei  christlichen,  lateinisch  schreibenden  Autoren  sieh  im  Text  au- 
fwendet finden. 

^^*}  In  einer  Anmerkung  (S.  248  —  244)  erklärt  sich  H.  W.  gegen  die  Ableitung 
des  Wortes  iip09  aus  dem  Arabischen ;  in  einer  zweiten  (S  244—  245)  gegen  die  An« 
nähme ,  dass  die  Anwendung  der  Null  oberhalb  der  Ziffern  den  Gobarziffem  eigen- 
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gehe  dsraos  hervor,  dass  den  Neupythagoreern  nur  mehr  oder  weni- 
ger Tage  Mittheilangen,  begleitet  yon  Listen  der  10  Zahlieichen 
in  Alexandria  zogekommen  seien  (S.  247),  dass  sie  aber  in  diesen  Zeichen 
ein  Mittel  erkannt  hatten,  den  Handabacns  iabacus  manud)  in  einen  ge- 
schriebenen  nmsa wandeln,^)  und  dass  sie  daher  die  indischen  Fi« 
guren  mit  dem  griechisch-römischen  Verfahren  su  dem  Colum- 
nensjstem  amalgamirten ,  welches  in  der  Stelle  des  Boethins  auseinander- 
geseUt  ist  (S.  248). 

Um  aber  auch  zu  erweisen,,  dass  die  Anwendung  yon  10  Zeichen 
mit  Positionswerth  in  Indien  existirte  und  in  den  ersten  Jahrhun- 
derten unserer  Zeitrechnung  nach  Alexandria  gelangen  konnte,  geht  H.  W. 
gründlicher,  als  es  bisher  geschehen,  auf  dieEntwickelungderprak* 
tischen  Arithmetik  in  Indien  ein.  Als  besonders  geeigen- 
schaftet  für  mathematische  Specnlationen  mit  ganzen  Zah- 
len erweisen  sich  die  Inder  durch  ihre  auf  Calcul  gegründete  Astronomie, 
Theorie  der  irrationalen  Grössen  und  Algebra,  femer  durch  ihre  Entdeck- 
ungen bei  den  Auflösungen  unbestimmter  Gleichungen,  denen  auch  die 
neuere  Zeit  erst  durch  Enler  gleichkam  (S.  240).  Dieselbe  Eigenschaft 
tritt  sogar  in  ihren  religiösen  und  poetischen  Werken  heryor,  durch  die 
besonderen  Namen  für  die  Potenzen  von  10,  welche  dort  mit  Vorliebe  zum 
Ausdruck  von  Grossartigkeit  angewendet  sind.  Nach  Weber  theilt  H.  W. 
aus  Werken  von  Brahmanen  (S.  251)  die  Namen  für  10^— 10<*,  (8.  2S2} 
für  10*— 10"  nod  für  10',  10'«,  10",  10«,  10",  10»,  10"  mit.  Diesen  werden 
(S.  252 — 254)  Zahlausdrücke  znr  Seite  gestellt,  die  sich  allenthalben  in 
dem  buddhistischen  Werke  LalHavislara  finden,  und  wirkliche  Zah- 
len, nicht  symbolische,  wie  die  meisten  der  Apokalypse ,  ausdrücken 
(8.  254,  Note  1).  Noch  merkwürdiger  ut  aber  der  Abschnitt  des  oben  ge- 
nannten Werkes,  in  welchem  von  einer  wissenschaftlichen  Prüfung,  neben 
anderen  Diseiplinen  Yorzugsweise  aus  der  Arithmetik ,  erzählt  wird.  Der 
Gefragte  ist  darnach  im  Stande,  Zahlen  bis  10^'  (S.  258)  mit  den  dazu  er- 
dachten Namen  aaszusprechen ,  von  ^^ueik  die  für  10^  10*,  10'^ ....  10^ 
(8.  256—257)  angegeben  sind.  Nach  dieser  glänzenden  Probe  des  Wissens 
wird  der  Geprüfte  zum  Lehrer  des  Prüfenden  und  nennt  diesem  noch  die 
Zahl  des  Staub  es  der  Uratome  eines  yddjana  in  zweifacher  Weise,  er- 


tbümlich  angehöre ,  und  daet  damit  ein  Uebergangsstadium  vor  der  Erfindung  der 
Kollala  steUvertretendeff  Zeichen  angedeutet  sei;  beide  Bezeichnungsweisen 
seien  gleichseitig  und  jene  mit  der  NoU  über  den  Zififem  sei  vielleicht  nie  an- 
ders angewendet  worden ,  aU  aur  Darstellung  der  indischen  Notation  in  Form  eines 
Tablean.     Vgl.  8.  500,  Note  2. 

^)  Nach  H.  Cantorthat  dieses,  wenigstens  in  Sand ,  bereits  Pythagoras 
und  möglicher  Weise  eine  noch  frühere  Zeit.  —  In  der  Stelle  aus  der  ^fpo^oQia  des 
Planudes,  die  H.  W.  S.  240  N.  2  mittheilt,  wird  die  Ausführung  einer  Multiplieations- 
methode,  Khnlich  der  des  AlkhSrizmt  (vgl  W.  S.  407,  N.  1),  auf  der  Sandtafel 
der  auf  Papier  mit  Tinte  um  vieles  vorgesogen. 
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ftens  nach  ihren  Factoren,  in  nnserer  Aa8drack8wei8es=:4. 1000.4.2. 12.7^* 
(S.  2S0),  zweitens,  wie  sie  lantet,  nämlich:  10,003''''000,  OOO'^'OOO,  000''060, 
225'012,  000  (S.  aeo).  Diese  Zahl  ist  aber  nicht  das  Prodnct  der  angegebe- 
nen Factoren  j  und  man  müsste  den  Bechenkünstler  für  einen  unverschäm- 
ten Grossthner  halten,  wenn  nicht  H.  W.  in  ttberzeugendster  und  scharf- 
finnigster  Weise  dargethan  hXtte  (S.  260  —  265),  dass  die  Factoren 
4  .  lOqp  .  4  . 2  .  12 .  7'  sind  und  die  Zahl  316,240^512,000  lautet.  Es  liegt  also 
ein  Zeugnisa  wirklicher  Kenntnisse  der  Inder  vor,  und  zwar  sehr  wahr- 
scheinlich aas  dem  S.  Jahrhundert  vor  Christas  (S.  266).  Aus  dem  Zu- 
sammenhange geht  aber  hervor,  dass  eine  solche  Berechnung  des 
Staabes  als  ein  Problem  galt,  dessen  Lösung  den  höchsten  Orad  der 
Kenntniss  bekundet  und  es  wirft  daher  H.  W«  die  Frage  auf,  ob  es  nicht 
in  Indien  Typus  und  Repräsentant  aller  Probleme  der  praktischen  Arith- 
metik achon  lange  vor  der  Abfassung  des  Werkes  Laliiavisiara  gewesen  ist, 
ob  oa  diese  Geltung  nicht  lange  Zeit  hindurch  behalten  musste,  besonders 
nachdem  es  in  einem  der  heiligen  Bttcher  aufgenommen  war,  und  ob  endlich 
nicht  daher  der  Name  Staubrechnung  für  die  aus  Indien  stammen- 
den Methoden  der  praktischen  Arithmetik  gekommen  ist  (S.  267).  Letz- 
tere Frage  lässt  H.  W.  unentschieden,  für  die  erste  ergiebt  sich  ein  weite- 
res Moment  aus  der  Vergleichung  der  erwähnten  Berechnung  des  Staubes 
mit  der  Sandreehnung  des  Archimedes,  die  um  so  näher  gelegt 
wurde,  als  in  der  Stelle  des  indischen  Baches  noch  erwähnt  wird,  dass 
man  in  der  angegebenen  Weise  auch  die  Zahl  der  Atome  aller  Welten  be- 
rechnen könne  (S.  268).  Durch  eine  sehr  klare  Darlegung  des  Verfahrens 
dea  Archimedes  (S.  268 — 272)  weist  H.  W.  nach,  dass  Zweck  und  Mittel, 
das  Ganze  und  Einzelheiten  so  sehr  übereinstimmen,  dass  ein 
blos  anfälliges  Zusammentreffen  schwer  anzunehmen  ist.  *)  Er  neigt  sich 
daher  zu  der  Ansicht,  dass  das  Problem  in  Indien  seine  Entsteh- 
nng  hatte,  von  da  nach  Alexanders  Feldzag  in  Griechenland  bekannt 
wurde  und  von  hier  aus  in  Syracus,  wo  es  durch  Archimedes  mit  einer 
nur  einem  solchen  Geiste  möglichen  Präcision  gelöst  wurde  (S.  272—273). 

Zum  Nachweis  dafür,  dass  die  Namen  der  Potenzen  von  10,  wie  sie 
im  Vorstehenden  erwähnt  wurden,  in  Indien  fortwährend  bekannt  und  an- 
gewendet waren,  theilt  H.  W.  einen  Abschnitt  aus  dem  1031  beendeten 
Werke  des  Albiruni  über  Indien  mit  (S.  275 — 200).    Daraus  ergiebt  sich: 

1.  Dass  zu  Anfang  des  11.  Jahrhunderts  die  Benützung  der  Buch- 
staben als  Zahlzeichen ,  wie  sie  früher  bei  Aryabhatta  und  aus  den  süd- 
lichen Theilen  Indiens  nachweisbar  sind ,  von  Albiruni  nicht  wahrgenom- 


*)  Eine  ähnliche  Frage  wirft  H.  Cantor  S.  67  auf,  nachdem  er  eine  Stelle  eines 
freilich  späten  chinesischen  Schriftstellers  mitge  theilt  hat,  welche  von  den  3  Nu- 
marationssjstemen  des  Buddha  handelt,  nnd  im  Wesen  mit  dem  ans  dem  Buche 
LtdiUnUitaru  Mitgetheilten  übereinstimmt ,  nur  dass  im  indischen  Werke  die  erste 
Gr^»pe  bis  10**  reicht,  im  chinesischen  nur  bis  10^^ 

ZcÜMltfifl  f.  Malhemalik  a.  Physik.  IX,  3.  7 
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men  wurde,  und  der  Ursprung  der  Ziffern  aus  Anfangsbuchstaben  der 
Zahlwörter  bereits  längst  Tcrgessen  war  (S.  275,  N.  l). 

2.  Dass  es  yerschiedene  Zifferformen  gab,  die  Numeration  aber 
allenthalben  nach  dem  Decimalsystem  erfolgte  (S.  276 — 277,  283,  N.  1). 

3.  Dass  die  Inder  die  Namen  für  die  Potenzen  von  10  bis  auf  10'^  aus- 
dehnen ,  aber  in  verschiedener  Bildung  derselben  (S.  277 — 278).  18 
derselben  für  l(f  bis  10^^  werden  S.  279  mitgetheilt.  ^) 

4.  Dass  abweichende  Ansiebten  hierüber  verbreitet  waren.  Albiruni 
selbst  bespricht  4  derselben  als  besonders  erheblich  und  deutet  an,  dass  er 
viele  andere  absichtlich  als  unnütz  übergeht. 

5.  Dass  die  Inder  in  Versen  statt  der  Zahlen  Wörter  anwendeten, 
welche  die  Zahlen  vertreten  konnten.  Es  werden  solche  für  0^25  ange- 
führt (S.  283—200). 

An  das'Mitgetheilte  knüpft  H.  W.  (S.  442—446)  die  Hinweisung  auf 
die  bei  weitem  grössere  Leichtigkeit  auf  den  Stellenwerth  zu 
kommen,  wenn  eigene  Namen  für  jede  Potenz  von  10  vorhanden  sind, 
wie  bei  den  Indern,  als  wenn  die  Potenzen  in  Gruppen  abgetheilt  sind, 
wie  bei  den  Arabern,  Griechen  und  bei  uns ;  ferner  (S.  446  -  447)  den  Nach- 
weis, dass  die  Anwendung  des  Stellenwerthes  und  der  Null  in 
der  Anwendung  symbolischer  Wörter  für  die  Zahlen  voll- 
ständig enthalten  ist.  Aus  der  Verwendung  endlich  des  Wortes  anka 
(Ziffer)  als  Symbol  für  die  Zahl  9  im  Soürya-Siddhänta  erweist  er  (S.  448 
bis  450),  dass  der  Gebrauch  von  0  Ziffern  mit  der  Null  und  mit 
Stellenwerth  vor  dem  Ende  des  5.  Jahrhunderts  unserer  Zeitrech- 
nung in  Indien  ganz  geläufig  bereits  gewesen  sein  muss.  Nach  einer 
kurzen  Zusammenstellung  der  Beweisgründe  spricht  H.  W.  daher  (S.  452) 
seine  Ueberzeugung  dahin  aus,  dass  dieErfindungderOZi  f  f  e  r  n  und 
ibre  Anwendung  mit  Stellenwerth  vermittelst  der  Null  In- 
dien angehört  und  in  die  ersten  Jahrhunderte  unserer  Zeit- 
rechnung zu  setzen  ist. 

Hiervon  soll  nach  dem  Früheren  die  Kunde  nach  Alexandria  ge- 
kommen sein ;  es  fragt  sich  also ,  ob  die  allgemeinen  Umstände  jener  Zeit 
eine  solche  Ueberlieferung  möglich  oder  wahrscheinlich  finden  lassen.  Als 
Antwort  hierauf  theilt  H.  W.  (S.  453—456)  Stellen  mit  aus  Weber,  akad. 
Vorlesungen  über  indische  Literaturgeschichte,  aus  Gildemeister,  Scrip- 
torum  Arabum  de  rebus  Indicis  loci,  ans  Wilson,  Vishnu  Purana,  und  ver- 
weist bezüglich  der  Begründung  auf  Lassen 's  Indische  Alterthumskunde. 
Diesem  fügt  er  (S.  456—458)  Stellen  aus  Porphyrius  im  Leben  des  Plo- 
tinus   und   aus  Eusebius,  Praeparalio  Evangelica,   bei.     Darnach  ist  es 


*)  Es  ist  zu  bemerkens  dass  hier  10^'  die  höchste  Zahl  der  ].  Gruppe  ist,  wie 
oben  (vorige  Note),  so  dass  vielleicht  10*'  als  gewöhnliche,  !()»•  aber  als  von  einem 
besonders  befähigten  Geist  gebildete  höchste  Zahl  anzusehen  ist. 
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ausser  Zweifel,  dass  ein  reger  Verkehr  zwischen  Alexandria  nnd 
Indien  bestand  nnd  von  den  Gelehrten  die  beiderseitigen  wissen- 
schaftlichen Kenntnisse  ausgetanscht  wurden  und  H.  W.  folgert 
daraus  (8.  458—459)  die  Möglichkeit,  ja  die  äusserste  Wahrscheinlichkeit} 
dass  die  indischen  Ziffern  damals  nach  Alexandria  kamen.  *) 

8.  450 — 462  giebt  H.  W.  nochmals  einen  Ueberblick  über  das  bisher 
Gefundene,  wornach  im  Anfang  unserer  Zeitrechnung  unsere  jetzigen 
Ziffern  in  der  Weise  erfunden  wurden,  dass  die  Inder  die  Anfangsbuch- 
staben der  Zahlwörter  und  des  Wortes  foünyä  als  Zahlzeichen  mit  Stellen- 
werth  benützten,  diese  Ziffern  dann  nach  Alexandria  kamen,  dort  die  grie- 
chiseh-semitischen  Namen  und  ihre  Verwendung  auf  dem  Abacus  durch  die 
Nenpythagoreer  erhielten,  unter  Umwandlung  des  Handabacus  in  einen 
geschriebenen  ohne  Verwendung  der  Null  in  ihrem  eigenthümlichen  Ge- 
brauch, endlich  in  solcher  Weise  die  praktische  Arithmetik  bei  den  latei- 
nisehen  Nationen  sich  verbreitete  und  bis  zum  Beginn  des  12.  Jahrhunderts 
erhielt  und  inzwischen  auch  von  den  Arabern  in  Spanien  kennen  gelernt 
wurde. 

Bei  den  Arabern  findet  sich  aber  weiter  eine  Bezeichnung  der  Zah- 
len durch  die  Buchstaben  des  Alphabetes  und  durch  Ziffern,  welche 
sie  selbst  die  indischen  nennen.  Ueber  erster e  spricht  sich  U.  W. 
(8.  462 — 465)  dahin  aus,  dass  sie  in  Nachahmung  der  Sjrer  oder 
Juden  frühestens  gegen  das  Ende  des  1.  Jahrhunderts  der  Hedschra, 
vielleicht  geraume  Zeit  nach  der  Eroberung  Spaniens ,  aber  vor  der  Mitte 
des  4.  Jahrhunderts  der  Hedschra  in  Aufnahme  kam ,  wobei  er  bemerkt, 
dass  von  der  Zahl  60  an  nicht  mehr  ganz  dieselben  Buchstaben 
im  Orient,  wie  in  Afrika  angewendet  wurden,  sondern  die  Buchstaben, 
welche  im  Orient  60,  00,  300,  800,  000,  1000  bezeichnen,  in  Afrika  300,  60, 
1000,  00,  800,  000  ausdrücken,  und  dass  hier  ein  ganz  besonderer  Bezug  auf 
den  Sexagesimalcalcul  vorzuliegen  scheine. 

Diese  Besprechung  der  Verwendung  der  Buchstaben  giebt  Hn.  W. 
Veranlassung  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  man  die  Null  der 
alphabetischen  Bezeichnung  von  der  Ziffer  Null  unterscheiden 
müsse,  und  er  führt  (8.  466—472)  aus  Mss.  den  vollständigen  Beweis,  dass 
die  alphabetische  Null  der  arabischen  Tafeln  und  die  Null 
der  Juden  die  Nachahmung  der  Null  in  den  griechischen 
astronomischen  Tafeln  ist,  welche  aus  einem  Omikron  mit  einem 
Strich  darüber,  wahrscheinlich  der  Abkürzung  von  ovdiv  besteht.^*) 


*)  Ich  bemerke  hierzu  Folgendes :  Nach  8. 247  waren  es  mehr  oder  weniger  rage 
Mittheilungen  hegleitet  von  Listen  der  10  Zahlzeichen;  nach  S.  248  fand  das 
Zeichen  der  Null  seine  eigentliche  Verwendung  nicht.  Es  ist  also  die 
Ausbeute  ans  dem  regen  Verkehr  fUr  die  Arithmetik  eine  sehr  geringe,  und  merk- 
würdig bleibt  gerade  das,  was  die  schönste  Erfindung  der  Inder  ist,  der  Stellenwerth, 
«Bbenfitst. 

^  Sehr  beachtenswerth  scheint  mir  auch  die  von  H.  W.  8.  460  gemachte  Angabe, 

7* 
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Besüglich  der  von  den  Arabern  indisch  genannten  Ziffern  hält  H.  W« 
es  für  das  Wahrscheinlichste  (S.  472) ,  dass  die  Mittheilung  derselben  778 
erfolgte,  als  eine  indische  Gesandtschaft  an  den  Hof  Alniansurs  eine  in- 
dische Astronomie  brachte,  und  unter  Beiziehung  der  Ziffern  des  Ms.,  das 
im  X.  Jahrhundert  in  Schiras  geschrieben  wurde  (Taf.  II,  Fig.  4),  und  der 
Divandgari-Zißern,  die  Prinsep  1838  bekannt  machte,  kommt  er  (8.  483)  zu 
dem  Schiasse,  dass  in  der  Zeit  von  den  ersten  Jahrhunderten  unserer  Zeit- 
rechnung bis  zum  8.  neben  den  Formen  der  Gobarziffern  für  5  bis  8 
(Fig.  3)  die  Formen  {i  1  v  a)  in  Fig.  4  gebräuchlich  wurden  und  in 
den  indischen  Abhandlungen  enthalten  waren,  die  nach  Bagdad  kamen. 
Von  der  Mitte  des  X.  Jahrhunderts  an  oder  später  scheinen  ihm  die  in- 
disch-arabischen Formen  {f^  f)  für  2  und  3  (Fig.  5)  statt  der  Formen 
in  Fig.  3  und  4  aufgekommen  zu  sein,  mit  am  spätestens  die  1. 
Form  von  5  in  Fig.  5  (o)  für  die  in  Fig.  4  (I)  und  der  Punkt  fUr  o  (S.  484), 
jedoch  so,  dass  diese  letzteren  2  Formen  im  14.  Jahrhundert  schon  voll- 
ständig eingebürgert  waren  (S.  485  Note).  Der  Gebrauch  des  Punktes  sei 
jedoch  schon  indisch  (S.  484),  Albiruni  scheine  denselben  gekannt  zu 
haben  (S.  485),  AikhArizmi  aber  weiss  davon  noch  nichts  (S.  486).*) 

Zur  Vervollständigung  eines  Gesammtbildes  bespricht  H.  W.  ein- 
gehend (S.  480 — 500)  die  Abhandlung  des  Alt  Ihn  Ahmed  Al-na^awi,  aus  der 
1.  Hälfte  des  U.  Jahrhunderts,  eines  der  vielen  Werke,  weiche  der  Arbeit 
des  Alkhdrizmi  folgten  und  auf  diese  sich  stützten.  Von  den  vielen  höchst 
interessanten  Mittheilungen,  welche  dieser  Abschnitt  enthält,  kann  hier 
nur  hervorgehoben  werden,  dass  die  Numeratiun  mit  Anwendung  des 
Stellenwerthes  als  indisch  bezeichnet  und  die  indisch-arabischen  Ziffern 
(Fig.  5)  mit  der  2.  Form  (I)  für  5  gebraucht  sind  (S.  406) ,  dass  die  vor- 
kommende Multiplication  und  Division  gleichfalls  ausdrücklich 
als  indisch  bezeichnet  wird,  und  ganz  dieselbe  ist,  wie  bei  AlkhÄrizmi 
(S.  407  und  408).  Eine  Digression,  die  sich  H.  W.  S.  500—514  erlaubt, 
thut  dar,  dass  die  Neunerprobe,  die  sich  bereits  bei  AlkhÄrizmi  ange- 
wendet findet,  ferner  die  regula  falsi  {la  regle  des  deux  fausses  posüions) 


dass  Thabtt  beu  Korrah  (f  001)  die  alphabetische  Null  gleichfalls  ctyVon  nennt, 
während  (nach  S.  4tt7  f.)  Alkh&rizmi  (c.  800)  bei  fehlenden  Graden,  Minuten,  Se- 
kunden u.  8.  w.  2  Nullen  (circuii)  setzt,  und  so  die  aus  Indien  stammende  Ziffer 
Null  von  der  ans  Griechenland  stammenden  alphabetischen  Null  unterscheidet. 

*)  Die  Verschiedenheit  der  Gobarziffern  und  der  indisch-arabischen  ist  nach 
dieser  Darlegung  eine  allmählig  und  zwar  in  Indien  selbst  entstandene,  und 
wenn  H.  Cantor  S.  200  schreibt,  dass  diese  Ziffern  „nichts  weniger  als  indisch 
aussehen**,  so  steht  diesem  das  Ergebniss  der  Forschungen  des  H.  W.  entgegen, 
nach  welchem  diese  Ziffern  in  Indien  heimisch  gewesen  sind.  Der  Reichthum  in 
Bezeichnungen  derselben  Sache  entspricht  ganz  dem  indischen  Charakter,  wie  H. 
W.  (S.  450,  N.  3)  bemerkt.  Daran  ist  festzuhalten,  wenn  auch  H.  Cantor  S.  2ö0 
richtig  sagt,  dass  das  indische  Ziffernsj^stem  weit  mehr  Eigenthum  einiger  Ge- 
lehrten all  der  Gcsammiheit  gewesen  zu  sein  scheint.  Denn  ähnlich  legt  H.  W. 
(S.  445)  die  Namen  für  die  Potenzen  von  10  den  Brahmanen  bei,  und  es  finden 
gleichwohl  grosse  Verschiedenheiten  dabei  statt. 


Von  Prof.  FaiEDLEiN.  93 

und  die  Anftnge  der  arabischen  Geometrie  indischen  Ursprunges 
sind.  Für  meinen  Zweck  besonders  erheblich  finde  ich  (S.  508)  die  Be- 
merkung ,  dass  Firdnsi  den  Arabern  des  5.  Jahrhunderts  ausdrücklich  ma- 
thematische Kenntnisse  abspricht,  und  (S.  514)  die  Angabe,  dass  im  Fihrist, 
nach  8.  494,  Note  1,  im  Jahre  987  beendet,  ein  Commentar  des  Abdallah 
Ben  Alho^atn  Al^al'danÄni  zu  einer  Abhandlung  über  Vermehrung  und 
Verminderung,  d.  h.  über  die  regula  falsi  von  Alkh&rizmi  erwähnt 
wird.     Vgl.  Cantor  S.  349. 

Im  Uebergang  endlich  zur  Verbreitung  der  indischen  Ziffern 
in  Europa,  d.  h.  der  Gobarziffem  in  Verbindung  mit  der  indischen  Arith- 
metik, lässt  es  H.  W.  (S.  515)  unentschieden,  ob  die  Araber  in  Afrika 
und  Spanien  die  indische  Arithmetik,  die  sie  wahrscheinlich  im  Laufe 
des  10.  Jahrhunderts  kennen  lernten,  durch  Araber  des  Orients  oder 
unmittelbar  aus  Indien  erhalten  haben,  und  bemerkt  nur  die  Thatsache, 
dass  die  indische  Arithmetik  bei  den  Arabern  des  Orients  indische 
Rechnung,  bei  den  Arabern  Afrika's  und  Spaniens  aber  Staubrech- 
nung, Gobarrechnung  hiess,  und  letztere  ohne  Zweifel  die  wahre  in- 
dische Arithmetik  sei  (S.  510).  Nur  hätten  die  Araber  des  Westens  die 
längst  gewohnt  gewordenen  Gobarziffem  beibehalten,  von  denen  die  neuen 
indischen  Ziffern  damals  ohnehin  nur  in  4  Ziffern  verschieden  gewesen 
seien.  Die  Araber  Spaniens  aber  hätten  den  Ziffern  allmählig  die  Form 
gegeben,  welche  die  bekannt  gewordenen  Gobarziffem  zeigen  und  welche 
auf  ein  Mal  {lout  ä  coup)  bei  den  christlichen  Völkern  Europa's  im  XIII. 
Jahrhundert  erscheint  (S.  517).*)  Von  Spanien  aus,  wo  Adelard  von  Bath 
(1130)  und  Gerard  von  Cremona  (1114 — 1187)  ihre  Kenntnisse  holten,  sind 
die  ersten  Kenntnisse  der  indischen  Arithmetik  unter  dem  Namen  A Igo- 
rismus zu  den  christlichen  Nationen  Europa's  gekommen,  und  eine  der 
ersten  dieser  Abhandlungen  sei  wahrscheinlich  die  des  Johann  von  Sevilla 
gewesen,  eine  Abhandlung,  die  grossentheils  nur  eine  deutlichere  Fassung 
des  Werkes  von  Alkhdrizmi  ist  (S.  519,  488,  N.  1).  Mit  der  Zeit  hätten 
sich  bei  den  Arabern  von  Indien  her  elegantere  und  bequemere 
Methoden  verbreitet  und  diese  habe  zum  ersten  Male  in  Europa  Leo- 
nardo von  Pisa  in  seinem  grossen  Werke  Liber  Abbaci  (Buch  der 
Rechenkunst)  1202  bekannt  gemacht  (S.  520),  von  welchem  die  zunächst 
folgenden  italienischen  Arithmetiken  nur  mehr  oder  weniger  treue  Copien 


*)  Sonten  die  Gobarsiffern  nicht  schon  von  den  ersten  Jahrhunderten  an  bis 
ram  7.  oder  8.  von  den  Lateinern  nnd  von  da  an  bis  zum  10.  von  Lateinern  und 
Arabern  eine  bequemere  Form  erhalten  haben,  als  sie  in  den  Mss.  des  XI.  Jahr- 
hunderts vorliegt?  Und  da  die  in  Schiras  im  10.  Jahrhundert  geschriebenen 
Ziffern  doch  eine  bequeme  Form  zeigen  nnd  nur  4  Ziffern  davon  von  den  Gobar- 
ziffem sich  unterscheiden,  so  folgt  doch  daraus,  dass  die  Gol>arziffern  des  10. 
Jahrhundert«  nahezu  dieselbe  bequeme  Form  hatten,  wie  si*e  aus  späteren  Mss  und 
den  Beschreibungen  in  Versen  festgestellt  ist  (vgl.  oben  S.  60).  Steht  aber  dieses 
fest,  was  können  dann  die  Ziffern  in  den  lat.  Mss.  des  XI.  Jahrhunderts  anders 
sein,  als  die  naeh  dem  Geschmack  jener  Zeit  gemodelten  Abbilder? 
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seien  (8.523).  Als  Form  der  Ziffern,  die  Leonardo  anwendete,  ergiebt 
sich  die  Form  des  Oobar  (S.  521).  Das  arabische  Wort  cifron  wird 
darch  zephirum  wiedergegeben,  woraus  H.  W.  zero  ableitet  (S.  522 — 524). 
Von  cifron  stammen  chiffre  und  Ziffer  (8.  524 — 525). 

Im  Orient  habe  die  indischen  Methoden  im  14.  Jahrhundert  Maxi- 
raus  Planudes  auseinandergesetzt  (8.  525)  und  die  von  ihm  und  Ton 
Neophytus  angewendeten  Zahlzeichen  und  die  Namen  xlltpqa  und  tivq>Qa 
für  die  Nnll  seien  Beweise,  dass  die  byzantinischen  Oriechen  die 
indische  Arithmetik  durch  Vermittelnng  der  Araber  des  Orients  erhielten 
(8.  527). 

8eit  dem  XIV.  Jahrhundert  sei  also  das  christliche  Europa  im  Besitz 
der  indischen  Ziffern,  und  zwar  in  der  den  Arabern  des  Orients  gebrftnch- 
liehen  Form  bei  den  byzantinischen  Oriechen,  in  der  ursprünglich  von  den 
Nenpythagoreern  eingeführten,  Ton  den  Arabern  bequemer  gemachten  Form 
des  Oobar  bei  den  katholischen  Nationen.  Letztere  Form  wurde  durch 
die  Buchdruckerkunst  fixirt  und  erlangte  dadurch  das  Uebergewich. 


Aus  den  vorstehenden  Angaben  ergiebt  sich  ohne  Mühe,  dass  beide 
Forscher ,  H.  Cantor  und  H.  Woepcke ,  durchaus  nicht  so  in  ihren  Resul- 
taten übereinstimmen,  dass  die  schwebende  Fr^ge  als  eine  entschiedene 
könnte  angesehen  werden. 

Während  H.  C.  bis  China  und  Pythagoras  hinaus  und  zurück- 
geht, findet  H.  W.  die  Anfänge  in  Indien  in  den  ersten  Jahrhunderten 
unserer  Zeitrechnung.*)  Während  dort  die  Neupythagoreer  die  neun 
Zeichen  aus  aller  Herren  Länder  zusammenraffen  und  die  Null  sammt  den 
Namen  erst  später,  nach  Boethius,  denselben  beigefügt  werden,  erhal- 
ten hier  die  Neupythagoreer  die  10  Zeichen,  geben  ihnen  die  grie- 
chisch-semitischen Namen,  wissen  aber  von  der  Null  den  eigentlichen  Oe- 
brauch  nicht  zu  machen.  Während  H.  C.  den  von  den  Arabern  selbst  in- 
disch genannten  Ziffern  sogar  das  Aussehen  wie  indische  Ziffern  bestreitet 
und  von  einer  Gobarrechnung  gar  keine  Erwähnung  macht,  weist  H.  W. 
nicht  nur  von  den  Gobarziffern  und  den  Ziffern  der  Araber  des  Orients 
den  indischen  Ursprung  nach,  sondern  erklärt  auch  die  Gobarrechnung  für 
die  acht  indische  Arithmetik. 

Andererseits  vermochte  ich  weder  den  Resultaten  des  H.  Cantor,  noch 
denen  des  H.  Woepcke  so  beizustimmen,  dass  ich  die  Ansichten  des  einen 


*)  Nach  einer  Mittheilang  im  Morgenblatt  der  bair.  Zeitnng  (21.  Ang.  1863, 
8.  793)  findet  H.  Prof.  Lauth  die  Heimath  unserer  Ziffern  inEgypten,  und  wird 
den  Beweis  dafür  bald  liefern.  —  Derselbe  Gedanke  findet  sich  in  Gogiiet,  von 
dem  Ursprung  der  Gesetze,  übersetzt  von  Hamberger,  Lemgo  17C0 — 02,  I. 
8.  228,  Anm.  6.  „Der  Ursprung  der  Ziffern  oder  Zahlzeichen  vermischt  sich  mit 
dem  Ursprung  der  hieroglyphischen  Schrift."  Vgl.  Martin-,  ßSoue  arch,  XIII. ^ 
8.  589  u.  607;  ferner  Pihan,  Expose  des  »igne*  de  wim^raiion,  8.  41. 
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durch  die  dea  anderen  beseitigt  nennen  könnte.  Ich  habe  in  den  Anmer- 
kungen bereits  einige  Punkte  angedeutet,  in  denen  mir  die  aufgestellten 
Behauptungen  zweifelhaft  erscheinen.  Andere  lassen  sich  nur  durch  ein- 
gehende Betrachtungen  als  unsicher  darthun. 

Unter  diesen  umständen  ist  die  erneute  Untersuchung  des  Einzelnen 
tUein  der  Sache  förderlich  und  da  ich  seit  der  Herausgabe  meines  Schrift- 
ehens  über  Oerbert  weitere  wesentliche  Anhaltspunkte  gewonnen  zu  haben 
glaube ,  80  vermag  ich  vielleicht  durch  Mittheilung  derselben  einen  weite- 
ren Beitrag  cur  Lösung  des  vorliegenden  Problemes  zu  geben.  Der  An* 
fang  möge  mit* einem  der  dunkelsten  Punkte  gemacht  werden,  mit  den 
Regeln  der  Division  bei  Oerbert  und  in  der  Geometrie  des  Boethius. 


VI. 

Analytisch -geometrische  üntersachimgeii. 

Von  Dr.  A.  Enkepeb  , 

Docent  an  der  Universität  Göttingen. 


Allgemeine  Formeln  für  Flächen  iindl4inien  an f  demselben. 

Die  orthogonalen  Coordinaten  x^  y^  z  eines  Punktes  einer  Carre 
doppelter  Krümmung  seien  Functionen  einer  Yariabelen  w.  Bezeichnet 
man  durch  ds  das  Bogenelement,  durch  q  und  r  den  Krümmungshalbmesser 
und  den  Torsionsradius,  endlich  durch  dt  und  dm  die  Winkel  zweier 
successiven  Tangenten  und  Krümmungsebenen,  so  finden  die  Gleichungen 
statt: 

Bind  ferner : 


«, 

ß. 

y; 

A, 

f*i 

v; 

h 

1», 

n\ 

die  Winkel,  welche  die  Tangente,  der  Krümmungshalbmesser  und  die  Nor- 
male zur  Krümmungsebene  mit  den  Coordinatenaxen  bilden ,  so  hat  man 
für  die  Differentialquotienten  von  x,  co5o,  cosl  und  cosk  nach  w  folgende 
Gleichungen : 

dx  ds      dcosa      cosk  ds      dcosl      cosX  ds 

^  dw  cw        dw  Q     dw       dw  r     dw 

dcosX /cosa      cosl\ds 

dw  \   Q  r  J  dw' 

Man  erhält  noch  weitere  acht  analoge  Gleichungen  durch  Vertauschung 
Yon  x,  a,  /,  A  mit  y,  /?,  m,  {i  und  2,  y^  n,  v. 

Gehört  der  Punkt  (x,  y,  z)  einer  Fläche  an ,  so  seien  seine  Coordina- 
ten Functionen  der  beiden  Yariabelen  u  und  v.  Sind  r ,  r'  die  beiden 
Hauptkrümmungshalbmesser,   so  seien  a\  b\  c  ;  a\  b'\  c'  die  Winkel, 


/>= 


Analytisoh-geometrische  Untersuchungen.   Von  Dr.  A.  Enneper.  97 

welche  die  Taugenten  zu  den  Hauptschnitten  mit  den  Coordinatenaxen 
bilden,  denen  respective  die  Krümmungshalbmesser  /,  r'  entsprechen. 
Durch  a,  6,  c  sind  die  Winkel  bezeichnet,  welche  die  Normale  mit  den 
Azen  bildet.  £s  wird  vorausgesetzt,  dass  die  beiden  folgenden  Gleichun- 
gen stattfinden : 

dudv  '^  dudv      du  dv~    ' 

oudv  ducv  duov 

Die  Variabelen  u,  v  sind  dann  die  Argumente  der  Krämmungslinien,  so 
dass  diese  Linien  durch  u  =s  Const,  und  v  =  ConsU  bestimmt  sind.  Setzt 
man  zur  Abkürzung : 

ao  finden  die  folgenden  Gleichungen  statt : 

Wegen  der  Gleichungen  8)  lassen  sich  die  Gleichungen  4)  und  5)  auch  auf 
folgende  Art  darstellen : 

7)  t(Ctl)  +  l.(^110\      PQ_^ 

'  dv\Q  dvr")^  du\P  du/  )  ^  r"  r "• 

Für  die  Differentialquotienten  von  x^  cosa^  cosa\  cosa"  hat  man  folgendes 
System  von  Gleichungen : 

—  =s  Pcosa ,      ^  =  Qcosa  , 

du  vv 


8) 


dcosa  P        ,     dcosa  Q  „ 

dcosa'      P  .    -.        //      dcosa  ^  _, 

-t: s=:-j;COsa  +  Mcosa  ,     — 5 —  =  —  Ncosa  , 

cu         r  dv 

dcosa"            -.        ,       dcosa'       Q  .    «        / 

— ^^ =  —  Mcosa  ^      — =  -7-  cosa  +  Ncosa. 

cu  ov  r 

Für  die  Differentialquotienten  von  ^,  z,  cosh^  cosc  etc.  finden  ganz  analoge 
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Gleichungen  statt,  die  sich  nnmittelhar  ans  8)  ergeben,  wenn  die  Buch- 
staben Xj  a  successive  ersetzt  werden  durch  y,  b  und  2,  c.  *) 

Findet  zwischen  den  Variabelen  ti,  v  eine  Relation  von  der  Form 
F{u^  v)  =  0  statt,  so  gehört  der  Punkt  {x^  y,  z)  einer  Curve  an,  welche  auf 
der  Fläche  liegt.  Man  kann  in  diesem  Falle  eine  der  Quantitäten  ti,  v  als 
Function  der  anderen,  oder  besser,  beide  als  Functionen  einer  dritten  Varia- 
belen ansehen.  Unter  dieser  Annahme  geben  die  Oleichungen  8) : 
dx      dxdu  ,   dxdv        ^        /^w    ,    ^        ./^» 

Diese  und  zwei  ähnliche  Oleichungen  quadrirt  und  addirt  geben : 

Mittelst  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen  folgt: 
10)  ^sscosasst' 


Bezeichnet  man  durch  t  den  Winkel,  welche  die  Curve  im  Punkte 
(x,  y,  z)  mit  der  Krümmungslinie  bildet,  für  welche  u  allein  yariirt,  so  ist: 

dw 
oder,  wegen  der  Gleichung  0): 

^du  ds        ^dv         .     ds 

11)  P-  =  C05T.^-,      0^=«"^. 

Mittelst  dieser  Gleichungen  lässt  sich  die  Gleichung  10)  einfacher  schrei- 
ben: cosu^^ cosd cost  ^  cosa" sinx.  Auf  diese  Weise  erhält  man  die  fol- 
genden Gleichungen: 

cos«=scosaco8t  +  cosa"sm%^ 

12)  cos§  =  cosh'cosx  +  cosb^'sinxf 
cosy  =  eosc'cost  +  cose"sint. 

Zur  Abkürzung  setze  man : 

13)  ^p  +  ^'^^S 

'         dfv  dw         dw      dw      \P  Q        J  dw  dw 

Differentiirt  man  die  Gleichungen  12)  nach  »,  so  folgt  mittelst  der  Gleich- 
ungen (1,  8,  11,  13,14): 


*)  Eine  Tollständige  Ableitung  der  Qleiohangen  4),  5)  und  8)  enthält  die  Ab- 
handlung „Ueber  einige  Formdn  ans  der  analytischen  (Geometrie  der  Flächen**  in 
dar  Zeitschrift  für  Math.  t.  VII. 
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^=Scosa  +  T{cos a" cos x  —  cos a  sin t), 

Q 

15)  — '  =  Scosb  +  T {cosb"  cosx  —  cosb'sint), 

Q 

COSV  ^  I      n%  /  ff  /     .       \ 

=  Scos c  +  T {cos c   COSV  —  cos c  sin t). 

Q 
Diese  Gleichangen  quadrirt  nnd  addirt  geben : 

16)  l  =  ^(S«+r«). 

Ans  15)  nnd  16)  folgt: 
^^  .        S  cos  a+T  (cos  a' cosx — cosa'sinx^ 

17)  cosl^ V(g'  +  7«) -' 

Differentiirt  man  diese  Oleichnng  nack  w^  so  geht  die  linke  Seite  ttber  in 
—  ( — -  H j— ,  oder  wegen  12)  nnd  16)  in: 

ff         ■         ff  '    \i//ot  t  frt\    ^*       coslds 

— (cosacost^cosa  stnx)y(S*'\'T^.-z -— . 

ow        r    ow 

Mit  Rficksicht  anf  diese  Oleichnng,  die  Gleichungen  (1,  8,  11, 12,  14)  giebt 

die  Gleichung  17)  durch  Differentiation  nach  w: 

^^.      coslds       Tcosa  +  S(cosa'smx — cosa'cosx)r  d  (      ,        T\ 

DieM  nnd  zwei  Shnliche  Gleichongan  fttr  eosm,  cosn  quadrirt  and  addirt 
geben: 

Mittelst  der  Gleichungen  18)  und  10)  erhält  man  unmittelbar : 

cosiyiß^  +  J*)  =  Tcos  a  +  S  (cos  asinx  —  cos  a"  cos  t), 

20)         cos  m  yls*  +  T*)  =  Tcos  b+S  {cos  b'  sin  x  —  cos  b"  cos  t), 

cosny{S^  +  r*)  =  Tcos  c  +  S{cos  c'  sin  x — cos  c"  cos  t). 

Nimmt  man  ip=ti,  v=Consl,y  sogeben  die  Gleichungen  11):  t=0,  ^=/>. 

Die  Gleichungen  13),  14),  16)  und  19)  geben  dann  fttr  die  Krttmmungslinie, 

in  welcher«  allein  .arürt:S  =  f.r=5. 

Ebenso  findet  man  fttr  die  Krttmmungslinien,  für  welche  v  allein  variirt : 

Die  kttrzeste  Linie  (geodätische  Linie)  zwischen  zwei  Punkten  einer 
Fläehe  bat  bekanntlich  die  Eijrenschaft,  dass  ihre  KtlimmTin^E^V^^Tiftmm«! 
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durch  die  Normale  der  Fläche  geht.  Diese  Eigenschaft  wird  ausgedrückt 
durch  die  Gleichung  cqsacosl  +  cosbcosm  +  cosccosn  :=zO^  oder  wegen 
der  Gleichungen  20)  durch  7  =  0.  Die  Gleichungen  10)  und  19)  geben, 
mit  Rücksicht  auf  13): 

ooN  1        cos^x   .iin^t       1  /l         1\ 

'  q  r  r  r  \r        r  / 

Durch  Elimination  von  r  folgt  hieraus  die  elegante  Gleichung: 

Für  r"  +  /  =  0,  oder  r"  =  /,/  =  —/,  geht  diese  Gleichung  über  in : 

Bezeichnet  man  durch  da  den  Winkel  zweier  successiven  Krümmungs- 
halbmesser, so  ist  atf'=aa)»+ 3  «•=(^  +  ^)a*,  oder  |5  =  j/^i  +  i\ 

=  — ,  wo  ^  der  sogenannte  Radius  der  ganzen  Krümmung  ist.   Die  Gleich- 

ung  24)  enthält  aber  folgendes  Theorem : 

Verschwindet   in  jedem  Punkte  einer  Fläche  die  algebraische 
Summe  der  Hauptkrümmungshalbmesser,  so  ist  der  Radius  der 
ganzen  Krümmung  einer  geodätischen  Linie  einer  solchen  Fläche 
gleich  dem  absoluten  Werthe  eines  der  Hauptkrümmungsbalb- 
messer. 
Die  geodätische  Linie  ist  ein  besonderer  Fall  der  Curve,  deren  Krüm- 
mungshalbmesser mit  der  Normale  zur  Fläche  den  constanten  Winkel  6 
einschliesst.     Für  eine  solche  Curve  ist  cos  a  cos  k  +  cos  b  cos  11  +  cos  c  cos  v 

s=cos8.  d.  h.  nach  15)  und  16)  S  sind  =  TcosS.  S= .     Man   erhält   für 

'  '  Q,cos8 

diese  Curve  ganz  analoge  Gleichungen   wie  22)  und  23),   wenn   q  durch 

Q,cos8  ersetzt  wird. 

Für  eine  Niveaulinie,  deren  Ebene  der  o:^- Ebene  parallel  ist,   hat 

mAndz=:iO,  oder  P-r^cosc  +07Acosc"  =  0.     Mit   Rücksicht    auf    II) 
ow  CfV 

folgt: 

cos  c     , 

j,  +  iangx:=0. 

cosc 

Diese  Gleichung  nach  w  differentiirt,  giebt: 

1     dx^      /         co^c\/     du ^p\       cosc  /^^_  0  cosc'  dv\ 

^xdw'^K    '^^^^^'Jy     Vw  d^J'^ cosc'\7' div'^  7  ^^'d^)~^' 


cos' 
oder  da: 


so  folgt: 


^du  ds      ^dv         .     ds      cosc' 

ow  ow        ow  ow     cosc 
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^T   ,       3ti  dv +COSC  fco^\_^sir? 

dw  dw         dw 


+  cosc  /co^\      sir^x\  ds 

d.  i.  nach  13)  und  14):  •.'    '. .. 

^_    +  COSC  d—^.fi^^^o 

Die  Gleichung  16)  geht  hierdurch  über  in:  •*  //"• 

5m  c co^x      sm*x ^     .     ^        /«Vt       ££f*Ä- 

V~  "7^  ■*"  ~'~  ~  /  ^  /" ""  \7^  ■*■  "5^7 1-. 

oder:  •'.  .• 

'  ^         r        r        stnrc\   r  ^     )  .-    • 

Legt  man  durch  die  Normale  eine  Ebene  parallel  der  Axe  der  r,  beziericfi; 
net  durch  ^^  den  Krümmungshalbmesser  dieses  Normalschnittes,  so  ist:  '     . 

Die  Gleichung  25)  lüsst  sich  nun  einfacher  schreiben : 

8inc_\        \         1 
•  P  r        r         ^, 

Wenn  /  +  r"  =  0,  so  folgt  p  =  —  g^sinc,  d  h. : 

Verschwindet  für  eine  Fläche  die  Summe  der  Hauptkrämmungs- 

halbmesser,  legt  man  durch  einen  Punkt  n  derselben  eine  Ebene 

S^  so  ist  der  Krümmungshalbmesser  der  planen  Schnittcurve  in 

ff  die  Projection  auf  die  Ebene  E  des  Krümmungshalbmessers  des 

Normalschnittes,  der  in  jt  zur  Ebene  E  senkrecht  ist. 

Wenn  die  Samme  der  reciproken  Krümmungshalbmesser  constant  ist, 

so  enthält  die  Gleichung  26)  noch  ein  ziemlich  einfaches  Theorem,  welches 

der  Kürze  halber  übergangen  werden  möge. 

II, 

Flächen,  für  welche  einer  oder  die  Summe  der  Haupt- 
krümmungshalbmesser constant  ist. 

Nimmt  man/  =  /:,  wo  k  eine  Constante   bedeutet,    so  geben  die 

Gleichungen  (I.  8)  —  =  OcosaT^    — —  =  —  —  cosa"    oder    Qcosa"^    eli- 

minirt : 

dx dcosa 

also  X  —  S  =  —  kcosa,  wo  |  Function  von  u  allein  ist.    Bezeichnen  £,  17,  ( 
Functionen  von  w,  so  erhält  man  die  Gleichungen : 

1)        a:— {= — kcosa^     y— ^= — kcosb^     z — J==:Afco*c. 
Differentiirt  man  diese  Gleichungen  nach  Uy  so  folgt  mittelst  der  Gleich- 
ungen (I,  8) : 
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^^  =  p(l-*)co:«'.|5===p(l-^,)co,6'.     |l  =  />(l_*).o.c'. 


2) 

dt 

Mnitiplicirt  man  diese.-G^Ielchangen  respective  mit  den  Gleichangen  l), 
bildet  die  Somme  djBC^odncte,  bildet  ferner  die  Summe  der  Quadrate  der 
Gleichungen  l),  s6*;^r0A\>en  sich  die  Gleichungen: 

.•:*••.    (.T-{)*  +  (y-i?)'+(j-t)'=Ä*, 

..  •■:y('-er.+c-')r>('-o|l=«- 

Sieht  d«n  in  diesen  Oleichangen  g,  17,  {;  als  die  Coordinaten  eines  Punktes 

ei]ier**C)iirye  doppelter  Krümmung  an,  so  zeigen  dieselben  unmittelbar, 

H^QfÜrii'die  Flächen,  für  welche  r  =k  ist,  durch  eine  Kugelfläche  mit  dem 

'•ujOnstanten  Radius  k  erzeugt  werden,  deren  Mittelpunkt  sich  auf  einer  be- 

'•  liebigen  Curve   doppelter  Krümmung   bewegt.     Für   r  =^k   zeigen   die 

Gleichungen  3)  und  4),  dass  — =0,  iV=0,  in  der  zweiten  Gleichung  21) 

verschwindet  dann  die  rechte  Seite,,  der  Torsionsradius  der  Krümmungs- 
linien, für  welche  v  allein  variirt,  ist  unendlich  gross,  die  Elrümmungs- 
linien  sind  also  plan.  Die  in  Rede  stehenden  Flächen  bilden  also  einen 
besonderen  Fall  der  Flächen,  für  welche  ein  System  von  Krümmungslinien 
plan  ist.  Ist  die  Summe  der  Krümmungshalbmesser  constant,  so  sind 
zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  beide  Krümmungshalbmesser  con- 
stant sind ,  oder  dieses  nicht  der  Fall  ist.  Die  Gleichungen  (I,  4)  zeigen 
unmittelbar,  dass  r  =zr\  wenn  r  und  r'  constant  sind  und  umgekehrt. 
Setzt  man  /  =  r"  =  Ar,  so  geben  die  Gleichungen  (I,  8)  : 

--z=zPcosaj  k—r — =  —  Pcosa^  --=:^Qcosa  .  k —r —  =  —  Qcosa, 
du  ou  öv  ov 

oder: 

dx dcosa     dx dcosa 

Durch  Integration  folgt:  x — 1== — kcosa,  wo  |  eine  Constante  bedeutet. 
Man  erhält  wieder  die  Gleichungen  1)  und  hieraus  {x  —  J)*  +  (y  —  rff 
+  (2  —  {;)»  =  Ac*,  d.  h.  die  bekannte  Gleichung  der  Kugelfläche.  Dieses 
Resultat  ist  in  den  Gleichungen  l)  und  2)  enthalten  für  den  besonderen 
Fall,  dass  £,  17,  i  constant  sind. 

Sind  r  und  r"  nicht  constant,  so  lässt  sich  die  Gleichung  r  +r'=2k 
auf  r'  +  r"=0  reduciren,  dieses  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  die  Krüm- 
'  mungshalbmesser  der  Parallelfläche  zu  einer  gegebenen  Fläche  /  +  Ar, 
r"  +^  k  sind. 

Nimmt  man  r'+r"=0,  so  kann  man  setzen  /=/,  r"  =  —  ^,  wo  /  eine 
wesentlich  positive  Quantität  ist     Die  Gleichungen  (I,  4)  nämlich: 
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gehen  dann  über  in : 

dlogP 


dv  dv 

Iit  27  nur  von  u  and  V  nur  von  v  abhängig,  so  geben  die  beiden  yorstehen- 
den  Gleichungen  integrirt: 

WO  snr  Vereinfachong  der  folgenden  Rechnungen  statt  U^  V  deren  Diffe- 
rentialquotienten nach  «,  V  gesetzt  sind.  Substituirt  man  die  vorstehenden 
Werthe  von  P,  Q  in  die  Gleichungen  (I,  3),  so  folgt: 

Q  dv~      Q  dvdV~  2dudV^^^  t' 

pdu~     Pdudü~ 2  dvdu^^  t' 

und  hieraus:  dM_dVdM_  i  düdV  d*         l_ 

dv~  dvdV~  2  dudvdV^^^  t' 

dN_düdN_i  dUdv  a»     ^ 
du  ~dudü~  2  du  dpdu*^  t' 

Ffir  diese  Werthe  von  Jlf,  iV  geht  die  Gleichung  (I,  5)  nämlich :   7r-  +  %r- 

^  dv       du 

PQ  ^^üdv.     . 

=s-y^^s=: '-K^-TT-  überm: 

//'  i  du  dp 

a*      1      a*      1     2 

Diese  Gleichung  hat  merkwürdiger  Weise  dieselbe  Form  wie  die  partielle 
Differentialgleichung  für  ti  der  Flächen,  für  welche  rr"  constant  ist,  wenn 
das  Bogenelement  einer  Curve  einer  solchen  Fläche  die  Form  /|  (d  ü*+d  F*) 
hat,  beide  Differentialgleichungen  sind  nur  durch  den  constanten  Factor 

von  —  verschieden*    Das  vollständige  Integral  der  Gleichung  4)  ist  nach 

Liouville  (in  den  Noten  aur  Geometrie  von  Monge  5">*  6d.  p.  507  und  im 
Joum.  de  Mathöm.  XVIII.  71): 

j__.  q>'(U+Vt)rl;'(ü—Vi) 
t  ^{i  +  fp{0'\'Vi)^(ü—Vi)f 
wo  t  =  y{^ —  1) )  7 1  ^  arbiträre  Functionen  ihrer  Argumente  sind.  Man 
kann  einfach  ü'=u^  V=:v  setzen,  alle  zu  bestimmenden  Quantitäten  er- 
scheinen als  Functionen  von  U  und  F,  so  dass  es  am  einfachsten  ist,  diese 
Functionen  mit  ihren  Argumenten  zu  identificiren.  Unter  dieser  Annahmö 
hat  man  die  folgenden  einfachen  Gleichungen : 

i  ^        <p'{u  +  vi)^/(u-^v{) 
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Aas  den  Gleichnngen : 

dx  dx 

7r-  =  Pcosa^=iyi.co$a\    •T-'=Qco8a'=syt,cosa\ 

du  ov  ' 

folgt  durch  Differentiation,  mit  Rücksicht  auf  5) : 

dur      2yidu  \r  J'  2  du    yi 

1  a/  cosa'' 

"*"  2dv'yr' 

Vx      \    l  dt         ,  ,  (Q  .„        ,\^.  1  dtcosa 

:r-T  =  —  -7-^-co5a  +{TCOsa+Ncosa  )  K'=co*a— —  — ---- 
du*      2ytdv  \r  /  '  2  du    yi 

1  a/  cosa' 

'^itdi'yr' 

Diese  Gleichnngen  addirt  geben : 

d^x      d*x 

Die  Gleichungen: 

dcosa  P         ,  \  dx       \dx 

—5 —  = T,  cos  a  = ;-^  -—  =  —.  r—, 

au  r  r   du       t  du^ 

dcosa Q         „ 1  dx i  dx 

dv  r  /  dv     '       i  dv* 

geben  durch  Differentiation  nach  v  und  u  für   ^    ^  >   zwei  Werthe,  aus  wel- 
°  dudv 

eben  man  folgende  Gleichung  erhält: 

_,  a  /l  dx\,    d  /l  aa:\       ^ 

Setzt  man: 

8)  ii  +  »i  =  p,     tf  —  at  =  5r, 

so  giebt  die  Gleichung  5) : 

^  ^  t~^[l  +  q>{p)^{q)r 

Die  Gleichungen  6)  und  7)  gehen  mittelst  der  Gleichungen  8)   und  9) 
über  in: 

_^  o  ^f  (g)  y/  (p)  y  (p) — y  (p)  ^Z  (g)  V''  (g) 
i  +  9>(p)*(g) 

oder  wenn  man  für  einen  Augenblick  setzt:  ?»t'(p)9>'(p)=|,  ^i'(g)^' (?)=»;, 
_J_S^ 1_£^     -  <>>(?)  l  —  y(p)i? 

q>'(p)dp       H>'{q)dq'^      l  +  ?>(p)t(g)* 
Denkt  man  sich  p  durch  9>  nnd  q  durch  ^  ausgedrückt^  setzt  in  der  vor- 
stehenden Gleichung  9,  ^  stats  9>(p),  ^(g)i  so  wird  dieselbe  einfacher: 


Von  Dh  A.  Ennbper.  105 


10)  ^^     ^iy^3»^— yiy 

^  dq>      d^         l  +  g>*' 

wo  £  nur  von  tp  und  i^  nur  von  ^  abhängt.     Aus  der  vorstehenden  Oleich- 
ong  folgt: 


^^-'J      Vil-£5._!2illiH'' 


oder  aaf  beiden  Seiten  mit  q>  multiplicirt: 

Addirt  man  hieran : 

d(p  drff  l  +  g)t' 

so  folgt: 

!!i  _  2  £i = _  £5L_ll__ 

oder  aaf  beiden  Seiten  mit  qo  mnltiplicirt: 

/a£     £^\_ 

Man  überzeugt  sich  leicht  mittelst  10),  dass  die  rechte  Seite  dieser  Gleich- 
ong^  ist,  folglich: 

Ebenso  folgt  aas  10) : 

Da  (  nnr  von  9,  ly  nnr  von  tf;  abhängt,  so  können  die  Gleichnngen  11) 
und  12)  nnr  dann  bestehen,  wenn  jede  ihrer  Seiten  constant  ist.  Setzt 
man: 

13)  i  1^  =/;,  so  folgt  I =/;  V» + A'  <p  -/;". 

^o  A>  /i'i  A"  beliebige  Constanten  sind.  Die  Gleichungen  11)  und  12) 
geben  fttr  diesen  Werth  von  |, : 

Diese  Gleichungen  endlich,  in  Verbindung  mit  10)  und  13),  geben : 

14)  i?=/i'V  +  /;>-A. 

Die  beiden  Werthe  von  £  und  i;  sind  die  allgemeinsten,  vr^VcVi^  (i^t  Q\^\Oy\- 

Z^Uekrin  für  Matbgmatik  o.  Phytik.  IX,  2.  ^ 
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ung  10)  genügen.     Substituirt  man   in   13)  und  14)  für  |,  iy  ihre  Wcrthe 
9>i{p)9{p)^  W(^)'«f''(^)»  80  folgt: 

9^/(/>)9(p)  =  A9Hp)  +  /'i>(p)-A". 

W  (^)  tf'' (7)  =/-/>nP)  +  A>  W  - /"m 
und  hieraus: 

Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit  j:=  9,  (p)  +  if;,  {q)  geben  : 

'        ./  V  (p)  J  ¥(ä) 

Ganz  analoge  Gleichungen  erbiilt  man  für  y  nnd  t.     Sind  y„  <;,',  <;,";  ä,, 
A,',  /i,"  näher  zu  bestimmende  Constanten,  so  findet  man : 


17) 


»/  <»>'(p)  j  '/''(?) 


Ay'(p)+Vy(p)-A." , „ _^  /-W(g)  +  A.>(g)-A. 


Ay'(p)+A.>(p)-A.'%„  ,    /»- 


i<''(«) 


dq. 


Die  Gleichungen: 

du  dv       dudv       dudv  ', 

gehen  durch  Einführung  von  jo  =  1/  +  vi,  q  =  u  —  r  i,  /  ==  - —  ^~-  Y     ^ 

4<p(p)i>;(r/) 

über  in: 

6-:)'+(g)+G-;)=».(i5T+0"+G^)'=». 

dpoq       dpdq       dpdq  8qt)'(/))i/;'(^) 

Diesen  Gleichungen  müssen  die  Werthe  von  ;r,  y,  2:  aus  15)  und  16)  iden- 
tisch gentigen.  Hierdurch  ergeben  sich  folgende  Relationen  zwischen  den 
Constanten  /",,  g^^  /ij  etc.: 

^  A*  +  i//  +  V-=0,     /•/'^^  +  ör/'*  +  Ä/'^  =  0, 

Gehören  die  Winkel: 

A     9,     Ä; 
/^i     9^     Ä; 

f  j    9  ^    Ä  ; 

zu  drei  gegenseitig  orthogonalen  Richtungen  im  Räume,  so  lassen  sich  die 
GJpichuno^en  17)  durch  folgende  ersetzen: 
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4.fi  =  cosf+icosf\     4fi''s=:cosf — icosf*^     2f{=scosf^\ 
17)      \.g^^=iCosg+icosg\     4gi"  =  cosg  —  icosg\     2g{z=siC0sg\ 
4,hi=^cosh+icosh\     4h"=zcosh  —  icosh\     2h^'=^cosh'\ 
LXsst  man  der  Einfachheit  halber  die,  durch  f^g^  h,,,,  bestimmten  Rieh- 
tongen,  mit  den  Coordinatenaxen  zusammenfallen ,  so  geben  die  Gleichun- 
gen 18)  folgende  einfache  Lösungen  der  Gleichungen  17) : 

4  4 

Die  Gleichongon  15)  und  16)  werden  hierdurch: 

Die  Gleichung: 

giebt  für  /  nur  dann  reelle  Werthe,  wenn  ^{io)  =  ^(p)  + « ^(p)t 
^{q)z=zO{q)  —  i^{q)»  Setzt  man  einfacher  9(/>)=jPi,  '*(5')  =  ö'ii  so 
erhält  man  folgende  Gleichungen,  die  für  x,  y,  z,  /  immer  reelle  Werthe 
geben : 

dp,  dju 
•     .  .1  dp   dg 

19)  dp  d(j 

^/>  dq 

'■'-.f-t''*/t''- 

dp  dq 

Die  vorstehenden  Gleichungen  haben  die  Eigenschaft,  dass  a:,  y,  z  iu 
Function  der  Argumente  der  Krümmungslinien  ausgedrückt  sind  ,  und  das 
Bogenelement  einer  Cuive  die  Form  [{cuy  +  {dvy]Vt  hat.  Die  Werthe 
▼OD  X,  y,  z  lassen  sich  ohne  Integralzeichen  darstellen,  so  dass  dieselben 
als  Fanctionen  neuer  Variabelcu  t/j  und  &,  erscheinen,  welche  dann  aber 
nicht  mehr  Argumente  der  Krümmungslinien  sind. 
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Die  Gleichungen  19)  geben  für  einfache  Annahmen  von  Pi,  $^,  Oleich- 
ungen  von  Flächen,  welche  sich  auf  anderem  Wege  nur  durch  complicirte 
Betrachtungen  aufstellen  lassen.  Nimmt  man  p,  =p  (h  +  gi)^  q^  =^  (Ä — gt)^ 
80  giebt  die  Elimination  von  p,  q  zwischen  den  Gleichungen  für  x^y  z  eine 
Relation  zwischen  hx  —  gy^  gx  +  Äy,  z\  durch  eine  einfache  Transforma- 
tion der  Coordinaten  lassen  sich  die  beiden  Constanten  g  und  h  auf  eine 
reduciren.  Setzt  man  einfacher p,  =  Arp,  j-,  =  Ar ^,  so  gehen  die  Gleich- 
ungen 10): 

Akx  =  lk*{p'+<f)  —  {p  +  q),     2kx=\k^{t^-^Zuv')  —  u, 
Aky=)^k^{p^—^)  +  i\p  —  q),    2ky^{k^iy  —  Zu^v)  —  v, 

Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  leitet  man  leicht  die  folgenden  ab : 
4*'(a:'  +  y'  +  |2')=/,y(l+;A'pg)», 

Durch  Elimination  vonpg  zwischen  diesen  Gleichungen  folgt: 

[*'^^  + 1  +  f  ****]=  0  [**^^  + 1 -**(**+ y' +  ?*')]'• 

In  den  Gleichungen  19)  kann  man  immer  x  —  {,  y  —  i?»  ^  —  t  setzen ,  wo 
sich  die  Constanten  $,17,  (  auf  eine  parallele  Verschiebung  der  Coordina- 
ten beziehen,  diese  Zuziehung  arbiträrer  Constanten  ist  in  den  beiden 
folgenden  Beispielen  angewandt,  um  die  erhaltenen  Resultate  möglichst  zu 
vereinfachen. 

Ist  der  Modul  gleich  — ,  so  hat  man  folgende  Gleichungen : 

1  —  sin^  amgu.J^amgv 

cos  amgp,  cos  amgq  =  — n 7, , 

^'^  1  —  sttramgv.J^amgu 

1  — cos*  am  g  neos*  am  gv 

_    ,  sinamgp.sinamgq  = r-i 7i , 

20)  ^  ^  1 — stn^amgvJ^amgu 

_    cos^amgv'\' cos^amgu 

Jamgp.Jamgq  =  \ r . 

^'       »  1  —  sm^amgv.J^amgu 

1  +  cos^amgu=i2'J*amgu. 

Kür  Pi  =  —  cosamgp^  9i  =  —  cos  amgq  folgt: 

p,*  —  l  1  sinamgp        2    d        ^       ,  . 

^ = =  T  ^ arctang {cos amgp), 

dPi  g  Jamgp        f  dp 

dp 

Pi^+l 2  Jamgp  1     3         1  —  cosamgp 

dpi  gsinamgp       g*  dp        l-j^cosarngp 
J^ 

p,     cosamgp         ^    ^  /      ^<^^9P 

dpi  gsinamgp  Jamgp            g'^  dp       sinamgp 
dp 


Von  Dr.  A.  Ennepeu.  109 


Seist  man  in  10)  z  +  '--ilog2  statt  z,  so  erhält  man  für  x,  y,  z  folgende 

Gleichnngen : 

^  •  .       /  \  •        .       f  X  cosamgp+cosamgq 

lg^x=^arciang  (cos  amgp) + arctang  (cos  amgg)  =  arctang ^-^ ^-, 

1  -  cos  am  gp  cos  am  g  q 

oder,  wegen  1  +  cos^amgp  =  2J*amgp: 

,  1  —  cos  amgp»  cos  amqq 

cos2g^x= -— ^^ i!-L., 

2Jamgp.jdamgq 

Für  y  findet  man  die  Gleichung : 

_ .  t,. 1  —  cos  amgp       1  -j-  cos^ amgg 

l+cosamgp  '   1  —  cosamgq' 

Diese  Gleichung  giebt,  mit  Hülfe  von  2  +  ^2ai.|.g-2airr=(2co5a)S: 

^  ,         1  —  cosamgp  cosamgq 

cos2g^y^=^  — : ^^- ^. 

stn  am  gp .  sin  amgq 

Für  z  ergiebt  sich  die  Gleichung : 

sinamgp.sinamgq' 

Mittelst  der  Gleichungen  20)  gehen  die  vorstehenden  Gleichungen  für  x,  y, 

z  über  in : 

co^amgv  —  co^amgu  ,         cos^amgv  —  co^amau 

cos2g*y  =  - -z 5 ,  C052flf«a:=— -5 ^ — ^ 

1  —  cosramgucos^amgv  ''  co^amgv  + co^amgu 

_-t^ co^amgv  +  cos^amgu 

1  —  cos^amgucos^amgv ' 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  unmittelbar  die  bekannte  Gleichung 

(Scherk  in  Crelle's  Journal  t.  XIII) : 

C052^y^^_y^ 

cos2^x 

Nimmt  man  wieder  den  Modul  gleich  — ,  so  ist: 

.  cosamgp  —  i 


cos  am  (1  +  f)  gp  cos*  am  gp  +  i  ' 

1  .  cos^amqq  +  f 

gi= ,, — ?nT-=— * 


cosam{l  —  i)^^  cos*amgq — 1  ' 

Ffir  diese  Werthe  von  p,  und  gt  fipdet  man : 

Pi* — 1        1    sinamgp.Jamgp  1    d  . 

-— = ^^- ^^-  = r  ^r- log  cos  amgp, 

dpx  g  cosamgp  f  dp 

dp 

.Pi*+1 1         cosjamgp i.  _^  ;     ^*^^^9P 

dpx  g  sinamgpjamgp  ^  dp        damgp^ 

Pj       f  l+co^amgp  *     ^  7     sinamgp.Jamgp 

dpi  4y*  sinamgp, cosamgp. J amgp       2g* dp  cosamgp 


.  t  _.  •        sinamgp.sinamgq 

e-^^'^^cosamgp.cosamgp,     e'-^^if  =  ■——■ , 

^^  ^'^  2Jamgp.^amgq 
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Setzt  man  in  den  Gleichungen  19)  y "^^^9^  ^^^^^  ^ >  ^^  geben  dieselbeo 

für  die  obigen  Werthe  von  p,  und  g, : 

jsamgpy 

_^f^f sinamgp.Jamgp.cosamgq 

sinamgq.Jamgq.cosamgp' 
Mittelst  der  Gleichungen  20)  leitet  man  hieraus  für  x,  y,  z  folgende  Gleich- 
ungen ab: 

4tf**         — 4</*  (^**'  omgv  —  cos'  amgu){i  +  cos^  amgu  co^ am  g  v) 

(1  —  sin*amgvJ*amgu){l — sin^amgtij^amgv)  ' 

-t  _^  t  {cos^amgu  +  co^arngv)*  —  (l  —  cos^amgueosFamgv)* 

(^eos*amgu  +  cos^amgv)(l  — cos'amgucos'amgv)    *       j 

4cos4^z  = 

cos'amgv  —  cos^amgu     l  +  cos*  amgu  cos*  am g  9 

cos* amgV'i' cos* amgu  *  1  —  cos*amgucos*amgv 

{cos*  amgu  +  cos*  am  g  v)*^ —  (1  •—  cos*  amgu  cos*  am  g  v)* 

(1  —  sitiFamguJ*amgv)(l — sin*amguj*amgv) 

Aus  diesen  Gleichungen  findet  man: 

cos^g*z  = . , 

welche  Gleichung  ebenfalls  zuerst  von  Scherk  aufgestellt  ist.  Die  beiden 
vorhergehenden  Resultate  sind  in  der  allgemeinen  Annahme 

—  =  cos  am  {g  +  hi)p^    —  =  cos  am  (g  —  h  i)  q 

Pi  ^f 

enthalten,  welche  indessen  zu  complicirten  Gleichungen  führen.  In  der 
Abhandlung  von  Scherk  (Grelle,  J.  XIII,  p.  188)  findet  sich  die  Gleichung 
einer  Fläche  angemerkt,  welche  die  Rotationsfläche  der  Kettcnlinie  und 
die  Schraubenfläche  als  besondere  Fälle  enthält.  Die  bemerkte  Gleichung 
ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  19)  für 

logpi  =  --^-  ~  ,     log  g, 


nh+giy  '^'''-nh^giy 

wo  h  und  g  Constanten  sind.  Es  ist  vielleicht  nicht  uninteressant,  diese 
Gleichung  noch  auf  andere  Weise  abzuleiten,  wobei  sich  eine  einfache  Art 
der  Erzeugung  der  beinerktnn  Fläche  ergiebt.  Durchläuft  ein  fester  Punkt 
einer  ebenen  Gurre  die  Heüx  eines  Kreiscylinders,  während  die  Ebene 
der  Curve  beständig  durch  die  Axe  des  Cylinders  geht,  so  beschreibt  die 
Curve  eine  Fläche ,  deren  Gleichung  das  Resultat  der  Elimination  von  m, 
zwischen  deft  Gleichungen : 

21)  ^-?  =  /'[(.r-|)'  +  (y-^)'],     ^  =  |, 

.V        v 

ist,  wo  f  ein  beliebiges  Functionszeichen  bedeutet,  und  die  Coordinatcn 
J,  ij,  J  eines  Punktes  der  llelix  als  Functionen  der  Variabelen  Wj   ange- 
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sehen  werden.  Setzt  man  |  =  /rco*M, ,  iy  =  ArsiVi«, ,  ^=  ktangö ,Ui,  wo  k 
und  ö  Constanten  sind,  so  lässt  sich  ein  Punkt  der  Fläche  21)  in  Function 
sweier  Variabelen  w,  und  r,  auf  folgende  Art  ausdrücken: 

a;  =  »,  C05 ti, ,  y  =  Vj 51/1  Mj  ,   z  =  k lang Ö.Ui  +  /" [(r,  —  Ar)*], 
oder  kürzer: 

22)  j:  =  V,  C05  ti, ,  y  =  v,  siVi  ti, ,  z=zgu^  +  F, , 

yrog  =  ktang8  und  F,  nur  von  v,  abhängt.  Die  Gleichung  der  erzeugen- 
den Curve  in  der  a:r- Ebene  ist  2  =  F,  für  Pj  =0:.    Setzt  man  zur  Abkür- 

2ong  ^-— ^=  F/,    -^ — ^  =  F,",  so  folgt  mittelst  der  Gleichungen  22): 
o  Vi  '^Px 

2^     ji_  _    d v,^  f;  *) 

Setzt  man  in  der  vorstehenden  Gleichung  r  +  r'  =z  0,  so  folgt  durch  Inte- 
gration : 

p,«F.'=ÄK(V+^+t-,»r."), 

und  hieraus: 


^-y(-4±ö. 


wo  h  eine  Constante  bedeutet.     Mit  Weglassung  einer  unnöthigen  Con- 
stanten folgt  durch  weitere  Integration 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  F,  in  die  Gleichungen  22),  setzt 
f/j  =  arclang  — ,  Vj*  =  a:*  +  y'  i 

X 

80  erhält  mau  folgende  Gleichung  der  gesuchten  Fläche : 
r-lhl.n  n^  +  »'  +  g')+n^  +  /  +  A«) 

Ay  ^(a;'  +  y*  +  g']  +  gx^C^-«  +  y«  ^  A«) 

III. 

Flächen,  für  welche  ein  System  von  Krttmmnngslinien 

plan  ist. 

Ist  das  System  von  Kriimmungslinion  einer  Fläche,  für  welches  v  allein 
Tariirt,  plan,    so  muss   in    der  zweiten    Gleichung  (I,  2l)r  =  oo,   oder 


1  _^   I  r\ 

*)  Man  Bndct  noch   -t-t?  ==r  ^, .  ,  -,  ."j^ — Tjr'riv:^ —  1/ r  \~t — i~t — »77''»T".    «o 

d«8S  aach  eine  Fläche  von  constautcm  Krümmungsmaass  auf  die  angegebene  Weise 
durch  eine  Curve  erzeugt  wird. 
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—  arctang  --r-  .=  0  sein.     Diese  Gleichnng  integrirt  giebt : 
ov  ij 

1)  N=  U^, 

wo  ü  eioe  Function  von  u  allein  bezeichnet.    Aas  der  Gleichung  (I,  3  und 

1,4)  folgt:    ' — r  = r,N.     Für  den  vorstehenden  Werth  von  N  geht 

our  r 

diese  Gleichung  über  in: 

dur  r'r       ^     Pdur  r      ' 

Durch  Differentiation  nach  u  folgt  hieraus: 

du\Pdu7)  7  du  dur        r'r  r  du 

Die  Gleichung  (I,  7)  lässt  sich  wegen  der  vorstehenden  Gleichnng  schreiben : 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  2  —  x-  -7?«  so  folgt: 


d  (r  d  p\'    .  ^ ,,,,  d  //>Y    Jü  d  p 

dv\0  dvr  /       ^  ^dv\r/  dudvr 

tion  erhält  man  hieraus : 

(iÄ^.)'+c.+.-)fe-^)'=.,-.^(|f)', 


d 
Durch  Integration  erhält  man  hieraus 


wo  üi  eine  beliebige  Function  von  u  bezeichnet.  Bezeichnet  man  die 
rechte  Seite  dieser  Gleichung,  welche  nur  Function  von  u  ist,  durch  l^,*, 
ist  B  ein  beliebiger  Winkel,  so  lässt  sich  die  vorstehende  Gleichung  durch 
die  beiden  folgenden  ersetzen: 


P__l_    du  U^  . 

r     d     P  ^  rr  ^ 

Q  dvr 
Nimmt  man  in  den  Gleichungen  (1, 11)  v  allein  variabel,  so  geben  die- 
selben 0==^ — >  T=;=— ,    die   Gleichungen   (I,  13  und  14)  werden   dann: 

5=  -7-,  T=z  —  7r= r  .     Substituirt  man  diese  Werthe  von  t,  S  und 

r  0  r 
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T,  80  sind  die  Cosinus  der  Winkel ,  welche  die  plane  Krümmangslinio  mit 
den  Axen  bildet : 

ov  €08  a  —  ücos  a     cos  b'  —  ücosb      cos  c  —  ücos  c 

Mittelst  der  Oleichnngen  (I,  8)  und  N=sü  ^  findet  man  dnrch  Differen- 
tiation nach  V,  dass  die  Ausdrücke  (3)  unabhängig  von  v,  also  blosse  Func- 
tionen von  u  sind.  Die  folgenden  Entwickelungen  gewinnen  sehr  an  Ein- 
fachheit, wenn  man  die  bemerkten  Cosinus  als  die  Cosinus  der  Winkel  an- 
sieht, welche  die  Tangente  einer  Cnrve  doppelter  Krümmung  mit  den 
Coordinatenaxen  bildet,  deren  Coordinaten  Functionen  von  u  sind.  Haben 
^9  ß^Yi  ^1  f^/  ^y  ^  ^>  ^  dieselbe  Bedeutung  wie  in  (I,  2),  so  hat  man  für 
w  =  u  die  Gleichungen : 

.    d cos tt cosXds      dcosl cosXds      dcosl (cosa      cost\ds 

wo  wieder  q  der  Krümmungshalbmesser,  r  der  Torsionsradius,  Bs  das  Bo- 
genelement,  d  t  der  Contingenzwinkel  und  d  oo  der  Torsionswinkel  ist.  Die 
aämmtlichen  vorstehenden  Quantitäten  werden  als  Functionen  von  u  an- 
gesehen. 

Setzt  man : 

cosa  —  üco8a^=cosa.y{l  +  ü% 
6)  cosb'  —  ücosb  =  cosß.yll  +  ü*), 

cosc  —  ücosc  =  cosy.y^i  +  i7'), 
80  folgt  dnrch  Differentiation  nach  u,  mit  Hülfe  der  Gleichungen  4)  und 
(1,8): 

(-7?  —  —jcosa+-r,  ücos a  +  Mcos a' 
cosa+y{\  +  U')—-^, 


7) 


y(i  +  ü')du''''    ^''^^    '   Q  du 

I-Tr — ^\co8b+  -r,  ücosb  +Mcosb 


yii-i-ü^du     "^^'^  '  ^    Q  du' 

(P      dü\  .P„       ,,-- 

1— , —  ^)cosc+-v,  ücosc  'i'Mcosc 

Diese  Gleichungen  quadrirt  und  addirt  geben : 
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oder: 

Wegen  der   Gleichangen  2;   redacirt  sich  diese  Gleichung  einfach   auf: 

^«'"VTäTr)  ^^  +  ^')-     ®®***  •"»"  Ut'=-p-V{l+  U*),  so  werden  die 
Gleichungen  2): 

P      ^ü      l        ,     .  ^l  ds 
gv  r         £^  M  1  +  6/*  p  ^  M 

r  d    P  1  ^« 

Eliminirt  man  zwischen  den  ersten  Gleichangen  6)  and  7)  successi ve  co«  a'' 
und  cosa\  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  8): 

cosa=^  ücvsa  +  ^(1  +  U^cosa^ 

^)  cos  a  =  K^  +  ^*)  ^05  a .  iang  ß+Ucosa.  lang  8  —  -^. 

Substituirt  man  diese  Werthe  von  co$a\  cosa"  in  co«'rt+co^a'+co5*a"  =  l, 
so  folgt: 

[^(1+  l^').co5a+  l^co^a-cosX5w0]*=co**©(l-coj*a-cos*A)=:(co5  6co*/)', 
oder : 

^(1  +  ü^.cosa=:=^  ü cos a  +  cos ksin S  +  cos L cos S, 
Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  9)  giebt: 

y(l  +  ü*)cosa;^  —  Ucosa+cosksinS  +  coslcosSy 
lö)  ^(1  +  U*)cosa=         cosa+  UcosXsine+  ücoslcosS, 

cos  a  =  —  cosX  cos  S  +  cosl  sin  Q, 

Ganz   analoge  Gleichungen   erhält  man  für  cosb,  cosb\  cosb"  und  cosc^ 

cosc\  cosc'  durch  Vertauschung  von  a,  X,  /  mit  /?,  |m,  m  und  y,  v,  w.     Nach 

(I,  8)  ist : 

dcosa"  ,^         ,      dcosh"  dcosc'  '^        ,   , 

— ^=z—Mcosa^     — z =  —  Mcosby     — =  —  Jlcosc, 

du  'du  du 

1  ds 
Setzt  man  hierin  >/  =  — C05  ö  —  ^- . //(l  +  r^*),   für  cosa\  cosa',,,,    ihre 

q  du   ' 

Werthe  aus  10)  und  den  analogen  Gleichungen,  so  erhält  man; 

(cosksinB  —  coslcosS)  (- 1 r r—  r^co5  0  1  =0, 

^  ^  \öu        r  du        Q  du  )         * 

(cosustnS — cosmcos6)[ 1 UcosS  )  =  0, 

^       ^  ^Kdurdugdu  /  . 

.  (cos vsinQ  —  cosncosS)(^ 1 ;—  Ucos ö  )  =  0. 

'"^  ^  \ou        r  du       Q  du  / 

Diese  Gleichungen  quadrirt  und  addirt  geben: 

}d&       i  ds        i  ds  ^^         V 
\du        r  du        Q  öu  / 
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oder: 
...  dS.lds       Uds        ..    .     aö  .    1        ü       ^ 

^  du        r  du        Q  du  os        r        q 

Die  Quantitäten  cd  und  s  sind  Functionen  von  ti,  man  kann  auch  umgekehrt 
II  und  a>  als  Functionen  von  5,  oder  u  und  ^  als  Functionen  von  co  ansehen. 

^5        1 
Im  letzteren  Falle  lässt  sich  die  Gleichung  11)  wegen  —  =  —     auf    fol- 
gende Art  darstellen : 

12)  ^+l  =  ^ü.co8e. 
cm  Q 

Die  willkührliche  Constante,  welche  die  Integration  der  Gleichung  il)  oder 
12)  involvirt,  muss  gleich  einer  beliebigen  Function  von  v  gesetzt  werden. 
Aus  den  Gleichungen  10)  leitet  man  leicht  die  folgenden  ab : 

cos  a  cos a  +  cos b' cos ß  +  cos c  cos  y  -■=     .     i  >7>\» 

1 3)  cos  a  cos  l  +  cos  b'  cos  fi  +  cos  c  cos  v  =    .  >  sin  & , 

U 
cosa .cosl+cosb  cosm  +  cosc  cosn=  'j/Fr7~ffr\^^' ^' 

Die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  plane  Krümmungslinie  mit  den  Coor- 
diuateuaxen  bildet,  sind  durch  die  Ausdrücke  3)  bestimmt,  die  Gleichung 
der  Ebene  der  Krtimmungslinie  ist  also : 

14)  x(cosa^Ucosa)+y(co8b'''(/cosb)  +  z(cosc-Ucosc^=Siy{i^  IP). 

i)  o 
Diese  Gleichung  nach  v  differeutiirt,  giebt  —  =0,  Ä  ist  also  nur  von  u 

abhängig.  Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  6)  lässt  sich  die  Gleichung 
14)  auch  schreiben: 

14)  xcosa -\' ycosß -{-zcosy  ^=i  Sl. 

Setzt  man  zur  Abkürzung : 


15)  KO  +  ^O     ^ 

du 

so  erhält  man  durch  successive  Differentiation  der  Gleichung  10)  mittelst 
13)  und  15)  folgendes  Sjstem  von  Gleichungen : 

xcosa  +  ycosß'\-  zcosyz=zSi^ 

16)  xco8l  +  ycos^ii,+  zcosv=^q- 1, 

0  s 

—  (xcosl  +  y  cosm'\r  zcosn)=^r  -;—  (o- z)+Ä LUsinß. 

^  ''         dsV  ds  /  Q        ^ 
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Die  dritte  der  vorstehenden  Gleichangen  nach  s  differentiirt,  giebt  wegen 
der  zweiten  für  L  folgende  Differentialgleichung : 

17) 

Sieht  man  wieder  u  und  s  als  Functionen  von  co  an,  nimmt  man  w  als  unab- 
hängige Variabele,  so  folgt  wegen  ds  =  rda>: 

dmtdm\r  d<a      /  Q      Q  j       r  dat         \q  / 

Da  nach  12)  —  üco$  S  —  i  =  —-  so  lässt  sich  die  vorstehende  Gleichung 
auch  schreiben : 

•^  dm\dGi      Q  J         dm      ^flo'Vr  dmj      da\if     /       r   da 

Zur  Integration  dieser  Gleichung  nehme  man  die  einfachere : 

18)  5-(^-  +  -jiüstne)=zA'^. 

da  \da       Q  /  da 

Ein  particuläres  Integral  dieser  Gleichung  ist  ji  ==:  co5  S.     Nach  12)  hat 

,.  ,     dcos^  .    r  „  ,  ^       ^         .   ^(r  „      ^      dS\ 

man  nämlich:  — r +  —  Ü8mQcosB=:^  smB{  —  ücosß — ^r—  I  ■=  sin  6, 

da  Q  \Q  da) 

,      dsinB  d&  dB     '  ,  .  .     ,         X 

also  — r =cosQ-T-'  =  A- — .     Setzt  man  das  zweite  particuläre  Inte- 

da  da  d  a 

gral  in  der  Form  q.cosB  voraus,  so  geben  die  Gleichungen  12)  und  18): 
oa^  da  \        da/ 


oder  mit  cos  B  multiplicirt 

d 

d 


L(eo.«Ä)+meco,©(l +1^)1^  =  0, 
a\  da)  \        da)  da 


dB       r 
und  da  nach  12)  1  +  ^— =  —  JJcosB^  so  folgt: 
da       q 

^logfcos'Bp-)  +  sinB.  -  ü=0. 
da       \  da)  q 

Mit  Weglassung  arbiträrer  Constanten  erhält  man  hieraus  durch  successive 
Integrationen : 

.=  ri^e-f^C/sinBda,. 
^      J  co^B       ^  ^ 

Die  beiden  particulären  Integrale  von  18)  sind  also : 

cos  e ,         cosB  /  — ^  c  -/j  ^*"'  ^^^' 
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Seilt  man  snr  Abkürzung : 

20)  Z,(jL^/)  +  ^(L«)  +  ^«^^.. 

d(ar\r   ato/       0(o\q     /       r 
80  findet  man ,  nach  einer  bekannten  Methode ,  mittelst  der  beiden  partien- 
lüren  Integrale  cosB  und  l^cosB  von  18)   als  allgemeines  Integral  der 
Gleichung  17j : 

21) 

L='^cose.iVi  +  jt^coseSlte'dai)  +  t^co8e{V^+rco$eSl^e'doii), 

wo  F,  und  F,  beliebige  Functionen  von  v  sind.     Der  vorstehende  Aus- 
druck iSsst  sich  durch  partielle  Integrationen  noch  sehr  vereinfachen.  Setzt 

dß  r 

man  aus  12)  für  ;: —  seinen  Werth  —  ücosß  —  1  ein,  so  folgt  aus  19): 
cm  Q 


dl        r  _.  .    _      du         e- 


22)        ^ 


aa)~  Q  'dm      CQS^e' 


^ (cos Bc^  =  sine e^,    -^{sinBe^^l—ü—cosS^e'. 
dm  om  \^ 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  erhält  man  durch  partielle  Integration : 
J  '  dm*\r   dm/  dm\v  dmj 

J  dm\r dmJ  r  dm 

+  liilü cose)^^-^dm+  I  -  — rH-^^ö), 

J     \     Q  J      r  dm  J   r  cos^B  dm 

_    r    l       d    U  dSl\ 1      qdSl      nq  sinB  dSldS 

J  cosSdm\r  dm)    ^'  cosG  r  dm\j   r  cos^&  dmdm 

1      Q  dSl      rg  dSlsinS  /g  ^^       ^        \^ 

= S~'^+/  -^ö r^l-ücose-'l)dm. 

cosSr   dm    J    r  dmcosrß\r  ) 

Aus  diesen  Gleichungen  findet  man  leicht  durch  Addition: 
J  L^w'Vr  dm)      r  dm}  L  dm\r   dm)  r  dm\ 


1      g  dSl 


+ 


cosS  r  dm 
Addirt  man  au  dieser  Gleichuu^ : 


•  [[he' + lange)  U^-^ dm. 
%)  0  m 


/ /,  cosBe'-^ f-  Sl\dm^U  cos  0e'-52—  \  -  Sl  (l,sxn  ee^^-^-^dm, 
J   '  dm\g      )  Q         J    Q       \  cos^) 
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DannnpcosOi — ^^^J"  *'®*^  j.  {p cos B^  —  V) lang \B^dm=^ — logcof^B^ 

=  —  log ^,  80  wird  die  Gleichans:  für  e* -r-  einfach: 

2  ^  ov 

30)  "1^  =  -^'/. 

''  dv  Cv 

Man  kann  sehr  einfach  heweisen,  dass  e'-^—  nur  von  v  abhängt,  die  vor- 

ov 

stehende  Deduction  hat  indessen  den  Vortheil,  den  Zusammenhang  zwi- 
sehen  ^'^  und  der  Function  von  v  zu  zeigen,  welche  die  Integration  von 

12)  involvirt.     Differentiirt  man  ;r — 1-1=  —  CTco^S  nach  »,  so  folgt  r — -— 

= [7«n6^—,  oder  wegen  ^— =  — l^*me,  ^— ^  =  — ^—  5—,    d.    1. 

Q  am  ^      d(o       Q  dadv  dm  cm 

:r— /oö-:r— +  :r—  =0,  oder  7^— %(^x— )=0,  woraus  unmittelbar  folgt,  dass 
dm       dv      dm  dm      \    dm/ 

o  ^ 

€^  -;r—  nur  von  v  abhilngt. 

dv 

dt        e"^ 
Mit  Rücksicht  auf  ^  =  — =-55  giebt  die  Gleichung: 
dm      cos^S  ° 

{•€-*-  UcosS, 


COS^  B  Q 

^  (e-*tang  B+tt)  =  e-^ ^  UcosB, 
um  Q 

oder  integrirt: 

31)  e-^iangB+i^=je-^—  ücosdm. 
Nun  ist  aber  nach  30): 

OV     J    Q  dv  dv J  Q 

aber  wegen  31): 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  30)  leitet  man  ohne  Schwie- 
rigkeit die  folgenden  ab: 

.—  =—2-^6-',    cosB-- ^+^iö-  =  0, 

öv  dv  dvcosB         dv 

32)  —  —  e'  (ü^-^  -  —  ^sin  B)  = 

(  u      \     om        Q  J 

2t^r(/«/i<7e+/,eO^^^  — -Äf-i-ä  +  ^5l;le(?')l; 
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dP 
Diese  Gleichnngeo  gefitattcn  es,  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  — -  = — QM 

cv 

die  gesuchte  Relation' zwischen  den  Functionen  F,    F|,    F,  aufzustellen. 

Nach8)und  15)  ist  3/=- i-|^^(l  +  C^*) cos 6,  i>  =  i  |^m  +  f/»).X,  die 
'  Q  du    ^  '  Q  du'  ^  '      ' 

o  #>  o  r 

Gleichung  7^—  =  — ^  ß^  wird  hierdurch :  jß cos  0  =  ---.      Difi'erentiirt    man 

ov  dv  . 

die  Gleichungen:  16)  nach  v  und  bildet  die  Summe  der  Quadrate,  so  folgt: 
\dv/       \dvd(o      OVO'  J 


oder  wegen  5-  =?  ß  cos  6 : 


^  *m  8  =  CO«  e  I-  (1^  +  -  VLiin  öY 

Man  beweist  leicht  durch  die  Differentiation  nach  (o,  dass  diese  Gleichung 
identisch  wird.  Entwickelt  man  die  vorstehende  Gleichung  mit  Hülfe  der 
Gleichungen  23)  und  24),  so  wird  dieselbe: 

33)  ^'t.-'-''-?. 

+  !!/[('' '''+'«''^«)  ^'ä?-0' "'*••"«+ c-^e)  7  ^  ^" 

Diese  Gleichung  reducirt  sich  wegen  32)  einfach  auf: 

33)  2r.|r+^j:.=o. 

'  ov        ov 

Eine  der  Functionen  T,  V^ ,  F,  kann  gleich  t;  gesetzt  werden ,  die  Gleich- 
ung 33)  zeigt  dann,  dass  von  den  drei  Functionen  F,  Fj,  F,  nur  eine  will- 
kührlich  bleibt.  Welche  der  Functionen  F,  Fi,  F,  als  unabhängige 
Variabele  zu  nehmen  ist,  wird  sich  in  jedem  besonderen  Falle  darnach 
richten,  für  o:,  y,  z  möglichst  einfache  Gleichungen  zu  erhalten. 

o  ex 

Ist  ein  particuläres  Integral  Öj  der  Gleichung  r 1-  1  =  —  Vsin  B  be- 
kannt, substituirt  man  in  die  Gleichungen  IG)  für  /,  /|  ihre  Werthe  ans 
19)  und  den  Werth  von  0  ans  25) ,  so  geben  die  Gleichungen  16)  in  Ver- 
bindung mit  33)  die  Vollständige  Lösung  des  Problemes ,  die  Coordinaten 
eines  Punktes  einer  Fläche ,  für  welche  ein  System  von  Krümmungslinion 
plan  ist,  in  Function  der  Argumente  der  Krümmungslinien  auszudrücken. 

Die  vorstehenden  Entwickelungen  erfordern  eine  Modification  für  den 
Fall,  dass  die  Cnrve,  deren  Elemente  Functionen  von  u  sind^  i^Kw  \^t.« 

Z«ilftcbri/i  f.  MstbemaUk  o.  Phygik,  IX,  2.  <^ 
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Nimmt  man  die  Curve  in  der  Ebene  der  ar  nnd  y  an ,  so  hat  man  folgende 
Gleichungen : 

co*/=sO,  cosm=zO^  cosn=^l 

cosy=^0^  cosv  =  0. 
Bezeichnet  man  durch  q  den  Krümmungshalbmesser  der  planen  Cnrve, 

setzt  wieder  —  =  — ,  so  ist : 

OS  Q 

cosl^=co8ij  cosiiL  =  8in$^  cosa=i8in€,  cosß^^i  —  coss. 
Die  Gleichungen  8)  bleiben  unverändert.     An  die  Stelle  der  Gleichungen 
10)  tritt  folgendes  System : 

—  üsine  +  sinS.coss  ücosB  +  sinQsins 

'*""= vii+o*) — '  '"'*= — ni+v) — ' 

,        sine+  üsin  S  cos  t  ,,        —  cose+  üsin  Bsin  i 

'''"'= — yöTW) — •  '"'*= — nrnF) — • 

cosa"  =^  —  cos  i  »sin  S  ,     cosb"  =  —  sint.  sin  S, 

34)     y(l  +  ü*)  cos  c=cose,y(l+U^  cos  c  =  ücos  e,  cos  c" = sin  ß. 
Mittelst    der    vorstehenden    Gleichungen    und    8)    geht    die    Gleichung 

COSC  _-  »  «i_        . 

•  c=  —  Mcosc  über  in : 


du 


dB       1  ds^      Ä    j     ^®       77      A 

-—=—--  Vcos S  oder  -^-  =  Ucos 6, 
du        QÖu  dt 


wenn  c  als  unabhängige  Variabele  genommen  wird.  Durch  Integration 
folgt: 

35)  L=i^=re-2/^^-. 

'  1  +  5m  0 

wo  V  eine  Function  von  v  bedeutet  Hat  L  wieder  die  Bedeutung  wie  in  15) 
ist  Sl  nur  von  u  oder  £  abhängig,  so  treten  an  die  Stelle  der  Gleichungen 
16)  die  beiden  folgenden : 

xsins  —  y  C05  £  =  .A , 

•'"/  xcoss  +  ystns^=^"T Z. 

0% 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  für  L  die  Differentialgleichung : 

dv  OS 

^®  rr  X. 

oder  wegen  -r—  ^  ucos  B : 

0  i 

da*  di  di  dscosB 

folglich : 

,7,  .  =  ,„«.[k.+/(^+«)^4L]. 
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SeUt  man  diese  Werthe  von  L  in  i>=l^(l  +  C^')  — ^-,  den  so  erhaltenen 

^  ^  q  du 

Werth  von  P  in  r—  =  Pcosc  =rr, — .   rr*^  cos  ö,  so  folgt : 

du  y{i  +  u*) 

dz  1    dsr^.      ,       /V^Ä    .     r^\      ^«    Irr         .^ 

du       Q  dul   *     J  \dv  Jco8&j 

Nimmt  man  e  als  unabhängige  Veränderliche,  setzt 

TT  A  ^^         TT        ^^  ^«>»» 

di'  d%    ' 

80  ist: 

dz_      djm»      djmS    rf^^^a\J±. 

Da  nnn: 

80  giebt  die  Differentialgleichang  für  z  integrirt: 
WO  F|  eine  Function  von  r  bedentet.     Aus  36)  folgt: 

(K)+0"=C^)*.-»^-=P'+(l;)" 

Ffir  diesen  Werth  von  Q  geht  die  Gleichung  -r-  =s—QM  oder  r-  =  öcoj  ö 

ttber  in:  -^-«m^s^-  co<#.  Substitairt  man  fttr  L  and  z  ihre  Werthe  ans 

av  dv 

30)  und  38),  so  folgt: 


af=o. 


Uof^B  dv 
I      ^  A        11/)  I^ 
Nach  35)  ist  nun  — S  J~^^  T  F  "^'  ^*®  vorstehende  Gleichung  reducirt 

\  V  dV  dV  d  V 

sich  hierdurch  auf:  --  -^  --  =  —  — J ,  oder  F,  =  — 2  F  — -*.     Mit  Hülfe 

2    V    OV  CV  OV 

dieser  Gleichung  und  37)  werden  die  Gleichungen  36)  und  38) : 
xnn% — ycosf=.A, 
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In  diesen  Gleichungen  ist  B  durch  35)  bestimmt.  Die  erste  Gleichung 
39)  zeigt,  dass  die  Ebenen  der  planen  Krümmungslinien  sämmtlich  einer 
festen  Geraden,  der  z- Axo ,  paralleF  sind ,  für  Sl  =  0  gehen  diese  Ebenen 
durch  die  z-Axe. 

Die  in  3)  enthaltenen  Ausdrücke  repräsentiren  die  Cosinus  der  Win- 
kel, welche  die  Ebene  der  planen  Krümtnungslinie  mit  den  Coordinaten- 
axen  bildet,  multiplicirt  man  dieselben  respective  mit  cosoj  cosb^  cosc^ 

bildet  die  Summe  der  Producte,  so  ist:  —  ^  >  der  Cosinus  des  Win- 
kels, welchen  die  Krümmungsebeue  mit  der  Normale  bildet,  wenn  ^=0, 
so  schneidet  die  Krümmungslinie  die  Fläche  orthogonal. 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  39)  11=0,  so  zeigt  die  Gleichung  35), 
dass  6  von  e  oder  u  unabhängig  ist,  aus  den  Gleichungen  8)  folgt,  dass 

P  /)     r*'  Af 

dasselbe  mit  -77-  und  M  der  Fall  ist,  also  ^r — -  =0,    d.    h.    das    zweite 

r  .  dtf   ,P 

System  von  Krümmungslinien  ist  ebenfalls  plan. 

Ist  die  Curve,  deren  Elemente  Functionen  von  u  sind,  eine  Gerade,  so  hat 
man  ^=00,  die  Gleichungen  8)  geben  dann  il/=^0.  Das  zweite  System  von 
Krümmungslinien  ist  in  diesem  Falle  ebenfalls  plan  und  die  Ebenen  dessel- 
ben schneiden  die  Fläche  orthogonal,  Die  Winkel  a,  ßy  y  sind  constant,  folg- 
lich sind  die  Ebenen  des  ersten  Systemes  einander  parallel.  Es  ist  noch 
zu  bemerken,  dass  für  U  =  0  die  Gleichung  33)  ungültig  wird,  was  in  der 

Art  ihrer  Ableitung  liegt.  In  diesemFalle  giebt  die  Gleichung  12) :. hl=(>. 

also   einfach  Q  =  v  —  w.     Für  t  und  /j  ergeben  sich    die  Werthe   i  =  0, 

L=  I — 5-p r=  —  tangiv  —  co).     Da  -^r-  =  1 ,   so   giebt   die   Glcich- 

J  cos^{v  —  ö)  do  ° 

d  V 
ung  33)  F,  =  -^.     Setzt  man  einfach  V  statt  F,,  so  werden  die  Gleich- 
ungen 23)  und  24) : 

O    f\  O    TT'  /■* 

- L^TT-cosiv — w)  +  Vsiniv  —  co)  —  cosiv  —  co)  /  —Slcosiv  —  fo^doi 

r  doD  ov        ^  .  J  Q 

—  sin{v  —  w)  I  —  Slsifi(v — cü)^q), 
t/    Q 

d    CgdSl        \        r  ^^      dV   ,   ,  NT., 

-—  (  ~  7; L\-\ ^1=^-^^  sm(v  —  w)  —  T  cos (v  — CO) 

^o}\r  d<o        J       Q  ov       ^  ^ 

i(v  —  (o)  I  —  Slcos{v  —  (o)d(o  +  cos{v  —  w)  /  —  Slsin  {v  —  w)  f  co. 
J  Q  ^9 

Setzt  man  —  5i  =  q>" {(o)  -|-  g?(a)),  so  folgt: 

cos  {v  —  ©)  /  [9"  (co)  +  (p  (üa)]  cos  {v  —  (o)d(o 
•+  sin  (v  —  w)  /  [qp"  (to)  +  9  (o))]  3  co  =  g?'  (w), 


di 

■  sin  ( 
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—  sin  (v  —  cai)  j  [9?" (co)  +  g> («)] cos {u  —  od) den 

+  cos  {v  —  w)  /  [9"  (eo)  +  q>  (©)]  ^  co  =  9?  (co). 
Die  Gleichungen  10)  nehmen  dann  folgende  einfache  Formen  an : 
xcosa+ycosß+zcosy  =  -^[q>'\co)  +  (p{oi))]y 

40)  xcosX+yö0SfiL+zcosv=:i--q/(cai)  +  '^cos{v-^to)+  r5i/i(y— w), 

dV 
xcosl+ycosm  +  zcosn=^g>(G))'\'  —  sin{v'-'0})+  Vcos{v — ca). 

Setst  man  S  =  —  [g>"  (w)  +  y  (w)]  cos  a  —  tp  (w)  cosX  —  q>  (ü>)  co5  / ,  so  folgt 
durch  Differentiation  nach  s\ 

Nimmt  man  den  Factor  von  cosa  gleich  der  Einheit,  setzt  analog: 
iy  =  ^  [V'  ( w)  +  y  (ü>)]  c/)5  ß — q>  (cd)  C05  fi  —  9)  (co)  C05  m , 

t  =  —  [qp"  (w)  +  9?  (»)  C(Wy  —  g)'  (co)  co*  v  —  qj  (w)  C05«, 
r 

so  sind  $,  17,  {;  die  Coordinaten  eines  Punktes  einer  Cnrve  doppelter  Krüm- 
mung, für  welche  die  Gleichungen  (I,  1)  gelten,  wenn  §,  iy,  f  statt  a:,  y,  « 
gesetzt  werden.  Nimmt  man  weiter  in  den  Gleichungen  40)  V=zky  wo 
k  eine  Constante  ist,  so  folgt: 

X  —  ^=kcoslsin{y — co)  •\'kcoslcos(v  —  w), 

41)  y  —  fi^^kcosiisin{v  —  (o)  +  kcosmcos{v  —  »), 
z  —  J;= ArcoÄ  V  sin  (v  —  »)  +  Ar  cos  n  cos  (v  —  ü>). 

Ans  diesen  Gleichungen  erhält  man  leicht: 

(^-|)'  +  (y-t^)'+[3-J)'=A:« 
{x  —  ^)cosa+{y  +  ri)cosß  +  {z  —  i)cosy  =  0. 
Dieses  sind  dieselben  Gleichungen,  welche  in  II  für  die  Flächen  gefunden 
wurden,  für  welche  einer  der  Hauptkrümmungshalbmesscr  constant  ist. 
Bewegt  sich  also  der  Mittelpunkt  einer  Kugelfläche  von  constautem  Halb- 
messer auf  einer  Cnrve  doppelter  Krümmung,  so  geben  die  Gleichungen 
41)  einen  Punkt  der  einhüllenden  Fläche  in  Function  des  Argumentes  der 
Krümmungslinien. 
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UL  Veber  einige  Transformationen  von  FlAohen.  Entspricht  einem 
Punkte  (or,  y,  z)  einer  Fläche  S  ein  Pankt  (oti,  yi,  Zf)  des  Raumes  so,  dass 
^11  ^11  ^1  bestimmte  Functionen  von  x^  y,  z  sind,  so  liegt  der  Punkt  (a:|,yi,z,) 
auf  einer  bestimmten  Fläche  5|,  welche  die  transformirte  Flächp  S  heissen 
möge.  Aus  den  Oleichungen  Xi  =  q>  {x,  y, «),  y,  =  goi  (or,  y,  z),  z,  =  go,  (a:,  y, «) 
und  der  Gleichung  /*(a:,y,2:)=0  der  Fläche  Verhält  man  durch  Elimination 
von  OET,  y,  2  die  Gleichung  der  Fläche  5|.  Sind  die  Functionen  9,  9i,  ^ 
bestimmt,  so  lassen  sich  die  Winkel,  welche  die  Normale  im  Punkte 
(Xi,  yi,  Z|,)  zur  Fläche  S^  mit  den  Axen  bildet,  durch  or,  y,  z  ausdrücken. 
Aus  den  Gleichungen  Xi  =  g9(d:,y,z),  yi  =  g^i (aEr,y,z),  z,  =  g^(a;,y,z)  folgt 
umgekehrt  o:  =  i/;(a:4,y„  Zj),  y  =  *i  («nyt,^:»),  «=^i(a:„y„z,),  die  Gleich- 
ung der  Fläche  S^  ist  dann  /(^,  ^|, z^,)  =  0.  Diese  Gleichung  successire 
nach  X|,  yi,  Z|  differentiirt,  giebt: 

<//-  _  df  dx       df  dy       df  dz 
rfar,       dx  dx^       dy  dx^       dz  dxj^ 

'  dy^       dx  dyi        dy  rfy,        dz  dy^^ 

di_äl  dx_  jlÜ  ^  +iL  £1 
dzx       dx  dzi        dy  dz^       dz  dz^' 
Setzt  in  a:==i/;(a:,,yi,i,)  für  .ri,y,,  z,  ihre  Werthe  ein,  so  ist  a:=^(y,y„9?,). 
Diese  Gleichung  nach  x^  y,  z  dififerentiirt,  giebt : 

dx  dxi      dx  dyx      dx  dz^ 

dx^  dx      dyx  dx      dz^^  rfx' 

Q.  rfx  dXy      dx  dy^      dx  dzy 

diCi    dy       dyi   dy'^dz^  rfy' 

rfo:  d.r,      <f a:  i/yi      c/o:  cf z, 

rfx,  dz       dyi   dz      dz^   dz' 
Mittelst  dieser  und  sechs  analogen  Gleichungen  lassen  sich  die  Difierential- 
quotienten  von  x,  y,  z  nach  or, ,  yj ,  Zj  ausdrücken  durch  die  Differential- 

d  "c        d  X 
quotienten  von  .r|,  y,,  z  nach  x,  y,  z.*)     Darch  Elimination  von  --~  ,     — 

"^1       ^tfi 


♦)  Jacobi:  rfer  detaininanUbiiS  funcliomiHhus  §,  9  in  Crelle's  Journal  XXII. 
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dx 

dz, 


,  swischen  der  ersten  Gleichang  1)  und  den  Oleichnngen  2)  folgt : 


df  df   df 
dx  dy    dz 

dx,  dx,  dx, 
dx    dy    dz 

3)         b'^.. 

'              dXi 

rfyi  dyi  dy, 
dx  dy   dz 

R  = 

dy,   dy,   dy, 
dx    dy    dz 

dzx  dz,  dzx 
dx    dy   dz 

dz,    dz,    dz, 
dx  dy     dz 

if  ganz  ähnliche  Weise  findet  man : 

dfdj[df 
dx  dy  dz 

dj^     df   df 
dx    dy    dz 

dyt 

dz,  dz,  dz, 
dx  dy   dz 

'    ""dl- 

dx,  dx,  dx, 
dx    dy     dz 

dx,  dx,  dx, 
dx    dy    dz 

dyt    dy,   dy, 
dx    dy    dz 

Die  Quantitäten 


df     df  df 


sind  den  Cosinus  der  Winkel  proportional, 


dx,'  dy,'  dz 

welche  die  Normale  zur  Fläche  S,  im  Punkte  (x„  y,,  z,)  mit  den  Coordi- 
natenaxen  bildet,  so  dass  die  Richtungen  der  Normale  mittelst  der  vor- 
stehenden Gleichungen  in  Function  von  x,  y,  z  ausgedrückt  werden  können. 
In  manchen  Fällen  enthalten  die  Gleichungen  für  x,  y,  z  die  Cosinus  der 
Winkel,  welche  die  Normale  im  Punkte  {x,  y,  z)  der  Fläche  S  mit  den 
Axen  bildet,  die  Anwendung  der  Gleichungen  3)  erfordert,  dass  diese 
Cosinus  als  Functionen  von  x,  y,  z  anzusehen  sind,  was  in  den  meisten 
Fällen  EU  sehr  umständlichen  Rechnungen  führt.  Im  Folgenden  sind 
einige  häufig  vorkommende  Transformationen  zusammengestellt,  wobei, 
statt  die  Gleichungen  3)  anzuwenden,  die  Coordinaten  x,  y,  z,  also  auch 
ar„  y,,  z,  als  Functionen  zweier.  Variabelen  p,  q  angesehen  werden,  was  die 
Rechnungen  mit  grosser  Leichtigkeit  auszuführen  erlaubt. 

Die  Winkel,  welche  die  Normalen  in  den  Punkten  {Xy  y,  z),  (x,j  y,,  s,) 
der  Flächen  5,  S,  mit  den  Axen  bilden,  seien  respective  a,  6,  c  und  a„  6„  c,. 
Ist  (I,  17,  i)  ein  fester  Punkt,  so  werde  zur  Abkürzung  gesetzt : 

KI(^-S)'+(y-n)*+(^-0']-r,  n(ar.-|)«  +  (yi-i?)*+(z,^f)«J=r,, 

4)  {x — ^)cosa  +  {y — rf)C08b+{z — Qcosc=p, 
{x,  —  J)  cos  a,  +  (y,  —  ij)  cos  b, + (z,  —  f)  cos  c,=p,. 

Nimmt  man  zu  der  Gleichung: 

5)  {x — l)cosa  +  {y  —  ri)cosb  +  {z — J)co*c  =  p, 
die  Gleichung : 

6)  cosa  +  cosb  +  cosc  =  q , 

so  kann  man  mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  und  der  Gleichung  von  S^  x^tj^  z  &U 
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Fanctionen  von  p  und  q  ansehen.    Die  Gleichnngen  5),  0)  and  eo^a-^co^b 
+  cos^c  =  1  differentiirt  geben : 

(x  —  i)dcosa  +  {y — iy)rfcof6  +  (2  —  i)dcosb=sdp^ 
7)  dcosa  +  dcosb+dcosc=^dg, 

cosa.dcosa+cosbdcosb+cosedcQSC^^O. 

Setzt  man  zur  Abkürzung : 

1  1  1       =J, 

cosa       cosb     cosc 
•0  folgt  ans  den  Gleichungen  7): 

J,dco8a=:=  {cos  c  —  cosb)dp+ [cos  b.(z — f)  —  cosc{y  —  rf)]dg, 

jddcosb  =  (cosa  —  cosc)dp+[cosc{x — J)  —  cosa{% — t)]^yf 

/1  d cos c=^ {cosb  —  cosa)dp  +  [cosa  (y — iy)  — cosb{x  —  i)]dqj 

folglieh : 

dcosa  dcosa      /        ^x       .       ,  v 

z/— ^ — ^=cose  —  eosbj       A  — —  =s(« — J^eosb  —  (y — ij)co5C, 

ov  .dcosb  dcosb      ,         ^v  /        «.x 

ö)  ^~~A —  '=^cosa  —  cosc^       A  — — zsz{x — \)cosc  —  (r — ^cosa^ 

dcosc  dcosc      ,  .  /         VN       I. 

^—^ —  =^cosb  —  cosa^      ^~Tf —  =  (y  —  iy)co5a — (x  —  i)COsb. 

Es  werde  die  Fläche  S  so  transformirt ,  dass  zwischen  X|,  yi,  Z|  und  x,  y,  z 
folgende  Gleichungen  stattfinden: 

9)        a:,— J  =  t/;(p).co5a,  yi  — i?  =  tf;(/?)co56,   Zt  —  t=^{p)cosc, 

wo  ip  (p)  eine  beliebige  Function  von  p  bedeutet.     Die  Gleichungen : 
cos  /7,  cos  6,  COS  c^ 

dy^dz^       dy^dzi        dz^dx^       dz^dx^        dx^dy^       dxj^dy^  ' 
dp  dq        dq  dp  dp  dq        dq  dp  dp   dq        dq  dp 

co^a^  +^o**6,  -{-co^Cx  =  1 , 

gehen  mit  Hülfe  der  Gleichungen  8)  und  0)  über  in : 

Ä,co5a,  =  [/>tf;'(p)+t/;(p)]co5a— (o:  — ^)V(p), 

lox  R,cosb,  =  [p tif  {p)+,\>{p)]cosb-^  (y-i?)^'(;>), 

.    Äi=±n''>'Cp)'-/>>'(p)'+^(/>r]- 

Diese  Gleichungen  erweisen  sich  bei  den  folgenden  Transformationen  sehr 
nützlich. 

I.  Ist  5,  die  Fusspunktfläche  von  5,  d.  h.  der  Ort  der  Fusspunkte  der 
Perpendikel,  gefällt  von  einem  feston  Punkte  (|,  »;,  J)  auf  die  berührenden 
Ebenen  der  Fläche  5,  so  hat  man  folgende  Gleichungen: 

11)  x^  —  ^^=pcosa^     y,  —  fj^=pcosb,     z,  —  j^=pcosc. 
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Diese  Gleichungen  folgen  ans  0)  für  ^(p)s=sp,  die  Gleichungen  10)  geben 

dann : 

2pcosa  —  te  — ö       ,         ^        2pcosb  —  (y  —  «) 
+  C05  ai  = ^ -*^-,  +  cos  6,  =  — ^ ^', 

12)  ^  ^ 

—  r 


±Pi=T'    X'^i— P»    T       T- 


Aus  den  Gleichungen  11)  und  12)  findet  man  leicht: 

r '    —    '       '  r,        r 

Nimmt  man  in  diesen  Gleichungen  nur  das  obere  Zeichen,  so  erhält  mau 
aus  11)  und  12) : 

;.   t  ^     t 

«— i=2(ari  — {)  — ^co*fl,,  co$a  =  -\ — , 

Pi  M 


13)  y_,=2(»,-i,)-'l'««6,,  «)«6  =  ?^, 

Pi                                                M 
;.  t  ^    V 

2 — J  =  2(«|  —  {) ^cofCi,  co*c=-i . 


Pi 

Sieht  man  eine  Fläche  als  Fusspnnktfläche  einer  Fläche  S  in  Beziehung  auf 
den  Pankt  (£,  i},  £)  an,  so  erhält  man  mittelst  der  Gleichungen  13)  die  pri- 
mitive Fläche. 

U.   Ist  Sx  die  reciproke  Polarfläche  yon  S  in  Beziehung  auf  eine 

Kogelfläche  mit  dem  Mittelpunkt  (|,  ij,  Q  und  dem  Radius  Ar,  so  hat  man 

folgende  Grleichungen : 

k^  k^  k* 

14>         ar, — ^=s^cosaf    y,  —  ip=— cofft,     tj — i=z—cosc. 
P  P  P 

Für^(/?)=  —  geben  die  Gleichungen  10),  wenn  man  das  doppelte  Vor- 
zeichen von  R  weglässt: 

15)  CO*a|=: ^,      CO^ft.  =^ i,     C05Ci= . 

Aus  14)  und  15)  erhält  man  folgende  Gleichungen : 
r  =-  =-     ^  =  £ 

Iq  den  Gleichungen  14)  und  15)  kann  man  a,  fr,  c,  or,  y,  z,  /?,  r  mit  a, ,  dj. . . . 
vertauschen,  was  aus  der  Transformation  von  selbst  folgt. 

ni.  Die  Transformationen  I.  und  II.  lassen  sich  nach  einander  auf 
die  Fläche  5  anwenden,  es  werde  zuerst  die  Fasspunktfiächo  der  rociproken 
Polarfläche  gesucht.  Für  die  Coordinate  x^  und  den  Winkel  a,  dieser 
Fläche  finden  nach  11),  12),  14),  15)  folgende  Gleichungen  statt: 

o;— J                   2/?,co5a,  — (xj  — I)  o:— ^ 

X,— £=30iCO#ai£=Ar' 2..  co5ö|a=-r^^--^' = ==2p-- r— — coia. 

.      ,        :         r  •  I  r,  r* 
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Setzt  man  einfach  wieder  Xi,  aj  statt  Xf^  o,,  so  ist  die  Fasspnnktflftche  der 
reciproken  Polarfläche  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt: 

16)  / 

cosa,=2p— 5 — cosa^  eosb^tss2p^-^''Cosb,  co5c,=32p — f^cosc. 
Ans  diesen  Gleichungen  folgt : 

r'        r,        r 
Die  Gleichungen  lö)  enthalten  die  bekannte  Transformation  mittelst  reci- 
proker  Radienvectoren.  *)     Der  Einfachheit  halber  möge  der  Fläche  ^|  die 
inverse  Fläche  von  S  heissen.  **) 

Die  in  I,  II,  III,  enthaltenen  Transformationen  lassen  sich  mit  einan- 
der verbinden.     Man  findet  dann  ohne  Schwierigkeit  folgende  Sätse : 

Die  Fusspnnktfläche  der  reciproken  Polarfläche  ist  die  inverse  Fläche 
der  primitiven  Fläche. 

Die  inverse  Fläche  der  reciproken  Polarfläche  ist  die  Fusspnnktfläche 
der  primitiven  Fläche. 

Die  inverse  Fläche  der  Fusspnnktfläche  ist  die  reciproke  Polarfläche 
der  primitiven  Fläche. 

Der  zweite  dieser  Sätze  rührt  von  Hirst  her  (Ann.  di  Math«  ü.  96). 

IV.     Ist  S|  die  reciproke  Polarfläche  der  inversen  Fläche,  so  hat  man : 

j:— J  y  —  «  z  —  t 

17)  co8a^=i ,    co5  6i=^ =,     C05 ri= ?, 

r  r  r- 

t        p     Pi  »      ^^        ^' 


=1),  co,6.  =  i^ 

2PiC0«Ci  — (2,— D 


1  ö)  Tj  r, 


cos  C»  u-i 


Aus  den  Gleichungen  17)  folgt:  (xi-a:)co5a4+(yi-y)co56,  +  (ri-t)co5Ci  =  0, 
die  berührende  Ebene  im  Punkte  (x,,  y^,  Z|)  steht  also  senkrecht  auf  der 
Verbindungslinie  der  Punkte  (J,  iy,  Q  und  (a:,  y,  z).  Die  durch  17)  definirte 
Fläche  Si  ist  also  die  Enveloppe  der  Ebenen ,  welche  in  den  Endpunkten 
der  Badienvectoren  der  Fläche  S  senkrecht  stehen.***)     Eine  einfache 


*)  Vergl.  hierüber  Thompson  im  Journ.  de  Maih^m.  X.  304,   XII.  256;   Lion- 
ville  ibid.  XII.  365. 

**)  Diese  Bezeichnang  6ndet  sich  bei  Hirst.    AnnaVi  di  Mat.  II.  96. 
•♦♦)  Vergl.  hierüber  Hirst.    AnnaU  di  Mat  IL  95,  Cajrley  ibid.  IL  186. 
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VergleichiiDg  der  Gleichungen  17),  18)  mit  11)  nnd  13)  zeigt,  dass  die  Auf- 
gabe, die  bemerkte  Enveloppe  zn  finden,  identisch  ist  mit  dem  Problem  zu 
einer  gegebenen  Fusspunktflftche  die  primitive  Fläche  zu  finden. 

V.  Für  die  reciproke  Polarfläche  der  Fusspunktfläche  hat  man  folgende 
Gleichungen: 

X,-5 3 *   ,    Jfl-iy— -j K   ,     Zj-J -j fC  , 

19)  cosa  =  cosai^    cosbsscosbi^    coscszscose^^ 

PPi  —  f^  j     r^^=sK   ~,    — • —  —  . 

Aus  den  Gleichungen  19)  findet  man  leicht ,  dass  die  parallelen  Normalen 
in  den  Punkten  ix^y^%)  und  {x^ ,  y, ,  sj  in  der  Ebene  liegen,  welche  die 
beiden  bemerkten  Punkte  und  den  Punkt  ($,  i;,  {;)  enthält. 

VI.  Die  Gleichungen  für  die  Fusspunktfläche  der  inversen  Fläche  er- 
hält man  durch  Anwendung  der  in  III.  enthaltenen  Transformation  auf  die 
Gleichungen  19). 

Die  sämmtlichen  vorstehenden  Transformationen  haben  die  characte- 
ristische  Eigenschaft,  dass  -^  s=  ~ ,  oder ,  dass  die  Normalen  in  zwei  ent- 
sprechenden Punkten  der  Flächen  S  und  S^  mit  ihren  respectiven  Radien 
rectoren  gleiche  Winkel  bilden. 

Die  obigen  Transformationen  lassen  sich  wiederholt  anwenden,  es 
scheint  aber  nicht,  dass  man  bei  diesem  Verfahren  zu  besonders  einfachen 
Resultaten  kommt. 


1} 


X  Beweis  einet  Theoremea,  von  welohem  die  Theoreme,  welohe 
lieh  uf  die  Fonrier'sdien  Doppelintegrale  beiieheni  nnd  viele  andere»  nur 
gaai  speeielle  Fälle  lind.    Von  Dr.  Fb.  K.  Grünwald. 

I.    Ist  y  der  bekannte  Werth  des  bestimmten  Integrales : 

.+  • 

.  OD 

WO  F(^)  eine  in  dem  Integrationsintervalle  ( —  oo ,  +  co)  endliche  und 
stetige  Function  ist;  wählt  man  femer  eine  Function:  /*(o>,  qi)  der  zwei  un- 
abhängig Variajbelen  »  und  q>  so,  dass  für  positive  tp 

1.  /•((»,  —  g>)  =  —  /•((»,  9);    2.  /•(+  00,  g>)  =  +  00  j 

/•(—  c»,  go)  =  —.  00  » 
wird  und  dieselbe  von  09=  —  Qobiso9=:  +  oo  endlich  und  stetig  bleibt; 
setzt  endlich 


/•[/'(».  V)](^^^)=<P(«..P): 
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80  verläuft  <P(a»,  q>)  endlich  nnd  stetig  von  io  =  —  oo  bi8fl0=s-|-Qo,  nnd 

das  Integral 

.+  »        . 
CP((ö,  (p) 

wird  für  jedes  endliche  q>  gleich  +y  oder:  — y,  je  nac'i dein  g>  positiv  oder 
negativ  ist. 


ß 


II.     Das  Theorem. 
Ist  die  Function  (P(o>,  <p)  der  zwei  unabhängigen  Variabelen  o,  <p  end- 
lich und  stetig  von  »  =  —  oo  bis  co  =  +  oo,  und  von  9  =  9>o  bis  9  =  g>| 
und  besitst  .das  bestimmte  Integral 

1  CP(<o,  q>)doi> 

roo         . 

den  Constanten,  von  9  unabhängigen  Werth : 

+  y  oder  —  y, 
je  nachdem  g>  positiv  oder  negativ  ist,  so  ist  das  Doppelintegral 

in  welchem  /"(ar,  O),  ^(a:,  ^)  in  dem  Intervalle  ^==^q,  ^, ,  endliche  und 
stetige  Functionen  von  x  und  -^  sind,  und  x  von  ^  und  o  nicht  abhängt : 

1.  gleich  Null,  wenn  die  Gleichung:  q){x\^)  =  0  innerhalb  des  Inter- 
valles  ^Q<C  ^  '^^i  für  ^  keinen  oder  doch  nur  eine  gerade  Anzahl 
gleicher  Wurzelwerthe  liefert; 

2.  gleich  2y/*(a:,  w),  wenn  die  Gleichung: 

(p  (o:,  d)  =^0,  in  dem  Intervalle  Og  <  -^  <  -^t  ^ 
für  ^  nur  eine  einzige ,  oder  doch  nur  eine  ungerade  Anzähl  gleicher 
Wurzeln : 

^  =  ti  (als  Function  von  x) 
besitzt; 

vorausgesetzt,  dass  man  q>(x^d)  mit  solchem  Vorzeichen  gewählt  hat,  dass 
der  erste  der  beiden  Grenzwerthe  von 

<p(Xy^):  <3P(a:,^o)  =  9o| 
g>(a:,  O,)  =g>, 
d.  i.  q>Q  negativ  ausfällt. 

Beweis  des  unter  I.  ausgesprochenen  Hilfs -Lehrsatzes. 

Es  sei  F^d)  eine  beliebige,  durch  das  ganze  Intervall  von  -0=  —  00 
bis  d  =  +  00  endliche  und  stetige  Function  und  y  der  bekannte  Werth 
d/i6f  Jntegra]3 
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+  00 

—  00 

so  ist : 

+  00  +00  +00 

—  00  —  00  —  00 

Sabstituiren  wir  in  das  vorliegende  Integral  behufs  Einführung  einer 
neuen  unabhängigen  Variabelen  o 

^  =  /"(«>,  g>) , 
wo  fp  von  09  unabhängig  und  die  Function  /'(co,  tp)  vorläufig  nur  den  folgen- 
den Bedingungen  unterworfen  sein  soll: 

1.  fQr  jeden  endlichen  Werth  von  o  endlich  und  stetig  zu  bleiben ,  so- 
bald fp  endlich  ist;  und 

2.  für  »  ==  +  00  positiv  unendlich ,  ftir   oo  ==  — ^  od  negativ  unendlich 
zu  werden,  d.  i.  die  Bedingungsgleichungen : 

X  /•(+oo,9)=  +  oo 

/*(-iQO,g>)  =  — 00 
für  irgend  ein  endliches  positives  9  zu  erfüllen. 
Es  wird 

«  =  —  00 

2)  pI/C".  y)] + ^H/^(».  y)l  Wifo,  y)V^  ^ 

—  00 

Das  zweite  Integral  linker  Hand  wird  offenbar  das  entgegengesetzte 
Zeichen  bei  gleichem  numerischen  Werthe  enthalten,  wenn  die  Function 
/'(ii»,  (p)  ebenfalls  ohne  Aenderung  ihres  numerischen  Werthes  das  Zeichen 
wechselt. 

Ist  daher  die  Function  /'(o,  fp)  der  Art,  dass  sie  mit  der  Grösse  q>  ihr 
Zeichen  ändert,  d.  h.  dass 

ß)  /"K —9)  =  — /*(«>»  9) 

wird,  so  ergiebt  sich  (wenn  <p  im  linken  Theile  der  Gleichung  2)  negativ 
genommen  wird): 

J  da 

—  00 

j-7[f{m,-^)]+F[-f{c,-<p)]  rfA«.-y)  ^^  ^ 

d(o 


—  » 
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3%        rn-n^.  y)] + ^y(«»  y)i  m^.  y) .  _   , 

—  00 

d.  h.  (siehe  Gleichung  2)  and  3))  es  ist: 


I  0{m,(p)dm=zy 


—  OD 
+  0D 


/  <P(o», — q>)dm=s^Y 


wenn  der  Kürze  wegen  F[/'(a,  y)]  ^^=<P(tt,  9)  gesetzt  wird. 


Beweis  des  unter  U.  ausgesprochenen  Haupttheoremes. 
Es  sei: 

—  OD         #i 

und  /'(o?,  O),  sowie  9(0;,  d)  von  ^^i^^^hia  ^  =  ^^  und  <Z>[»,  ^(d:,  d)]  von 
»  =  —  00  bis  c»=+  00  und  tp  =z  q> (x^  ^^  r=z  tp^  bis  7  =  9 (^,  ^1)  =  91. 
endlich  und  stetig ;  endlich  a>,  O  und  x  von  einander  unabhängig,  und 

+  00 

—  OD 


/- 


für  jedes  positive  zwischen  (p  =  (p^  und  g>  =  q>^  liegende  <p  gleich  +  y^  für 
jedes  negative  zwischen  denselben  Grenzen  allenfalls  liegende  tp  dagegen 
£=  —  y«  wo  )f  von  q>  ganz  unabhängig  ist. 
Das  bestimmte  Integral 

welches  unter  dem  Integralzeichen  ein  Product  zweier  Functionen  enthält, 
von  denen  die  eine  ein  Differentialquotient  nach  der  Variabelen  O  der  In- 
tegration ist,  weist  hierdurch  von  selbst  auf  die  Anwendung  der  partiellen 
Integration  hin. 

Dieselbe  liefert  uns  aber : 
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=  <P[«,  9>i]f{^.^i)-0[i^,9>o]f{^.  ^,)-Jo[w,  g>](^ 


(f-^ 


und  wenn  wir  auf  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens  mit  da»  mnltipli- 
ciren  nnd  zwischen  den  Grenzen  09  =  —  od  biso==  +  QO  integriren : 

-OD      9^ 

+  00  +0D 

f{p^^ ^1) /<^K  Vi] dm— fix, ^^jo[m,  g>J d« 

—  OD  —OD 

♦1  +0D 


II. 


I.  Nehmen  wir  an,  die  Gleichung  9(0?,  O)  =0,  habe  nach  d  aufge- 
löst, innerhalb  der  gegebenen  Grenzen  ^=7<&o,  ^  =  ^2  keine  oder  nur 
eine  gerade  Anzahl  gleicher  Wurzeln,  nnd  dabei  sei,  wie  wir  auch  im 
Folgenden  stets  voraussetzen  wollen,  das  Vorzeichen  von  9(0;,  d)  so  ge- 
wählt worden,  dass  9o^==  ^(a:,  ^0)  negativ  ausfällt. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  bleibt  das  Zeichen  der  Function  (pix,%) 
von  <&  =  ^g  bis  O  =  0|  stets  dasselbe ; 

9(ar, '0'«),  9>(a?,  0|)  und  allgemein  9(0:,  •&)  sind  negativ,  weil  ^{x,^^ 
negativ  ist ;  und  kraft  der  vorausgesetzten  Eigenschaft  des  Integrales 

+  0D 

/<P(»,  qi)dm  ist: 
—  30 

+  0D  +0D 

IO(m,g>^d<o=—Y,      /^(»i  g>i)<'a  =  — y, 

—  00  —OD 

■fOD 

—  OD 

mithin  (siehe  Gleichung  II) : 
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II.    Nehmen  wir  zweitens  an,  die  Gleichung 

V(x,d)==0 
habe ,  wenn  sie  nach  ^  aufgelöst  wird ,  innerhalb  der  Grenzen  ^  =  Og , 
i&z^'&t  nur  eine  einzige  oder  eine  ungerade  Anzahl  gleicher  Wurzeln 
0  =  ti,  wo  u  natürlich  eine  Function  von  x  ist;  zugleich  sei,  wie  bereits 
erwähnt  wurde,  das  Vorzeichen  von  9(0:,  d)  so  angenommen  worden,  dass 
q>  (x,  ^0)  •=  g>o  <C  0  wird. 

In  Folge  dieser  Bestimmungen  bleibt  die  Function 

9»(x,^)  negativ  für  jedes  zwischen  ^  =  ^^,  und  -^  =  11 
positiv  für  jedes  zwischen  ^  =  u  und  ^  =  d^ 
liegende  ^;  also  wird  vermöge  der  Eigenthümliohkeit  des  Integrales 
+  00 

/  (P(o>,  9>)(fa> 

—  00 

4-»  4-OD  ^  f, 

+    OD  '        \. 

r<I>[(o,g>(x,d)]d<»  =  —  yfar^o<^<ti=  +  yfÜrtt<0<Oi, 

—  OD 

hiernach  ergiebt  sich  aus  II.  folgender  Werth  für  y*: 

+  0D 


V0  —OD 

^1  +0D 

~/^^S^  d<>/«[«,v(^,*)]d», 

U  —OD 

falls  nämlich  das  Grenzintervall  (^^^  O,)  in  die  beiden  Intervalle  (^o,ii )  und 
(M,  Ol)  zerlegt  wird,  in  deren  erstem  9(0:, -0)  beständig  negativ,  in  deren 
letzterem  g)(^, '^)  stets  positiv  bleibt. 

Das  erste  Integral  rechter  Hand  ist  daher: 

das  zweite  hingegen ;. 

^,  +00 

U  —  00 

+  rJ'^^d9  =  Y[r(x,&,)-r(,:c,u)\ 
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und  sonach: 

womit  das  ausgesprockene  Theorem  erwiesen  ist. 

III.    Zasatz. 
Aendert  die  Function  tp{Xy9)  ftlr 

0=Sfl|,      0  =  ttt,      ^Ä=t/| ^  =  w„ 

das  Zeichen,  sobald  O  bei  seiner  Aendernng  von 

#  :^  ^0  bis  ^  :=  ^1  darch  einen  der  Werthe 
^  =  tij ,     t/, ,     u^ u^  hindurchgeht, 

d.  h.  ist  eine  jede  von  diesen  Grössen  eine  einfache  oder  ungerad-vielfache 

Wnrael  der  Gleichung : 

g>(;r,d)  =  0, 

so  ist: 

y=2y[/-(a:,ti,)—A«,t't) +/•(«,"«)...+(- l)"^A«,w-)] 
der  Werth  des  Integrales 

-OD     dp 

unter  den  in  unserem  Theoreme  festgestellten  Bedingungen,  so  dieselben 
die  Functionen  <I>(»,g)),  fix^d),  9(a:,d)  betreffen. 

Beweis. 

1.  Ans  unserem  Theorem  folgt  fast  von  selbst,  dass  der  Werth  des 
Doppelintegrales  y  auch  in  dem  Falle 

=  2yfix,u) 
sein  wird,  wenn  innerhalb  des  Integrationsintervalles  (^q,  0|)  neben  der 
einzelnen  einfachen  oder  ungerad-vielfachen  Wurzeln  u  noch  beliebig  viele 
gerad-vielfache  Wurzeln  vorhanden  wären. 

Denn  man  kann  das  Intervall  (^q,  0|)  stets  der  Art  in  Partialintervalle 
zerlegen,  dass  sich  innerhalb  eines  jeden  derselben  immer  nur  eine  einzige 
der  verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung  (p{x,^)  =  0  befindet;  und  da 
alle  jene  Theilintegrale,  deren  Variabele  &  in  einem  jener  Partialintervalle 
variirt,  in  welchem  nur  eine  einzige  gerad- vielfache  Wurzel  liegt,  ver- 
schwinden, so  bleibt  nur  das  Integral  innerhalb  jenes  Partialintervalles, 
welches  die  einzige  ungerad-vielfache  Wurzel  ^s=su  enthält;  dieses  ist 
aber  gleich 

2y/^(a-,  ti). 

ZmllMvhrin  f.  MälhemMtik  a,  Phj»ik.  JX.  2.  VV^ 


138  Kleinere  Mittlieiinngen. 

2.  Ein  aufmerksamer  Blick  auf  den  Beweis  des  Haupttheoremes ,  in 
welchem  zur  Fixirung  der  Ideen  angenommen  wurde,  dass  ip(it^^^==qto 
negativ  sei,  lehrt  ferner,  dass  man  im  entgegengesetzten  Falle,  d.  h.  wenn 
q>{Xf  Oq)  positiv  wäre,  die  Constante  /  nur  mit  —  y  zn  vertauschen  hat,  um 
den  wahren  Werth  des  Doppelintegrales  zu  erhalten. 

3.  Liegen  also  in  dem  Intervalle  (d^,  d,)  neben  beliebig  vielen  gerad- 
vielfachen Wurzeln,  auch  die  ungerad-vielfachen 

Wi<w«<w,.* <«,, 

so  zerlege  man  dasselbe  in  die  Partialintervalle : 

(^0.  W'  «o  1«),  «.,  S.) ({«-2,  l«-i),  (S—i,  ^i), 

so  dass  innerhalb  je  eines  derselben  auch  nur  je  eine  der  Wurzeln  t/, ,  tif« 
Uu  liegt,  und  beaeichne  mit  ^(a,  ß)  das  Doppelintegral : 

dann  ist: 

y(^o,^.)  =  y(^a.Si)  +  y(Si.{.)  +  y(St.fi.)+ +  y(g^i.i>.) 

y(^oi  6i)  =  +  «yAC«, «,),  wegen  tp(x,  O.)  <0, 
y  (£t,$t)  =  — «//"Gr,«,),      „       g>(a:,fi)>0, 
y({.,Si)=  +  2yA«,w,),       „       9>(a:,|,)<0, 
y  (1—1 ,  ^i)  =  (-  1)"-^ 2)r/^(a:,  «,),  wegen  g>  {x,  fc..,) .  (-  i)»>  0 , 
mithin: 

-OD   J^ 

w.  z.  b.  w. 

Specielle  Fälle  unseres  allgemeinen  Theoremes. 

1.  Die  Fourier'schen  Doppeiintegrale  sind  nur  ganz  specielle  Fälle 
des  von  uns  betrachteten  Doppelintegrales. 

a,  Anwendung  des  Hilfssatzes  I.  zur  Ermittelung  eines  speciellen  In- 
tegrales von  den  Eigenschaften  des  Integrales: 

+  00 
—  00 

Es  ist  bekanntlich    / dd^  =  ä(=  y).    Die  einfachste  Function  /"(oijy), 

—  00 

welche  für  9  >  0  die  Eigenschaften 

/  (  +  GO ,  qp)  ~  +  cx) ,  /•  (w ,  —  g>)  =  —  /•  (w ,  <p) 
besitzt,  ist  /'(o,  q>)  =s  »tp- 
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Wir  haben  also 


raithiD : 


sin  aq>        sin  m  q> 

/    —  4» s=  +  »  oder  —  w,  je  nachdem  9  >  0  oder  9  <  0  ist. 

—  OD 

b,  Anwendung  des  Hanpttheoremes  II.  auf  die  specielle  Function : 

.        sinmq> 

09 

wenn  ansserdem  noch  speciell : 

genommen  wird,  wo  u  irgend  eine  Function  von  x  ist 
Unter  diesen  Annahmen  wird: 

folglich : 


=  /      j  jeosm{fi—u)f{x^^)d^.dfa^ 

-OD    9^ 


fO,  wenn  fp{x^9)=s%  —  ti  =  o  zwischen  ^  =  ^0  und  ^s-^, 

keine  Wursel  besitat,  d.  h.  wenn  u  ausserhalb  des  Intervalles 

(^•»  ^1)  lieg*»  "•  *•  W.  für  w>  d,  >  d^,,  oder  fHr  ti  <  d^  <^i 

=s2nf{Xy  ti),  wenn  tp(a:,  '^)  =  ^  —  w  =  0  zwischen  ^=d;„  '&=^| 

eine  einfache  Wurzel  besitzt,  d.  h.  wenn : 

Nimmt  man  noch  specieller: 
SO  erhält  man : 

4-OD     +b 

1.    I      leotu{^'-x)f{a)dadm=Offirx<—b, 

—  OD  —6 

oder  a:>  +  b , 
=2»/(a:)  für  — ö<x<-Vö, 
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—  OD     —6 

oder  «< — fr, 

nnd  daraus  dnrcli  Addition  nnd  Sabtraction 

+  00  -f6 

Icoswxdm  1  cosm^f{d)dd'^=0  für  x< — 6, 

—  OD  —6 

oderap>  +  6,    ' 
2 

-f-OD  +^ 

—  OD  —6 

oderx< — fr, 

wenn  f(ß)  zwischen  ^^=:  —  6,  9=z  +  b  endlich  und  stetig  bleibt* 
2.    Es  ist  bekanntlieh  für  jedes  ganze  positire  n  (a  ^  0) 

+  00  +00 

Behnfs  Anwendung  des  Hilfdsatzes  nehmen   wir   am   einfachsten   wieder 
f{mg>)  =  a)(p. 

In  Folge  dessen  und  weil  hier  F(d}  =  ^'"^""^  ist,  wird: 

«119 

Das  Integral : 

+  » 

—  OD 

ist  nun : 

=  + ^„ V^  (=  +  y),  oder  =r ^;i yn  (^-y), 

je  nachdem  g)  positiv  oder  negatir  ist;  und  die  auch  früher  gemachte  ein- 
fachste Annahme  der  Function 

wo  u  irgend  eine  Function  von  x  ist,  führt  in  Verbindui^  mit  der  An- 
nahme : 

rd^{x,^)' 


,,.,„=,»_. ,[i*m], 
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wo  ^(jp,  ^)  innerhalb  der  Grensen  ^  =  do,  ^^=si^i  endlich  und  stetig 
Torausgesetst  wird, 

nndA.,«)=(«-«)[%^]=0) 
SU  dem  Theoreme : 

-OD  ¥^ 

für  jedes  ti,  gleichviel  oh  es  inner-  oder  ausserhalb  des  Intervalles  (&«,  ^i) 
liegt 

Es  ist  also,  wenn  zur  Abkürzung :  < 
H-oo  9^ 

gesetzt  wird, 

.      .  2W  +  1     2(n  +  l)  +  l    2(11+2) +  1  2(>t  +  v— 1)  +  1  ^^ 

*  2  2  2  2  * 

nndfürn  =  0,     v  =  n 

ox                                       ^          1.3.5....2n~l 
2)  tn= ^s £o. 

Nun  ist  nach  Gleichung  1)  für  n  =  0: 


^^  —OD 


«  =>    ., 


9J 
H 
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i.  Ist  M^^ot  ^^  1^  ^™  Doppelintegrale  a):  ^  —  u  poiitiv 


Cer-'^\^-^>\^  -  ,/)(f a>  =  +  /» 


und 


-OD 


von 


I.  &,= +/«y  ^^^7^  d*=f^  [t  («,  *,)  -  V  (»,  Ol- 

2.  Ist  u  ^  d|,  so  ist  in  demselben  Doppelintegrale 

t* 
^—u  negativ,   /  «-•'t^—)* ({>—«)</»  =  —  J^n 

—  00 

3.  Ist  endlich  ^o  <^  <^  <  ^n  so  ist  (^  —  ti)  im  ersten  Doppelintegrale 

+  05 

/3)  negativ  und    / e-^^*"''^* («^ — «)</«=— ^;  im  zweiten  Doppelin- 


tegrale von  ß)  hingegen  (p  —  u)  positiv,  folglich 


A-«,«(4^-«,«(^_^^^^^^^ 


ZU  setzen. 

Hiernach  ist 


J?i 


=  y^l*  (a^.  *,)  —  ^  (*,  tt)  —  V  (ar,  m)  +  if  («,  d,)] , 

Durch  Verbindung  dieser  Werthe  von  £;>  mit  der  Gleichung  2)  ent- 
springt folgendes  interessante  Theorem : 

„Ist  ^(x,  ^)  irgend  eine  durch  das  ganze  Intervall  ^=:(p^^^^) 
endliche  und  stetige  Function,  so  ist  das  Doppel  integral : 

+  0D  ^^ 


§ 
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+  ^'^•^'"^^"""'^Vi^[t(^,^i)-»(a:,^^]  wenn  u<^,<e, 

H ^iTi y^  [  '2 '*(^,w)J    wenn  '^a<M<^i, 

wobei  ti  eine  beliebige  Function  von  x  ist. 

(2aV» 
Mnltipliciren  wir  jede  dieser  drei  Gleichungen  mit         ^         ,  setzen 

1*2.3*  •  .2/1 

der  Reibe  nach  n  :=  0,  1,  2,  3  —  n  etc.  tVt  infinitum^  berücksichtigen  rechter 

Hand,  dass 

1.2.3...(2yi  — l).2w  =  (l.3.5...2«  — l)X(1.2.3....n)X2» 

ibt,  nnd  vereinigen  sämmtliche  so  gewonnene  Gleichungen,  so  erhalten  wir: 

=  +  ^»««'[V(a-,*,)  — t(a-,^,)]  wenn  m<^o<*i 

nnd  wenn  wir  scbliesslich  noch  af/ — 1  für  a  schreiben 

/*      /«--».»-«i'co*2««(»-«)  [p^'](9-u)d»== 

-OB  ^ 

=  +  y^.  e—*  [i>  (x,  d.)  —  ^  (*,  9^]  wenn  «  <  d,<  ^, 

=  —  >/».«— *[^(x,»,)  —  i(;{*,do)]       „     M>d,>*. 

=  +2/;r.-.'[?^i^^?<^^^^-*(x,«)]wenn^,<«<^.i,t. 


XL  Veber  die  ForiMl  snm  bfurometrisehen  Höhenmeaaen  bei  geringen 
H6li6iLii]iterachi6de&  nach  Babimbt.     (Compte  rendu  Bd.  52,  S.  221.) 

Babinet  wandelt  folgende  von  Laplace  angenommene  Formel, 
welche  in  der  NAlie  der  Breite  von  45®  gilt,  in  eine  fQr  geringe  Höhen- 
unterschiede geltende  nm,  in  der  keine  Logarithmen  mehr  vorkommen : 

^  b\    ^      1000  )■ 
M  orin  h  den  Höhenunterschied  beider  Stationen ,  B  und  T  den  Barometer- 
stand und  die  Temperntur  der  unteren  Station,  b  und  t  dieselben  Grössen 
an  der  oberen  Station  bedeuten. 

Die  einfachere  Formel  von  Babinet  ist:  * 


.=,^i^(,+.it/). 
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daher: 


Setzt  DiAn  nämlich :  B  +  b  =  S 

B  —  b=D, 
80  wird  B  —  ^{S+D)         ^  =  4(5— 2>), 
D 


'-'s 


Nun  ust  angenähert: 


.  (         D\  D 


und  wenn  der  Modalas  0,434204482  des  Briggischen  Logarithmensjstemes 
mit  M  beseichnet  wird : 

Die  Laplace*sche  Formel  bekommt  bei  Einführung  dieses  Werthes  den 
Factor : 

18303.  2  ATS  15075,9. 
Man  kann  demnach  statt: 

18303~  lag  ^ 


setzen : 


I5075,"'0 


B  —  h 
B+b' 


Da  nun  aber -— — r  etwas  kleiner,  als  log  --,  so  nimmt  Babinet  den  Fac- 
B  'f'  0  0 

tor  vor  der  ersteren  Gross  etwas  grösser,   nämlich  16000"*,  wodurch  die 

Formel  entsteht: 


B-b  /  T+t\ 

^  =  16000'»-— —  (l +2— ^Y 

B-^-bX    ^      1000  y 


B-^-by   '        1000 

Um  die  Brauchbarkeit  der  Formel  zu  zeigen,  gebe   ich  die  Werthe  von 

B  B      b 

18303  log  --  und  16000.  p  ,  .   für  3  Werthe  von  B  und  ft,  sowie  die  Diffe- 


B  +  b 


renzen  beider: 


B 

b 

18303  %f 

Ä~6 

Differenaen 

760 
700 
700 

710 
660 
610 

543.6 
1126,0 
1756.3 

544.2 
1126,8 
1751,8 

-0.6 
+  0.1 
+  4,5 

Es  geht  hieraus  hervor,  dass  die  Formel  von  Babinet  für  Barometerstands* 
unterschiede  von  etwa  lOO*"*"  und  Höhenunterschiede  von  etwa  1000**  noch 
brauchbar  ist.  Dr.  Kahl. 


vn. 

Oerbert's    Regeln    der    Diyision. 
Von  Prof.  Friedlein  zu  Ansbach. 


II. 

In  den  Compies  rendus  1843,  XVI.  S.  286 — 205  hat  Chasles  eine  Ueber- 
setsnng  nnd  einen  Commentar  zu  den  Segeln  der  Division  gegeben,  welche 
Gerbert,  den  nachmaligen  Papst  Silvester  II.,  zum  Verfasser  haben.  Die 
grosse  Wichtigkeit  dieser  Regeln  für  die  Geschichte  der  Arithmetik  hat 
jenen  Gelehrten  bestimmt,  in  das  anscheinend  und arch dringliche  Dunkel 
derselben  unter  Beiziehung  eines  späteren  Werkes  desselben  Inhaltes 
Licht  und  Klarheit  zu  bringen,  und  es  ist  seinem  Scharfsinn  gelungen, 
Sinn  und  Verstftndniss  da  nachzuweisen,  wo  unlösbare  Säthsel  vorzuliegen 
schienen.  Gleichwohl  giebt  es  auch  für  ihn  noch  (S.  280)  eine  phrase 
obseure  ei  ioui  ä  fait  amphibologique  und  ein  Bekenntniss:  Tout  cela  esiy 
comme  on  le  voit,  fort  obscur  et  enigmaiique.  Der  Grund  scheint  darin  zu 
liegen,  dass  dasselbe  spätere  Werk,  welches  den  Schlüssel  zu  den  Räthseln 
an  die  Hand  gab,  auf  der  anderen  Seite  die  Unbefangenheit  im  Auffassen 
der  einzelnen  Ausdrücke  benahm.  Im  Folgenden  soll  der  Versuch  ge- 
macht werden ,  auch  die  letzten  Dunkelheiten  zu  verscheuchen  und  auch 
die  Ausführung  auf  dem  Abacus ,  die  Chasles  nicht  gab ,  wieder  sichtbar 
lu  machen.  Nach  dem  lateinischen  Text  der  einzelnen  Regeln  soll  eine 
möglichst  sinngetreue  Uebersetzung  (meines  Wissens  die  erste  in  deut- 
scher Sprache)  gegeben,  und  hierauf  die  Regel  an  Beispielen  erklärt 
werden. 

I.    Division  der  Einer  durch  Einer,  Zehner  durch  Zehner 

u.  s.  w. 

In  parliHone  numerorum  abaci,  sicut  se  habent  singulares  ad  singulares,  sie 
quodam  modo  habent  se  deceni  ad  decenos,  centeni  ad  centenos,  tnilleni  ad  mille- 
NOt,  hoc  modo: 

ZeiUebn'ft  f.  Malhomalik  n.  Physik.  IX,  3  \V 
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Si  volueris  dividere  singulares  per  singülares,  vel  decenum  per  decenum,  veJ 
centenum  per  cenienunty  vel  millenum  per  millenum,  secundum  denominationem 
eorum  singulare»  singularibus  subirahes. 

„Bei  der  Division  auf  dem  Abacus  ist  das  Verhältniss  der  Einer  zu 
Einern  gewissermassen  auch  das  der  Zehner  zn  Zehnern ,  der  Hunderter 
zu  Hundertern,  der  Tausender  zu  Tausendern,  in  folgender  Weise: 

Will  man  Einer  durch  Einer,  oder  einen  Zehner  durch  einen  Zehner, 
oder  einen  Hunderter  durch  einen  Hunderter,  oder  einen  Tausender  durch 
einen  Tausender  dividiren,  so  hat  man  in  Berücksichtigung  des  Nenn- 
werthes  derselben  Einer  von  Einern  abzuziehen.*' 

Der  Ausdruck  denominaiio  bezeichnet  die  Zahl,  welche  angiebt,  wie 
viele  Einer,  Zehner  u.  s.  w.  vorhanden  sind.  Er  hätte  also  einfach  durch 
Zahl  oder  Anzahl  übersetzt  werden  können;  die  folgenden  Regeln  aber 
lassen  es  als  besser  erscheinen,  einen  wörtlicher  demselben  entsprechen- 
den Ausdruck  zu  wählen.  Die  in  den  folgenden  Beispielen  angewendete 
Art  der  Subtraction  ist  der  8.  Regel  entnommen ,  der  Platz  für  den  Quo- 
tienten den  Darstellungen  von  Chasles  in  denselben  Compt.  rend,  S.  235  bis 
237.  Dass  statt  Quotient  der  Ausdruck  „Anzahl  der  Divisoren"  gesetzt 
ist,  geschah  in  Berücksichtigung  des  Wortlautes  der  10.  Regel.  Die  fett 
gedruckten  Zahlen  sind  diejenigen ,  welche  bei  der  Rechnung  auf  der  mit 
Sand  bedeckten  Tafel  verwischt,  oder  bei  Anwendung  von  Marken  weg- 
genommen wurden.  Dadurch  hatte  die  Rechnung  eine  geringere  Aus- 
dehnung, als  die  folgenden  Beispiele  zeigen. 


1.  Beispiel. 
I 


7:3 


Divisor       2.3  =  6 

Dividend     7—6  =  1 

Rest 

Anzahl  der  Divisoren. 


Die  Nebenrechnungen  sind  die, 
welche  im  Kopf  gerechnet  wurden,  oder 
auch  mit  Benützung  freier  Stellen  des 
Abacus.  Statt  2.3  =  6  und  7  —  6  =  1 
konnte  auch  7  —  3  =  4,  4 — 3  =  1  ge- 
setzt werden;  es  ergiebt  sich  aber  aus 
der  8.  Regel,  dass  ein  Multipliciren  des 
Divisors  vorkam. 


2.  Beispiel.     70  :  50. 


X 

1 

5 
7 
2 

1 

5-^2 


Divisor 

Dividend 

Rest 

Anzahl  der  Divisoren 


Ebenso  ist  das  Verfahren  bei 
den  Hundertern  und  Tausendern,  nur 
erfolgt  es  in  der  3.  und  4.  Columne 
des  Abacus,  im  Text  angedeutet 
durch  sedes  oder  locus  ^  oder  durch 
Nennung  der  Zahlklasse,  die  in  der- 
selben steht. 
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IL     Division  mit  Einern. 

In  partiüone  numerorum  dbaciy  sicul  se  habeni  Singular  es  ad  decenos  et 
centenoi  ei  mülenoSj  sie  se  habeni  deceni  ad  centenos  ei  millenos  et  cenieni  ad 
müienos  ei  müleni  ad  ultra  se  compositos  decenos  millenos  ei  centenos  millenos, 
hoc  modo- 

St  volueris  per  singularem  numerum  dividerc  decenum  aui  cenlenum  aut 
miUemtm  vel  simui  vel  intermisse,  differentiam  divisoris  a  Singular i  ad  decenum 
per  iniegram  denominationem  dividendi  multiplicabis  et  articulos  quidem  propria 
denaminaiione  et  posita  differenlia  diminues ,  digitos  vero  digitis  aggregabis  et,  si 
ariiculi  propenientj  ui  supra  diminues  usque  ad  solos  digitos.  Et  millenus  quidem 
habebii  articulos  in  millenis,  digitos  in  centenis^  centenus  articulos  in  cenienis, 
digiios  in  decenis,  decenus  articulos  in  decenis,  digitos  in  singularibus. 

,3^1  ^^^  Divison  auf  dem  Abacaa  ist  das  Verhältniss  der  Einer  zu 
Zehnem,  Hundertern,  Tausendern,  auch  das  der  Zehner  zu  Hundertern 
und  Tausendern,  und  der  Hunderter  zu  Tausendern,  und  der  Tausender 
BQ  den  noch  über  sie  hinaus  durch  Zusammensetzung  gebildeten  Zehn- 
tausendern und  Hunderttausendern  in  folgender  Weise : 

Will  man  durch  einen  Einer  einen  Zehner  oder  Hunderter  oder  Tau- 
sender, sei  es  vereinigt  oder  mit  Weglassuug  des  Einen  oder  des  Anderen, 
dividiren,  so  hat  man  die  Differenz  des  Divisors,  von  dem  Einer  bis  zu 
Zehn,  durch  den  ganzen  Nennwerth  des  Dividenden  zu  mnltipliciren ,  und 
die  Gliedzahlen  (des  Productes)  vermittelst  ihres  eigenen  Nennwerthes 
und  der  angesetzten  Differenz  (durch  Multiplication  beider)  zu  vermindern, 
die  Fingerzahlen  aber  zu  den  Fingerzahlen  zu  addiren,  und  wenn  die 
Summe  Gliedzahlen  enthält,  diese,  wie  vorher,  zu  blossen  Fingerzahlen  zu 
vermindern.  Ist  der  Dividend  ein  Tausender,  so  gehören  die  Gliedzahlen 
(des  erwähnten  Productes)  zu  den  Tausendern,  die  Fingerzahlen  zu  den 
Hundertern,  ist  er  ein  Hunderter,  so  gehören  jcue  zu  den  Hundertern, 
diese  cn  den  Zehnern,  ist  er  ein  Zehner,  so  gehören  jene  zu  den  Zehnern, 
diese  zu  den  Einern.*' 

Die  Regel  führt  die  Bechnung  nur  bis  zu  den  Einern,  weil  von  diesen 
an  der  Gebrauch  der  Differenz  des  Einers  aufhört,  und  in  der  1.  Regel  be- 
reits gesagt  ist,  wie  weiterzufahren  ist.  Die  folgenden  Beispiele  sind  ganz 
dorehgeführt  wegen  der  Bildung  des  Quotienten,  die  in  der  10.  Regel  an- 
gegeben ist.  Um  die  Darstellung  nicht  zu  langgestreckt  zu  machen,  sind 
die  Quotienten  in  Columnen  neben  die  Rechnung  gestellt,  unter  der  sie  zu 
denken  sind.  In  der  Ausrechnung  wird  darin  von  Chasles  (S.  287)  abge- 
wichen, dass'  die  Dividenden  nicht  durch  10  od^T  \^  xi. «.  ^.  ^v- 
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vidirt  werden;  denn  diese  Anffassnng  ist,  wie  der  Ansdrnck 
Quotient  selbst,  dem  Wortlaut  der  Kegel  und  dem  Verfabren 
Gerberts  fremd.  Gerbert  multiplicirt  mit  keinem  Quotienten,  sondern 
mit  dem  Dividenden  selbst  die  Differenz  des  Divisors.  Als  3.  Beispiel  ist 
ein  solches  gewählt,  in  dem  die  Differenz  des  Einers  grösser  ist  als  der 
Einer,  um  das  Unbequeme  des  angegebenen  Verfahrens  für  solche  FftUe 
zu  zeigen. 


1.  Beispiel.     86  :  7  (Chasles  S.  287). 


X 

I 

3 

7 

8 

6 

2 

4 

6 

1 

6 

3 

9 

2 

Differenz  10  —  7  =  3     8.3  =  24 
Divisor  2.3=  6 

Dividend 

6  +  4  +  6  =  16     1.3  =  3 

6+3=9 
Summe  der  Fingerzahlen 

Neue  Summe  d.  F.       9  —  7  =  2 
Rest  der  Division. 


X 

I 

1 

2 

1 

1 
2 

Gliedzahlen  ,  wel- 
che die  Nennwerthe 
der  Multiplication  bil- 
den (vgl.  d.lO.Regel), 
d.  h«  iBit  welchen  die 
Differenz  multiplicirt 
wird. 
Zahl  der  Divisoren  im 

Dividenden  9. 

Ge^ammtzahl  d.  Div. 


2.  Beispiel.     209  :  0  (Hinweglassung  der  Zehner). 


c 

X 

I 

4 

6 

3 

S 

S 

3 

2 

1 

2 
4 

1 

7 
4 

1 

t 
4 

4 

5 

Dz.    10-6=4     2.4  =  8 


Dr. 
Dd. 


4  +  2  +  2+9=17 

4+7=11 

4  +  1=5 

Rest  der  Division. 


8.4=32 
3.4  =  12 
1.4=  4 
1.4=  4 
1.4=  4 


Gliedzahl  v.  Hundrtr. 
8   i  Gliedzahl   v.    Zehner 

I  3   I 

1  1 
1 
1 


3      4      Gesammtzahl  d.  D. 


Von  Prof.  Fbiedlein. 
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8.  Beispiel.     5069 : 4  (Hiaweglassung  der  Hunderter). 


Dz. 
Dr. 
Dd. 


10—4  =  6 


6+8=14 
6+4=10 


6+8+6+6=26 

6+2+6=14 
6+4  =  10 


5.6=30 
3.6=18 
1.6=  6 
1,6=  6 
1.6=  6 
6.6=36 
3.6=18 
6=  6 
6=12 
6=  6 
1.6=  6 
1.6=  6 
6.6=36 
3.6=18 
1.6=  6 
2.6=12 
1.6=  6 
1.6=  6 
1.6=  6 


1. 
2. 
1. 


6+8+6+9=29 

6+2+9=17 

6+7=13 

6+3=9     2.4=8 

9-8=1 

Rest  der  Division. 


1 


Xll 


Gliedz.  ▼,  Tausender 


Gliedzabl  v.  Hnndirtr. 


6    GHedzah]  vom  Zehner 

3 

I 

2 

1 

1 

1 

2    Zahl  d, Divis.  i.Dvd. 9 


7    Gesammtz.  d.  Divisor. 


IIL     Division  mit  einem  einfachen  Zehner,  Hunderter 

u.  s.  w. 

Si  voluerii  per  decenum  nutnerutn  dividere  cenienum  vel  tnUlenum ,  aut  per 
cenienum  miUenum  vel  ulteriores,  aut  per  miUenum  sequenies,  differeniiam  diviso- 
rit  quasi  singularis  ad  decenum  per  integram  denominationem  dividendi  muUi- 
plkabii  {id  est  per  vocabuia  singularis  ac  deceni),  articulos  ac  digitos  diminues 
utque  ad  extremum  divisorem,  sicut  fiebat  in  singularibus  qucmlibet  numerum 
dindenübus, 

„Will  man  durch  einen  Zehner  einen  Hunderter  oder  Tausender  di- 
Tidiren ,  oder  durch  einen  Hunderter  einen  Tausender  odet  liiSVi^x^  'L^W- 
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klasseu,  oder  darch  einen  Tausender  die  folgenden  Klassen,  so  hat  man  die 
Differenz  des  Divisors,  von  ihm,  als  wäre  er  ein  Einer,  bis  zu  Zehn,  durch 
den  ganzen  Nennwerth  des  Dividenden  zu  multipliciren ,  und  die  Glied- 
zahlen und  Fingerzahlen  (des  Productes)  bis  zu  dem  letzten  Divisor  (den 
man  noch  hinwegnehmen  kann)  so  zu  vermindern ,  wie  es  bei  der  Division 
einer  beliebigen  Zahl  durch  einen  Einer  geschah.** 

Die  im  lateinischen  Text  eingeklammerten  Worte:  „d.  h.  durch  die 
Zahlwörter  des  Einers  und  Zehners**  hat  bereits  Chasles  (S.  287)  als  eine 
Glosse  unbeachtet  gelassen.  Uätte  Gerbert  eine  Erklärung  für  ^nSthig 
erachtet,  so  würde  er  sie  bei  der  2.  Regel  oder  hier  anders  gegeben  haben. 
Denn  hier  kommt  weder  ein  Einer  noch  ein  Zehner  im  Dividenden  in  Be* 
tracht.  Wenn  aber  Chasles  S.  288  sagt,  dass  hier  unter  dem  letzten  Di- 
visor der  letzte  Quotient  zu  verstehen  ist,  so  bringt  er  eine  Anschau- 
ung herein,  die  nicht  in  der  Regel  liegt.  Die  Worte  usque  ad  extre- 
mum  divisorem  sagen  nur:  „bis  der  letzte  Divisor  hinweggenommen  ist** 
mit  anderen  Worten,  bis  ein  Dividend  sich  ergiebt,  der  kleiner  ist  als  der 
Divisor. 


c 

X 

I 

4 

6 

\ 

7 

2 

8 
8 

1 

« 

4| 

1 

4 

1.  Beispiel.     700  :  eo. 


Dz.    10-6=4     7.4  =  28 

Dr.  2.4=  8 

Dd.  1.4=   4 

1.4=  4 

8  +  8=16 

4+6=10 

«  60)  Rest  der  Division. 


Gliedzahl  vom  Hunderter 


Gesammtzahl  der  Divisoren. 


IC 


15 

3 

8 
2 


2.  Beispiel.     5000  :  70. 
X   I 


Dz.  10-7=3     5.3  =  15 
Dx.  1.3=  3 

Dd.  8.3=24 

2.3=  6 
3  +  5=8  1.3=  3 


6  +  4  =  10 

(<  70)  Rest  der  Division. 


7    l 


Gliedzahl  von  Tausender 
Gliedzahl  von  Hunderter 


Gesammtz.  d.  Divisoren. 


Von  Prof.  Fbiedlein. 
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I 

c 

X 

I 

2; 

8 

$ 

1 

8 
2 

1 

2 

3.  Beispiel.     9000  :  800. 


Dz.    10— 8«=2    9.2=18 
Dr.  t  .2=  2 

Dd.  1.2=  2 

2+8=10 

«  800)  Rest. 


4.  Beispiel.     30000  :  5000. 


g 

I 

C 

X 

I 

£ 

5 

s 

1 

9 

6 

1 

5 

Dz. 
Dr. 
Dd. 


5—5  =  10  3.5 
1.5 


15 
5 
5=  5 


5  +  6=10 

5—5=0  (Kein  Best). 


Gliedzahl  vom  Tausender. 


Gesammtzabl  der  Divisoren. 


Gliedz.  V.  Zehntausender 


Zahl  d.  Divisoren  im  Dd.  5 


6    Gesammtz.  der  Divisoren, 


IV.     Division  eines  einfachen  oder  zusammengesetzten 
Zehners  durch  einen  zusammengesetzten  Zehner. 

Si  volueris  per  compositum  decenum  cum  singulari  dividere  vel  simpUcem 
deeentim  vel  cum  singulari  compositum,  considera,  quotam  partem  divison'B  teneat 
singularis ;  nam  secundus  singularis  habet  rationem  ad  secundas  dividendi,  tertius 
ad  tertiaSj  quartus  ad  quartas,  quintus  ad  quintas  et  deinceps;  id  est:  differentia 
a  singulari  dwisoris  ad  decenum  muliiplicahitur  per  denominationem  secundarum, 
tertiarum,  quartarum,  Quod  vero  exsuperat  secundaSy  tertias,  quartas,  quintas^ 
aggregabis  et,  si  multipliciores  sunt  divisore,  eadem  regula  diminuentur.  Similiter 
vero  et  singulares  compositi  ad  dividendum  aggregabuntur. 

„Will  man  durch  einen  mit  einem  Einer  zusammengesetzten  Zehner 
einen  einfachen  Zehner  oder  einen  mit  einem  Einer  zusammengesetzten 
dividiren,  so  beachte  man,  den  wievielsten  Theil  des  (hier  nach  Zehnern 
eingetheilten)  Divisors  der  Einer  einnimmt;  denn  ein  Einer  im  zweiten 
Theil  steht  im  Verhftltniss  zu  den  zweiten  Theilen  des  Dividenden,  im 
dritten  zu  den  dritten  Theilen,  im  vierten  zu  den  vierten  Theilen,  im  fünf- 
ten BU  den  fünften  Theilen  u.  s.  w. ;  d.  h.  man  hat  die  Differenz  vom  Einer 
des  Divisors  bis  zu  Zehn  mit  dem  Nennwerth  der  2.,  3.,  4.  Theile  (des  Di- 
videnden) zu  multipliciren;  was  aber  bei  der  Bestimmung  der  2.,  3.,  4»,  5. 
Theile  übrig  bleibt,  hat  man  zu  addiren,  und  wenn  die  Summe  grösser  ist 
als  der  Divisor,  hat  man  sie  nach  derselben  Regel  zu  vermindern.     In 
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gleicher  Weise  werden  auch  (mit  dem  Zehner)  zur  Division  snisammenge« 
setzte  Einer  addirf 

,  Der  Satz  quoiam  partem  divisoris  teneaC]  singularis  ist  die  im  Eingang  er- 
wähnte, für  Chasles  dunkle  Phrase.  Derselbe  bezieht  aber  gegen 
den  Sprachgebrauch  Gerberts  divisoris  zu  singularis  und  ergänzt 
zam  Nothbohelf  zu  partem  den  Genitiv  dividendi:  jyVoyez  quelle  parHe  (du 
dividende)  comporie  le  chiffre  des  unile's  du  diviseur^^;  ferner  tlbersah  er  im 
folgenden  Satz  das  Wort  singularis  oder  fasste  es  unrichtig  mit  secundus 
zusammen;  denn  er  übersetzt:  car  2  se  rapporte  ä  la  moilie  du  dividende^ 
3  au  Hers  etc.  Aber  schon  aus  dem,  was  Chasles  zur  Erklärung  sagt,  geht  , 
hervor,  dass  nicht  die  Ziffer  des  Einers  den  Theil  bestimmt,  sondern  die  des 
Zehners,  und  dass  es  für  diesen  Theil  gleichgiltig  ist,  welcher  Einer  im 
Divisor  vorkommt.  Die  Kegeln  über  die  Abacusrechnung ,  die  Chasles  in 
denselben  Compt.  rend,  mittheilt,  sagen  S.  246:  si  üla  unitas  (d.  h.  die  aus 
dem  Einer  und  seiner  Differenz  entstehende  Zehn,  die  für  die  nächste 
Stelle  ein  Einer  ist)  Juncta  Uli  majori  divisori  (d.  h.  hier  dem  Zehner 
des  Divisors,  nicht  des  Dividenden)  medietas  illius  conjUncti  (d.  h.  der  Summe 
des  major  divisor  + 1)  fuerit,  quaeritur,  quota  sit  medietas  dipidendi.  Was  also 
Gerbert  meint,  ist  im  Grande  die  Frage,  welcher  Zehner  entsteht,  wenn 
man  den  Einer  zu  einem  Zehner  ergänzt.  Ist  z.  B.  der  Divisor  23,  so 
wird  durch  Addition  von  7  30  daraus;  ist  der  Divisor  57,  so  wird  durch 
Addition  von  3  60  daraus.  Sieht  man  nun  die  Sache  so  an,  dass  1  — 10 
den  ersten  Theil,  11  —  20  den  zweiten  Theil  des  Divisors  23  bilden,  so 
kommt  der  Einer  3  in  den  dritten  Theil,  und  ebenso  vom  Divisor  57  der 
Einer  7  in  den  sechsten  Theil.  Man  kann  sich  dieselbe  Sache  auch  so 
vorstellen,  dass  (3+ 7)  =  J (23 +  7),  (7 +3)  ==^{57 +3).  —  Bei  solcher 
Auffassung  haben  auch  die  Worte  nam  secundus  singularis  ....  et  deinceps 
einen  richtigen  Sinn.  Sie  beruhen  auf  dem  Satze,  dass  ein  Verhältniss 
nicht  geändert  wird ,  wenn  man  beide  Glieder  mit  derselben  Zahl  dividirt. 

Soll  z.  B.  47  durch  14  dividirt  werden,  so  ist  —  =-i^ — —-<-  oder 

'  14        ^(20  —  6) 

40  +  7    20  —  6 

47  :  14  = —  : . 

2  2 


1.  Beispiel.     70 ;  17. 


X 

I 

3 

1 

7 

7 

1 

9 

2 

I 


3 'Gliedzahl,    mit    der,    als 
Hälfte  des  Dividenden, 


Dz.  Der  Einer  7  nimmt  d.  2.  Theil  d. 

Dr.        Div.  ein:  4.7  =  3  Rest  1. 

Dd.  3.3  ==9  I     I      multiplicirt  wurde. 

Rest  bei  der  Bestimmung  d.  Hälfte.       j  1    Anzahl   der  Divisoren  im 

19  —  17  =  2  J_J Dividenden  19. 

Rest  der  Division.  1  ^  i  Q^sammtz.  der  Divisoren, 
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X 

I 

6 

2 

4 

8 

7 

t 

1 

t 

9 

• 

• 

1 

5 

Gliedzabl  etc. 


Gesammtzabl  der  Div^. 


2.  Beispiel.     87 :  24. 


Db.  Der  Einer  4  nimmt  d.  3.  Theil  d. 
Dr.       Di V.  ein :  1 . 8  =  2  Rest  2 
Dd.  2.6=12 

Rest  b.  d.  Bestimmung  d.  3.  Tbeiles. 
20+12+7  =  39 
NenerDd.     |.3  =  1  EestO. 
6  +  9=15  1.6=6 

(<  24}  Rest  der  Division. 


Naeh  der  rorstebenden  Regel  folgen  in  der  Ausgabe  von  Beda's 
Werken,  Basel  1563,  col.  101,  folgende  Worte : 

Ei  in  cenienis  ei  miUenis  idem  facieSy  nisi  quod  unum  centenum  vel  millenum 
m  eaeieros  dissipabis,  quod  in  uno  non  evenii  deceno;  et  articuli  quidetn  ab  uno 
eenieno  vei  milleno  secundabuntur;  a  pluribus  dividendorum  obtinebunt  sedes. 

„Bei  Handertern  und  Tausendern  bat  man  dasselbe  zu  tbun,  nur  dass 
man  einen  der  Hunderter  oder  Tausender  in  die  anderen  Klassen  zerlegen 
muM,  was  bei  einem  der  Zebner  nicbt  eintritt;  die  Gliedzahlen  von  dem 
einem  Hnnderter  oder  Tausender  werden  um  eine  Stelle  zurückgerückt, 
die  der  mehreren  aber  behalten  die  Plätze  der  Dividenden." 

Dasu  steht  bei  Cbasles  S.  298  noch  zwischen  fades  und  nisi  quod;  id 
€$ij  sicui  unum  cenienum  vel  millenum  dissipabis  in  sede  denarii  ac  cenienarii  de 
prcpotiio  dipidendOj  sie  reliquos  singillatin/t  dissipa^  „d.  h.  wie  man  den  einen 
Hnnderter  oder  Tausender  vom  vorgelegten  Dividenden  am  Platz  des 
Zehners  und  Hunderters  zerlegt,  so  zerlege  auch  die  übrigen  einzeln." 

Die  letzteren  Worte  sind  ähnlich ,  wie  die  Zuthat  bei  der  dritten  Re- 
gel, eine  schlechte  Erklärung  der  Worte  in  caeteros  dissipabis,  die  Cbasles 
in  seiner  üebersetzung  auch  vorausstellt.  Derselbe  hätte  auch  hier  die 
Glosse  ausscheiden  sollen. 

Was  den  ersteren  Abschnitt  betrifft,  so  kann  er  als  Andeutung  der 
folgenden  fünften  Regel  von  Gerbert  geschrieben  worden  sein ;  da  er  aber 
naeh  Ghasles  (S.  289)  im  Ms.  No.  41  in  Chartres  und  im  Ms.  No.  591  in 
Ronen  fehlt,  und  der  Inhalt  in  der  fünften  Regel  vollständig  enthalten  ist, 
so  kann  er  gleichfalls  eine  Zuthat  von  anderen  Händen  sein.  Möglich  ist 
aber  auch,  und  der  Stil  macht  es  sogar  wahrscheinlich,  dass  die 
fünfte  Regel  nur  die  Ausführung  eines  Schülers  Gerberts 
von  den  einfachen  Worten  des  Zusatzes  Gerberts  zur  vier- 
ten Regel  ist  Doch  erscheint  es  besser,  erst  bei  dieser,  als  dem  Aus« 
fUirlicheren,  die  erläuternden  Beispiele  zu  geben. 
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V.     Division  eines  Hunderters,  Tausenders  n.  s.  w.  darch 
einen  zusammengesetzten  Zehner. 

Si  volueris  dividere  centenum  vel  mülenum  ei  deinceps  per  decemtm  cum 
singulari  compositum ,  primum  centenum  veluii  supra  divideSy  sumpta  differenüa 
divisoris  a  singulari  ad  decenum,  et  quod  superaverit^  per  denominationem  pro- 
positi  centeni  muUiplicabis,  Et  si  singularis  cenleno  ad  composiUonem  addUurj 
aut  decenus  cum  singulari,  diminues  vel  aggregabis,  quemadmodum  superius  dic- 
tum est  in  decenis  et  singularibus.  Et  primi  quidem  articuli  sunt  in  summa  di- 
videndis  proxima  ae  minore  y  augmentati  vero  in  articulos  alios  dividmdorum 
obtinent  sedes. 

,,Will  man  einen  Hunderter  oder  Tausender  u.  s.  w.  durch  einen  mit 
einem  Einer  zusammengesetzten  Zehner  dividiren ,  so  hat  man  einen  der 
Hunderter  wie  im  Vorstehenden  zu  dividiren,  nämlich  mit  Hilfe  der  Diffe- 
renz des  Divisors ,  von  dem  Einer  bis  zu  Zehn ,  und  den  Best  (dieser  Di- 
vision) mit  demNennwerth  des  vorgelegten  Dividenden  zu  multipliciren.  Ist 
dem  Hunderter  in  Zusammensetzung  ein  Einer  beigegeben,  oder  ein  Zehner 
mit  einem  Einer,  so  hat  man  (entweder  sogleich)  zu  vermindern  oder  (zuerst) 
zu  addiren ,  wie  es  oben  bei  Zehnern  und  Einern  gesagt  ist.  Die  ersten 
Gliedzahlen  (des  erwähnten  Restes)  haben  ihren  Ort  bei  der  Summe, 
welche  die  nächste  an  den  Dividenden  und  niederer  ist  als  diese ,  sobald 
sie  aber  durch  die  Multiplication  zu  anderen  Gliedzahlen  geworden  sind, 
behalten  sie  die  Plätze  der  Dividenden.^* 

Auffallend  sind  hier  die  Ausdrücke  primus  centenus  für  unus  centenus, 
ad  compositionem  addere  für  componere,  esse  in  summa  proxima  ac  minore  für 
secundaria  Diese  sind  es,  welche  die  Autorschaft  Gerberts  zweifelhaft 
machen.  Im  Uebrigen  enthält  die  Regel  dasselbe,  was  im  Anhang  zur 
vierten  Regel  nur  kurz  angedeutet  ist.  Chasles  bezieht  S.  289  das  diminues 
auf  den  Fall ,  in  welchem  die  Hunderter  nur  mit  einem  Einer  verbunden 
sind,  das  aggregabis  auf  diejenigen,  in  welchem  der  Dividend  auch  Zehner 
und  Einer  enthält.  Diese  Unterscheidung  liegt  aber  nicht  in  den  Worten 
des  Textes  und  entspricht  auch  der  Sache  nicht  ganz ;  denn  einerseits  kann 
die  Addition  eines  Einers  auch  den  Hunderter  verändern,  wie  1Ö5  +  7  =  202, 
andererseits  ändert  auch  die  Addition  eines  Zehners  oft  den  Hunderter 
nicht,  wie  105  +  40  =  145;  endlich  kann  man  auch  dann,  wenn  der  Hunder- 
ter verändert  wird,  vor  der  Addition  den  vorhandenen  Hunderter  und 
ebensogut  die  Zehner  für  sich  dividiren  und  dann  erst  die  Reste  addiren. 
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pr,  articuH 
augmentaii. 


1.  Beispiel.     874  :  35  (s.  Chasles  p.  290). 


Dz. 

Dr. 
Dd. 
Theilung       des      einen" 

Hu  nderters=10  Zehner. 

Der  Einer  5  nimmt  den  4. 

Theil    dos    Divisors    ein; 

1.10=2  Rest  2. 
Rest  vom  4.  Theil.  2.5=10 

2  +  1=3 

(30)  Rest  V.  Hund.  8.3  =  24 
Hier  zuerst  weitere  Vermin- 
derung, u.  dann  Addition 
also  2.3  =  6" 

6  +  4  +  7  =  17 

1.3=3 

3  +  7=10  1.3=3 


c 

X 

I 

8 

3 

7 

2 
1 
8 

5 
5 
4 

8 

T 

1 
1 

7 
3 

3 

Anzahl  d.  Divis, 
in  d.  einen  Hun- 
derter. 


8.2  =  16  Product 
d.  Wennwerthes 
des  ganzen  Di- 
videnden in  die 
obige  Anzahl  d. 
Divis,  (s.  d.  10. 
Regel). 

2.2=4     - 

1.2  =  2     - 

1.2  —  2     - 


2    4   Anz.  d.  Divisoren. 


(30  +  4  =  34)<35  also  Rest  d.  D. 


2.  Beispiel.     7906 :  48. 


pr,  a. 
augm. 


pr,  a, 
ttugm. 


I 


Dz. 

Dr. 

Dd. 

Theilung  des  1  Tau- 
senders =10  Hunder- 
ter. Der  Einer  8  nimmt 
d«n  5.  Theil  des  Divisors 
ein;  4.10  =  2  ohne  Rest. 
2.2=4 

(40)  Rest  vom  Tausender. 
7.4  =  28 

Hier  zuerst  Addition,  dann 
Verminderung. 

9  +  2  =  11  1.4  =  4 

4+8=12 

1  +  1=2 

Theilung  des  1  Hun- 
derters =10  Zehner. 

1.10  =  2  ohne  Rest. 

2.2  =  4 

Rest  vom  Hunderter. 

2.4  =  8 

8  +  6=14 

1  +  2  =  3 

(34)<  48  also  Rest  d.  Div. 


Anzahl  der  Divi- 
soren in  d.  einen 
Tausender. 

712==  M  Product 
d.  NennworthüS 
des  ganzen  Di- 
videnden in  die 
vorstehende  An- 
zahl d.  D. 

1.2=2 

Anzahl  d.  Diviso- 
ren in  dem  einen 
Hunderter. 

X2=4  Product 
d.  Nennwerthes 
des  ganzen  Di- 
videnden in  die 
vorstehende  An- 
zahl  d.  D. 

Anz,  d.Divisoren. 
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VI.     Division  eines  Hunderters  durch  einen  zusammenge- 
setzten Hunderter,  oder  eines  Tausenders  durch  einen 
zusammengesetzten  Tausender. 

Ei  si  vohieris  per  compositum  centenum  cum  deceno  vel  compoHtum  millenum 
cum  centeno  dividere  auf  centenum  aut  millenum,  considera  quotam  partem  dm- 
soris  teneal  decenus  vel  centenus  (vel  millenus),  et  per  denominaüanem  earum 
partium  multiplica  differentiam  divisoris ,  sicut  faciebas  in  singütaribus  JuncOs 
cum  decenis, 

„Will  man  durch  einen  mit  einem  Zehner  zusammengesetzten  Hun- 
derter, oder  durch  einen  mit  einem  Hunderter  zusammengesetzten  Tausen- 
der einen  Hunderter  oder  Tausender  dividiren ,  so  beachte  man »  den  wie- 
vielsten Theil  des  (hier  nach  Hundertern  oder  Tausendern  eingetheilten) 
Divisors  der  Zehner  oder  Hunderter  (oder  Tausender)  einnimmt,  und  mit 
dem  Nennwerth  dieser  Theile  multiplicire  man  die  Differenz  des  Divisors, 
wie  man  es  bei  den  mit  Zehnern  verbundenen  Einem  thut.'^ 

Das  eingeklammerte  vel  millenus  geht  über  die  im  Vorhergehenden 
bezeichneten  Fälle  hinaus  und  ist  daher  wohl  nur  ein  mtissiger  Zusatz. 

Es  verhält  sich  diese  Regel  zur  4.,  wie  die  3.  zur  2. 


c 

X 

I 

1 

1 

9 

ff 

3 

1.  Beispiel.     600  :  190. 


Dz.  Der  Zehner  9  nimmt  den 
Dr.  2.  Theil  d.  Divisors  ein  j 
Dd.       1.6  =  3  ohne  Rest. 

3.1  =  3 
(30  <  190)  also  Rest  der  Div. 


I 


Gliedzahl,  mit  der  mul- 
tiplicirt  wurde. 

3  I  G.  d.  D. 


I 

C 

X 

I 

7 

4 

3 

9 

4 

7; 

4 

2.  Beispiel.     9000  :  4300. 


Dz.  Der  Hunderter  3  nimmt  d. 
Dr.  5.  Theil  d.  Divisors  ein ; 
Dd.      ^9=1  Rest  4. 

1.7  =  7 
Rest  bei  der  Bestimmung  des  5. 

Theiles. 
47  —  43  =  4 
(400)  Rest  d.  D. 


Gliedzahl,  mit  der  mal- 

tiplLcirt  wurde. 
Anzahl  d.  Divisoren  im 

Dividenden  47. 


!  2  I  G.  d.  D. 
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Vn.     Diyision  eines  Hunderters  oder  Tausenders  durch 

einen  Zehner,  oder  eines  Tausenders  durch 

einen  Hunderter. 

St  voJueris  dwidere  centenum  vel  miUenum  per  deeenum^  aui  millenum  per 
eefUenumj  twnes  differeniiam  divisoris  secundum  raiionem  singularium  ad  decenum 
ei  mulüplieabis  aut  per  iotam  denominaHonem  dividendi,  si  Simplex  decenus  vel 
eenlenus  divisor  est,  vel  per  secundas  vel  per  tertias  vel  per  quartas  vel  per  quin- 
iaij  si  compositus  est:  habita  videlicet  ralione,  quam  partem  compositi  divisoris 
teneat  decenus  vel  eenlenus. 

},WilI  man  einen  Hunderter  oder  Tausender  durch  einen  Zehner,  oder 
einen  Tausender  durch  einen  Hunderter  diyidiren ,  so  hat  man  die  Diffe- 
reni  des  Divisors,  beziehungsweise  des  Einers  zu  Zehn,  entweder  mit  dem 
ganien  Nennwerth  des  Dividenden  zu  multipliciren ,  wenn  nämlich  der 
Divisor  ein  einfacher  Zehner  oder  Hunderter  ist,  oder  durch  die  2.,  3., 
4.,  5.  Theile  (des  Dividenden),  wenn  er  (der  Divisor)  ein  zusammenge- 
setiter  ist,  nämlich  mit  Rücksicht  darauf,  welchen  Theil  des  zusammenge- 
setzten Divisors  der  Zehner  oder  Hunderter  einnimmt.*' 

Diese  Regel  fasst  die  III  und  V  (die  II  und  IV,  die  ühasles  S.  201 
nennt,  nur  mittelbar)  kurz  zusammen  und  dehnt  sie  auf  die  Division  eines 
Tausenders  durch  einen  zusammengesetzten  Hunderter  aus. 

Beispiele  für  die  Division  mit  einfachem  Divisor  sind  die  3  ersten  Bei- 
spiele der  m.  Regel. 

Beispiele  für  die  Division  mit  zusammengesetztem  Zehner  sind  die  2 
Beispiele  der  V.  Regel. 

EsJerttbrigt  ajso  noch  ein  Beispiel  für  die  Division  eines  Tausenders 
durch  einen  zusammengesetzten  Hunderter. 


Beispiel.     7000 :  470  (Vgl.  das  1.  Beispiel  der  V.  Regel. 


I 

C 

X 

I 

4 

3 
7 

n 

6 

pr.  a. 
üugm. 

4 

T 

Dz. 

Dr. 

Dd. 

Theilung  des  iTausen- 
d  e  r  s  =  10  Hunderter. 

Der  Einer  7  nimmt  d.  5.  Tbl. 
des  Divisors  ein;  ^.10  =  2, 
RestO.  2.3=   6 

(60)  Rest  vom  Tausender 

7.6=42 

(420  <  470)  Rest  d.D. 


Anzahl  der  Divisoren 
in  dem  1  Tausender» 

7^2^=14  Product  des 
Nennwerthes  d.  gan- 
zen Dividenden  in  d. 
obige  Anzahl. 

ÖTd.  D. 
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VIII.    Division  eines  Hunderters  durch  einen  mit  einem  Einer 

zusammengesetzten   Hunderter,   oder   eines  Tausenders 

durch  einen  mit  einem  Zehner  zusammengesetaten 

Tausender. 

Si  volneris  dividere  centenum  vel  millenum  per  compositum  centenum  vd 
millenum  uno  intermisso,  unum  dividendorum  sumes  ad  minula  componenda  ei 
maximum  divisorem  reliquae  parti  comparabis,  Ei  si  quid  abundaverii^  reim- 
quendis  repones,  Minuium  aulem  per  denominaiionem  ejuSy  per  quem  dwisor 
coaequatur  dividcndo^  multiplicabis.  Et  in  digitis  quidem  perfeeia  poneiur  diffe- 
renHOy  ante  articulos  vero  altera  differentia  uno  minus,  quasi  rationem  Habens  ad 
juxta  posiios,  quum  sunt  digiti  et  arliculi,  Nam  solus  articulus,  id  est  sine  dsgi- 
tiSf  integram  proponit  sibi  di/fereniiam,  solus  digitus  iniegram  supponiL  Ei  tumj 
quum  solus  est  digitus,  ei,  qui  ad  minuta  componenda  seclusus  est^  differentia 
integra  secundabitur.  Et  hae  quidem  differentiae  et  si  quis  forte  a  maximo  dipi- 
sore  seclusus  est,  significabunt,  quod  relinquilur  ex  dividendis. 

„Will  man  einen  Hunderter  oder  Tausender  durch  einen  zusammen- 
gesetzten Hunderter  oder  Tausender,  bei  dem  die  mittlere  Klasse  fehlt, 
dividiren,  so  hat  man  einen  der  Dividenden  zur  Behandlung  der  niederen 
Klasse  wegzunehmen,  und  den  übrig  bleibenden  den  höchstbenannten  Theil 
des  Divisors  (durch  MultipHcation)  möglichst  nahe  zu  bringen.  Um  was 
sie  (die  übrigen  Dividenden)  dieses  Product  übersteigen,  das  hat  man  zum 
Rest  zu  setzen.  Die  niedere  Klasse  (des  Divisors)  aber  hat  man  mit  dem 
Nennwerth  der  Zahl,  mit  welcher  (durch  MultipHcation)  der  Divisor  dem 
Dividenden  möglichst  nahe  gebracht  wird,  zu  multipliciren.  Bei  den 
Fingerzahlen  hat  man  (hierauf)  die  volle  Differenz  zu  setzen,  vor  die  Glied- 
zahlen aber  die  andere,  um  eins  verringerte,  als  mit  Rücksicht  auf  die  ne- 
benstehenden Zahlen ,  wenn  nämlich  Fingerzahlen  und  Gliedzahlen  vor- 
handen sind.  Denn  eine  Gliedzahl  allein,  d.  h.  ohne  Fingerzahl,  setzt  die 
ganze  Differenz  vor  sich,  eine  Fingerzahl  aber  allein  setzt  sie  unter  sich. 
Dann  aber,  wenn  eine  Fingerzahl  allein  vorhanden  ist,  wird  für  den  einen 
Dividenden,  der  zur  Behandlung  der  niederen  Klasse  abgesondert  wurde, 
die  ganze  Differenz  an  die  nächste  Stelle  gesetzt.  Diese  Differenzen  und 
die  Zahl,  die  etwa  von  dem  höchstbenannten  Divisor  abgesondert  wurde, 
geben  an,  was  vom  Dividenden  übrig  bleibt." 

Diese  Regel  habe  ich  in  meinem  Schriftchen  über  Gerbert  etc.,  S.  56 
bis  57,  an  dem  Beispiel  800  :  200  zu  erklären  versucht  und  Cantor  giebt  mir 
in  seinen  mathematischen  Beiträgen  zum  Kulturleben  der  Völker,  S.  217, 
zu,  dass  mir  Einiges  gelungen  ist,  es  habe  mir  aber  die  Kenntniss  der  Be- 
deutung des  Wortes  Differenz  gemangelt.  Allerdings  sah  ich  darin  nicht 
den  Begriff  der  Ergänzung,  am  wenigsten  dachte  ich  an  eine  Differeni 
des  Prodnctes  18,  in  dem  Sinne  einer  Erg'ÄMUug  zu  Hundert     Von  einer 
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solchen  ist  aber  auch  nirgends  in  diesen  Regeln  die  Rede,  in  denen  sogar 
dann,  wenn  es  sich  um  die  Differenz  eines  Zehners  oder  Hunderters  han- 
delt, ausdrücklich  gesagt  ist,  man  müsse  diese  als  Einer  ansehen  nnd  den 
Unterschied  oder  Abstand  von  diesem  zu  Zehn  nehmen.  Ob  man  nun 
diesen  Abstand  so  gefunden  hat,  dass  man  z.  B.  sagte:  2  zu  8  gicbt  10, 
oder :  8  yon  10  bleibt  2,  vermag  ich  nicht  zu  entscheiden,  Cantor  selbst  ge- 
braucht den  Ausdruck  „10  weniger  8'^  Darnach  vermuthe  ich,  dass 
meine  Worte  so  aufgefasst  wurden,  als  verstände  ich  unter  iutegra  differentia 
die  Zahl  10  und  unter  altera  di/ferenlia  die  Zahl  9,  wozu  ich  vielleicht  durch 
die  Stellung  dieser  Ausdrücke  neben  10  selbst  den  Anlass  gab;  ich  meinte 
aber  unter  der  Bildung  der  vollen  Differenz  das  Abziehen  von  der  vollen 
10,  unter  der  Bildung  der  anderen,  das  Abziehen  von  9,  das  Wort  differentia 
selbst  aber  legte  ich  dem  Reste  bei,  wie  es  allgemein  gebräuchlich  ist,  und 
ttbersetste  es  daher  auch  mit  Rest;  weil  es  aber  nur  vom  Rest  von  10  ge- 
braucht wird,  so  hätte  ich  es  besser  mit  Unterschied  übersetzt,  oder 
Differeni  gebraucht. 

An  solcher  Auffassung  muss  ich  auch  jetzt  noch  festhalten  und  den 
Begriff  der  Ergänzung  als  Gerbert  fremd  erklären,  zumal  bei  dieser 
Regel,  in  welcher  nicht  einmal  die  sogenannte  Division  mit  Differenzen  au- 
gewendet wird.  Dieses  sagt  Chasles  bereits  mit  folgenden  Worten  (S.  292) : 

Jusqü'  ä  prisent  les  regles  exposees  par  Gerber l  ont  toujours  roule  sur  la 
methode  des  di/ferences,  qui  consiste  principalement  ä  diviser  par  un  nombre  plus 
grand  que  le  diviseur.  La  methode  exposee  ici  est  tout  autre,  quoiqu'il  y  soit 
encore  question  de  differences,  et  eile  rentre  dans  notre  methode  actuelle. 

Freilich  bezeichnen  wir  jetzt  mit  dem  Ausdruck:  statt  18  die  Er- 
gänzung zu  100,  nämlich  82  anzusetzen,  das  nämliche  Resultat,  das  Ger- 
bert erhält,  wenn  er  2  statt  8,  8  statt  1  ansetzt,  aber  Gerbert  sieht  darin 
nur  die  einseinen  Unterschiede  der  Einer  von  Zehn,  ohne  entfernt  daran 
KU  denken,  dass  er  damit  18  zu  100  ergänzt. 

Einen  Ausdruck  aber  verstand  ich  damals  noch  nicht,  nämlich  secun- 
dare^  womit  das  Versetzen  an  die  nächst  niedere  Stelle  gemeint  ist.  Ich 
vermochte  daher  auch  damals  kein  Bild  zu  geben,  wie  die  Rechnung  auf 
dem  Abacua  könnte  ausgesehen  haben.  Nunmehr  entwerfe  ich  dieses  in 
folgender  W^ise: 

1.  Beispiel.     800  :  206. 


c 

X 

I 

2 

8 

1)7 

1 

8  1 

6 

8 
2 

1  Hunderter  von  8,  bleiben  7 
Dr.  3.2  =  6   7  —  6  =  1 
Dd. 

3.6=18       10  —  8=2 
9  —  1  =  8 
182  Rest. 


Nennwerth  d.  Zahl,  welche 
d.  höchst  bjenannte  Zahl 
des  Divisors  dem  Rest 
d,  Dividenden  möglichst 
nahe  bringt,  = 

Anzahl  der  Divisoren. 
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2.  Beispiel.     9000  :  3010. 


I 

G 

X 

I 

3 

1 

& 

1)8 

2 

Ü 

8 

2 

Nennwerth  etc. 


1  Tausender  von  9,  bleiben  8 
Dr. 

2.3=6         8  —  6  =  2 
Dd. 

2.1=2         10^2  =  8 
10—1=9 
2980  Best. 


Warum  die  Differenz  der  Gliedzahlen  vor  diese,  die  der  FingersaUen 
unter  diese  zu  setzen  sind,  weiss  ich  nicht  bestimmt  anzugeben*  Ich  Ter- 
muthe  aber  den  Grund,  dass  man  beide  an  den  Columnenstrich  neben  ein- 
ander setzte  {juxta  positos  heisst  es  im  Text)  und  daher  für  die  Oliedsah- 
len  bequemeren  Platz  vor  ihnen,  für  die  Fingerzahlen  unter  ihnen  hatte. 


IX.     Division  eines  Tausenders  durch  einen  mit  einem  Einer 

zusammengesetzten  Uunderter  und  gleicher  Fftlle  in 

höheren  Klassen. 

Si  votueris  dividerc  miUcuum  vel  uUeriores  per  cenienum  cum  singulari 
compositum,  unum  millenum  in  cenicnos  dissipabis.  Et  rursus  unum  centenum 
ad  minuta  componcnda  sectudes  et  maximum  dirisorem  reliquae  parti  comparabis. 
Et  si  quid  secludetur,  reKnque9idis  repones.  Minutum  autem^  ut  in  superiori 
capitulo,  multiplicabis,  reliquaque  omnia,  rel  quae  secludentur,  vel  quae  pro  diffe- 
rentiis  adhibentur,  ordinabis,  Bursusque  easdem  differentiaSy  ac  si  qyi  forte 
seclusi  SMity  per  denominaiionem  propositi  diridendi  multiplicabis.  Ac  iterum 
eadem  regula  deduces  usque  ad  extremas  differentias. 

Kt  in  miUenis  dirisoribus  cum  decenis  ad  decenos  millenos  et  uUeriores  quasi 
eandem  ipsam  rationem  serrabis. 

«,Will  man  einen  Tausender  oder  höhere  Klassen  durch  einen  mit 
einem  Einer  zusammengesetzten  Uunderter  dividiren,  so  hat  man  einen 
Tausender  in  seine  Hunderter  zu  zerlegen.  Wiederum  hat  man  dann 
einen  Hunderter  zur  Behandlung  der  niederen  Klassen  abzusondern  und 
den  höchst  benannten  Theil  des  Divisors  dem  übrigen  Theile  (dnrch  Mul- 
tiplication^  mögliehst  nahe  zu  bringen.  Ist  noch  etwas  abzusondern,  so 
hat  man  es  zum  Rest  zu  setzen.  Die  niedere  Klasse  aber  hat  man  wie  im 
vorhergehenden  Capiiol  zu  multipliciren  und  alle  Reste,  sowohl  die  aus 
Absonderung  stammenden .  als  auch  die  als  DitTorenzen  angewendeten ,  in 
eine  Reihe  zu  bringen.  Dieselben  Differenzen  wiederum  und  etwas  Ab- 
^refsonJertes  hmt  man  durch  den  Nennwerth  des  vorgelegten  Dividenden  zu 
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**l^*S*»^l^^^W».r'^.^ 


mnltipliciren.     Dann  wird  (das  Prodnct)  nach  derselben  Regel  wieder  ver* 
mindert  bis  zu  den  letzten  Differenzen^^ 

„Sind  Tausender  mit  Zehnern  als  Divisoren  von  Zehntausendern,  und 
(ebenso)  weitere  Klassen  gegeben,  so  hat  man  als  für  gleiche  Fälle  das- 
selbe Verfahren  einzuhalten". 

Hier  ist,  was  Chasles  nicht  that,  besonders  hervorzuheben,  dass  diese  Re- 
gel gegenüber  der  8.  ganz  dasselbeVerfahren  enthält  wie  die  5.  gegen- 
über der  4.  Denn  es  beweist  dieses ,  dass  weder  von  einer  Division  mit 
Differenzen,  noch  von  einer  ohne  Differenzen  allgemein  mit  beliebigen  Zah- 
len bei  Gerbert  die  Rede  sein  kann.  Sobald  vom  Zehner  an,  nach  unserer 
Weise  zn  reden,  der  Dividend  mehr  Stellen  hat  als  der  Divisor,  wird  auf 
das  Verfahren  bei  gleicher  Stellenzahl  zurückgegangen, 
und  zwar  dort  auf  die  Division  von  Zehner  durch  Zehner,  hier  auf  die  von 
Hunderter  durch  Hunderter,  aber  auch  dieses  nicht  mehr  in  Allgemeinheit, 
sondern  in  Beschränkung  auf  die  Fälle ,  bei  denen  im  Divisor  die  Zehner 
fehlen. 

Dass  in  der  fünften  Regel  der  eine  Hunderter  upd  Tausender  mit  An- 
wendung der  Differenzen  dividirt  wird,  hier  der  eine  Tausender  ohne  eine 
solche,  ist  keine  andere  Verschiedenheit,  als  die  zwischen  der  4.  und  der 
8.  Regel  stattfindet.  Es  ist  eben  das  Verfahren  angewendet,  welches  un- 
mittelbar vorher  gelehrt  wurde. 


1.  Beispiel.     3000  :  407.     Chasles  S.  293. 


C 


4 
1)9 


1 
5 


1)4 

1 


1 


81 

8 
5 


9 

4 
1 


5     1 


Dr. 

Dd. 

Theilung  eines  Tausen-i 
ders=10  Hunderter;  da« 
von  1  weggenommen,  blei- 
ben 9. 

2.4=   8     9—8=1 

2.7=14  10-4=6  9—1  =  8 

Rest  von  1  Tausender. 

Prodnct  aus  diesem  Reste  und 
dem  Nennwerth  3  des  Divi-~ 
denden. 

4—1.4=0     1.7  =  6 

10-7=3,  10-^1=9,9+5=14 

8  +  3=11     1  +  4=5 


Rest 


(Vgl.  8.  Regel,  1.  Bei- 
spiel.) 

Anzahl  der  Divisoren 
in  i  Tausender. 

3.2  =  6  Product  aus 
der  obigen  Anzahl  in 
den  Nennwerth  des 
Dividenden. 

Anzahl  der  Divisoren 
in  558. 


G.  d.  D. 


20its€hrin  f.  Mathematik  a.  PAyuiJk.  IX,  3. 
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2.  Beispiel.     70000  :  8000. 


Dr. 

Dd. 

Theilung  eines  Zehntau- 
send er8=  10  Tausender,  da- 
von 1  weggenommen,  bleiben  9. 

1.8  =  8  9-8=1 

1.9=9  10—9=1    10  —  1  =  9 

Rest  von  1  Zehntausender. 

Product  ans  diesem  Rest  u.  dem 
Nennwerth  7  des  Dividenden. 

Von  dem  1  Zehntausender  ist 
die  Zahl  der  Divisoren  =  1  u. 
der  Rest  191  so  eben  gefunden. 

1  +  3  =  4     9  +  3  =  12 

l  +4  =  5     1  +  7=  8 

5280  Rest  der  Division. 


I 

C 

X 

I 

8 

9 

)9 

9 

9 

1 

1     91 

8    3  7 

1     3  1 

4    ä 

1 

5 

8 

Anzahl  der  Diviso- 
ren in  1  Zehntan- 
sender. 

7.1  =  7  Product 
etc.  wie  beim  1. 
Beispiel. 

Anzahl  der  Diviso- 
ren in  1  Zehntan- 
sender. 


8    G.  d.  D. 


Bei  der  Addition  der  in  denselben  Columnen  stehenden  Zahlen  wurde 
links  begonnen,  weil  dieses  dem  sonstigen  Verfahren  mehr  entspricht; 
doch  kann  die  Addition  von  rechts  an  gleichfalls  stattgefunden  haben. 


X.     Bestimmung  der  Anzalil  der  Divisoren  (des  Quotienten). 

1)  Si  rolueris  flösse^  quot  divisorcs  sinf  in  quoUhet  dividendo,  articulos,  a 
qtiibtis  denominaiivfics  punt  muUiplicatiouis^  sccuudabis  ad  digilos.  et  si  augmenio 
eurum  ariiculi  provenient,  rcflectes  ad  orlicidos,  2)  Et  $i  in  singularibus  pares 
diriiiürilfus  prurcnerint,  tolidem  unitutcs  collectioniOus  aggregabis,  3)  Igüur  et 
in  denominalionibus  a  loto  et  a  pariihus,  qime  erat  a  secundis  et  teriiis  et  quartis 
et  deinceps,  secundum  eandem  rutiimem  pro  ejctremo  dtvisore  unitatcm  consiUues. 

4)  Et  sicut  in  centenis  et  niiilenis,  qitod  ab  uno  cxuperat,  per  denominatio- 
nem  totius  summae  mtiltiplicatur,  sie  divisores  per  denominationem  iotius  dividendi 
multipiicabunttir,  sed  in  ipsis  tantummudu  centenis  et  millenis. 

5)  Simplex  decenus  dirisor  centeni  vel  milleni  et  ultra  compositorum  deno- 
minationes  mittit  ad  tertias^  id  est  ad  tertium  locum  ab  eOj  quem  dividit^  scilicei  in 
colligendis  dirisoribus. 

6)  Centenus  vel  millenus,  divisores  sui  et  cotnpositi  uno  relicto,  dcnominaiio- 
nes  suas  mittunt  ad  eutremos  digitus. 

l)  „Will  man  wissen,  wieviel  Divisoren  in  einem  beliebigen  Dividen- 
den sind,  so  hat  man  die  Gliedzablen,  welche  die  Xennwerthe  der  Multi- 
plication  bilden  (d.  h.  mit  welchen  die  Difterenzen  multiplicirt  werden)  in 
die  n;ichste  Stelle  zu  den  Fingerzahlen  zu  setzen,  und  wenn  durch  die 
Addition  derselben  Gliedzahlen  entstehen,   hat  man  diese  zu  den  Glied- 
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zahlen  zn  bringen.  2)  Enthalten  ferner  die  Einer  den  Divisor  noch  ein 
oder  mehrere  Mal,  so  hat  man  eben  so  viele  Einheiten  der  Summe  (der  Di- 
Tisoren)  noch  hinzuzafugen.  3)  Man  hat  also  sowohl  bei  den  Nennwerthen 
vom  ganzen  Dividenden,  als  auch  bei  denen  von  den  2.,  3.,  4.  und  den 
weiteren  Theilen  desselben,  in  der  nämlichen  Weise  die  Einheit  als  letzten 
Divisor  anzusehen.*^ 

4)  „Wie  ferner  bei  den  Hundertern  nnd  Tausendern  der  Kest  von 
dem  einen  Hunderter  oder  Tausender  mit  dem  Nennwerth  des  ganzen  Di- 
videnden multiplicirt  wird ,  so  hat  man  auch  die  Zahl  der  Divisoren  durch 
denselben  Nennwerth  zu  multipliciren ,  aber  nur  bei  den  Hundertern  und 
Tansendem  selbst/' 

6)  „Dividirt  ein  einfacher  Zehner  einen  Hunderter  oder  Tausender, 
oder  weitere  Klassen,  so  bringt  er  die  Nennwerthe  zu  den  dritten  (Pl&tzen 
oder  Summen),  d.  h.  zur  3.  Stelle  von  der  Stelle  des  Dividenden  an,  na- 
türlich nur  bei  der  Zusammenfassung  der  Divisoren/' 

6)  „Dividirt  ein  mit  Auslassung  einer  Stelle  zusammengesetzter  Hun- 
derter oder  Tausender  einen  Hunderter  oder  Tausender,  so  bringt  er  die 
Nennwerthe  ganz  ans  Ende  zu  den  Fingerzahlen/' 

Chasles  macht  daraus  (S.  203—295)  5  Paragraphen,  indem  er  den  ersten 
ans  deni  1.  und  2.  Satz  und  dem  Anfang  des  3.  bildet.  Er  stellt  nämlich 
die  Worte :  Igitur  et  in  denominationibus  a  toiOy  S.  299,  als  einen  besonderen 
Satz  auf  und  beginnt  mit  et  a  partibus  den  2.  Paragraphen.  Dass  dieses  nach 
allen  Sprachgesetzen  ganz  unmöglich  ist,  erhellt  wohl  auf  den  ersten  Blick. 
Der  Gedanke ,  den  einzelnen  Kegeln  entsprechende  Paragraphen  hier  zn- 
saweisen,  scheint  Chasles  zn  dieser  Gewaltmassregel  veranlasst  zu  hieben. 
Es  ist  aber  ein  solcher  Gedanke  nicht  durchführbar,  da  bei  ein  und 
derselben  Division  die  Anzahl  der  Divisoren.,  d.h.  der  Quotient 
auf  verschiedene  Weise  gefunden  wird. 

Den  ersten  Satz  erklären  am  besten  die  3  Beispiele  der  2.  Regel.  Die- 
selben Zahlen,  welche  im  ersten  Beispiel  als  Gliedzahlen  in  den  Colnmnen 
der  Zehner  stehen,  und  welche  die  ersten  Factoren  in  den  vorkommenden 
Prodncten  sind  (denominationes  multiplicationis)  ^  sind  für  die  Bildung  des 
Quotienten  in  der  Oolumne  der  Einer.  Da  ihre  Summe  grösser  als  10 
wird,  so  kommt  ein  1  wieder  in  die  Columne  der  Zehner.  Wie  aber  die 
Einer  digiti  zu  den  Zehnern  sind,  so  sind  die  Zehner  ^ft^iYi  zu  den  Hunder- 
tern nnd  die  Hunderter  zu  den  Tausendern  u.  s.  w.  Daher  stehen  im  2. 
und  3.  Beispiel  die  Zahlen  der  Columnen  der  Hunderter  bei  den  Colnmnen 
für  den  Quotienten  in  der  Columne  der  Zehner,  die  der  Tausender  in  der 
der  Hunderter ,  also  immer  an  der  nächsten  Stelle  nach  der  erstgenannten 
{seeundati). 

Derselbe  Satz  findet  aber  auch  seine  Anwendung  bei  den  2  Beispielen 
der  4.  Regel,  nnr  sind  die  denominationes  nicht  mehr  der  ganze  Dividend, 
sondern  die  2.  nnd  3.  Theile  desselben. 
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Der  2.  Satz  findet  seine  Anwendung  im  Grande  schon  bei  der  1.  Re- 
gel ,  nur  sind  bei  dieser  keine  weiteren  Quotienten  vorhanden ,  zu  denen 
addirt  werden  müsste.  Um  auch  von  der  Addition  reden  zu  können, 
scheint  dieser  Satz  die  2.  Stelle  erhalten  zu  haben.  Was  übrigens  von  den 
Einern  gesagt  ist,  gilt  auch  von  den  einfachen  Zehnern,  Hundertern  u.8.w^ 
wenn  einfache  Zehner  oder  Hunderter  u.  s.  w.  die  Divisoren  sind.  Es 
findet  sich  also  dieser  Satz  angewendet  ausser  bei  den  2  Beispielen  der 
1.  Regel,  bei  dem  1.  und  3.  Beispiel  der  2.,  bei  dem  4.  Beispiel  der  3.,  bei 
dem  1.  Beispiel  der  4.,  bei  dem  2.  Beispiel  der  6.  und  hätte,  wie  es  Chasles 
that,  auch  bei  dem  1.  Beispiel  der  9.  Regel  angewendet  werden  können. 

Der  3.  Satz  enthält  nichts  Neues,  was  schon  die  Conjunction  igitur  an- 
deutet; er  sagt  nur  aus,  dass  für  den  letzten  Divisor  der  von  dem,  was  das 
vorausgehende  Verfahren  vom  Dividenden  übrig  gelassen  hat,  noch  abge- 
zogen werden  kann ,  in  der  Zahl  der  Divisoren ,  d.  h.  im  Quotienten  1  an- 
zusetzen ist,  gleichviel  ob  vorher  mit  dem  ganzen  Dividenden  multiplicirt 
wurde  oder  mit  einem  Theile  desselben.  Damit  ist  nicht  ausgeschlossen, 
dass  in  dem  erwähnten  Rest  der  Divisor  auch  öfter  oder  nicht  mehr  enthalten 
ist.  Erstcres  kann  vorkommen,  wenn  der  Divisor  ein  Einer  und  kleiner 
als  5  ist  (vgl.  das  1.  Beispiel  der  1.  und  das  3.  Beispiel  der  2.  Regel); 
letzteres  kann  bei  jeder  Art  von  Divisor  vorkommen  (vgl.  das  2.  Beispiel 
der  2.,  die  ersten  3  Beispiele  der  3.,  das  2.  der  4.,  das  1.  der  A.  Regel). 
Darnach  ist  auch  im  Inhalt  dieses  Satzes  kein  Grund  aufzufinden,  der  das 
Verfahren  von  Chasles  rechtfertigen  liesse. 

Der  4.  Satz  enthält  die  Bildung  des  Quotienten  in  den  Fällen,  in  wel- 
chen zuerst  ein  Hunderter  oder  Tausender  dividirt  wurde;  dieses  geschieht 
bei  der  5.,  dem  2.  Theil  der  7.  und  bei  der  9.  Regel.  Die  dort  gegebenen 
Beispiele  werden  die  Sache  am  besten  klar  machen.  Neben  den  Colum- 
'  nen  für  den  Quotienten  stehen  nämlich  die  Producte  besonders  angedeutet, 
die  hier  gemeint  sind. 

Der  5.  Satz  findet  seine  Anwendung  im  1.  und  2.  Beispiel  der  3.  Regel 
und  in  den  beiden  Beispielen  der  5.  £r  scheint  zugleich  als  Fingerzeig  dienen 
zu  sollen  für  die  Division  mit  einem  Hunderter,  der  die  Nennwerthe  an 
die  4.  Stelle  bringt,  mit  einem  Tausender,  der  sie  an  die  5.  bringt  u.  s.  w. 
Vgl.  für  den  Hunderter  das  3.  Beispiel  und  für  den  Tausender  das  4.  Bei- 
spiel der  3.  Regel. 

Der  6.  Satz  endlich  schlicsst  sich  zunächst  an  die  8.  und  9.  Regel  an; 
dass  er  nämlich  auch  von  dem  einfachen  Hunderter  und  Tausender  bei 
der  Division  in  einen  Hunderter  und  Tausender  gilt,  ist  im  2.  Satz  insofern 
enthalten,  dass  gesagt  ist,  für  jeden  Divisor,  den  man  noch  vom  Dividen- 
den hinwegnehmen  kann,  sei  eine  Einheit  für  die  Bildung  des  Quo- 
tienten anzusetzen.     Die  Einheiten  aber  gehören  zu  den  digili. 
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Zu  bequemerer  Uebersicbt  des  Inbaltes  seien  bier  die  vorkommenden 
Beispiele  sosammengestellt. 

I.  7:3,  70:50 

n.         80:7,        209:0,        5009:4 

III.  700:00,     5000:70,      9000:800,  30000:5000 

IV.  70  :  17,        87  :  24 
V.       874  :  35,     7000  :  48 

VI.  600  :  190,  9000  :  4300 

Vlla.  [700:00,     5000:70,      9000:800] 

b.  [874:35,     7006:48],     7000:470 

VIII.  800  :  206,  9000  :  3010 

IX..  3000:407,70000:8090. 

Es  ergiebt  sich  darans,  dass  nur  3  Arten  yon  Divisoren  in  Be- 
tracht kommen. 

1)  Einer  nnd  solche ,  die  Producte  aus  Einern  und  irgend  welcher 

Potenz  von  10  sind,  also  von  der  Form  a.lO",  wobei  a<^10. 

2)  Zehner  mit  Einern  und   solche,  die  Producte  aus  diesen  und 

irgend  welcher*  Potenz  von  10  sind,  also  von  der  Form 
(106  +  a).10*,  wobei  a  und  6<10. 

3)  Hunderter  mit  Einem  und  solche,  die  Producte  aus  diesen  und 

irgend  welcher  Potenz  von  10  sind,  also  von  der  Form 
(100  b  +  a).  10»,  wobei  a  <  10  und  6  <  10. 

Für  jede  Art  der  Divisoren  werden  2  Arten   von  Dividenden 
unterschieden : 

1)  solche,  die  ebensoviele  Stellen  haben  wie  der  Divisor, 

2)  solche,  die  mehr  Stellen  haben  als  der  Divisor. 

Dafür  werden  folgende  Begeln  aufgestellt : 

1)  für  die  1.  Art  des  Divisors  und  1.  Art  des  Dividenden:  Sub- 

traction  des  Divisors  vom  Dividenden,  so  oftmal  es  angeht. 
L  Regel 

2)  für  die  1.  Art  des  Divisors  und  2.  Art  des  Dividenden :  Bildung 

der  Differenz  des  Einers  zu  Zehn,  und  Multiplication 
derselben  mit  der  ganzen  ersten  Ziffer  des  Dividenden. 
IL  und  m.  Regel  und  VII  a. 

3)  für  die  2.  Art  des  Divisors  und  1.  Art  des  Dividenden:  Bildung 

der  Differenz  des  Einers  zu  Zehn,  und  Multiplication 
derselben  mit  einem  Theile  der  ersten  Ziffer  des  Dividenden. 
IV.  und  VI.  Regel. 

4)  für  die  2.  Art  des  Divisors  und  2.  Art  des  Dividenden:  Th ei- 

lung einer  Einheit  der  höchsten  Benennung  in  der 
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anter  3)   beschriebenen  Weise  and  Multiplication  des  Bestes 

durch  die  l.  Ziffer  des  Dividenden. 

V.  Regel  und  VHb.  ^    . 

5)  für  die   3.  Art  des  Divisors  und  1.  Art  des  Dividenden:  Ab- 

Bender  an  g  einer  Einheit  der  höchsten  Benennung,  Be- 
stimmung des  Quotienten  aus  dem  Rest  für  den  Divisor  darck 
Multiplication  des  letzteren,  Multiplication  der  niedrigeren  Be- 
nennung des  Divisors  mit  diesem  Quotienten,  Subtraction  des 
Productes  durch  Bildung  der  Differenzen.     VIII.  Regel, 

6)  für  die  3.  Art  des  Divisors  und  2.  Art  des  Dividenden:  Thei- 

lung  einer  Einheit  der  höchsten  Benennung  in  der 
unter  5)  beschriehenen  Weise  und  Multiplication  des  Restes 
durch  die  1.  Ziffer  des  Dividenden.     IX.  Regel. 

Eine  Unterscheidung  der  Dividenden  nach  dem  Vorhandensein  einer 
oder  mehrerer  Ziffern  braucht  deshalb  nicht  vorgenommen  zu  werden, 
weil  die  Division  zunächst  nur  für  die  eine  der  höchsten  Benennung  aus- 
geführt und  zum  Rest  der  Werth  der  übrigen  Ziffern  addirt  werden  kann, 
wodurch  ein  neuer  Dividend  entsteht,  der  in 'ähnlicher  Weise  behandelt 
wird.     Es  ist  dieses  genügend  am  Schluss  der  4.  Regel  angedeutet. 

Fragt  man  endlich,  wie  weit  Erkenntniss  der  diesen  Regeln  zu  Grunde 
liegenden  Principe  bei  Gerbert  zu  finden  ist,  so  zeigt  die  Anwendung 
zweier  verschiedener  Methoden  bei  2  verschiedenen  Arten  des  Divisors, 
während  jede  der  beiden  Methoden  bei  jeder  der  beiden  Arten  des  Divi- 
sors hätte  angewendet  werden  können,  dass  eine  klare  Einsicht  in  das 
Wesentliche  der  Methoden  nicht  vorhanden  war.  Die  Sache  scheint  eine 
auf  praktischem  Wege  erlernte  und  keineswegs  theoretisch  erfasste, 
geschweige  denn  selbst  erfundene.  —  Die  mangelnde  Erkenntniss  des 
Principes  der  Division  mit  Differenzen  findet  Chasles  überhaupt  in  allen 
Abhandlungen  vom  Abacus  (vgl.  die  erwähnten  compt,  rend.  S.  171  unten); 
in  Gerbert's  Regeln  aber  sieht  derselbe  die  Regeln  des  Boethius,  nur 
etwas  weniger  lakonisch  ausgedrückt  (ib.  S.  285). 

Diese  als  höchst  dunkel  und  räthselhaft  bekannten  Regeln  hat  Cantor 
in  seinen  mathematischen  Beiträgen  etc.,  S.  212  uud  217,  übersetzt;  er  sagt 
aber  selbst  (S.  212—213),  dass  sie  im  Deutschen  kaum  verständlicher  klin- 
gen, als  im  lateinischen  Originaltexte.  Es  wird  auch  schwerlich  Jemand 
aus  dieser  Ucbersetzung  den  Inhalt  verstehen  können.  Die  völlige  Auf- 
klärung über  die  Regeln  Gerbert's  hat  aber  auch  endlich  die  Lösung  dieser 
Räthsel  möglich  gemacht,  die  ich  im  Folgenden  mitthcilc.  Da  es  zur  Be- 
urtheilung  der  Ausdrucksweise  in  diesen  Regeln  nöthig  ist ,  Eingang  und 
Schlusswort  zu  denselben  zu  kennen,  so  nehme  ich  auch  diese  mit  auf.  Für 
den  lateinischen  Text  benützte  ich  ausser  dem  Erlauger  Ms.  auch  die  An- 
gaben von  Woepcke,  sur  fintrod.  etc.  S.  11. 
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Des  Boethias  (?)  Regeln  der  Division. 

Divisiones  igilur  quanlalibet  jam  ex  parle  lectoris  animus  introductus  facilc 
palet  dinoscere.  Breviter  enim  de  his  et  summolentis  dicluri,  si  qua  obscura 
intervenerini,  diligenti  lectorum  exerciiio  adinvestiganda  commiitimus. 

„Die  Divisionen  nun  vermag  der  Leser  nach  grösserer  oder  geringerer 
Anleitang  leicht  zu  erfassen.  Wir  wollen  näuilich  darüber  nur  kurz  und 
von  dem  HanptsHchlichsten  reden,  und  wenn  etwa  Dunkles  vorkommt,  so 
fiberlassen  wir  dieses  der  fleissigen  Uebung  der  Leser  zum  Erforschen.** 

Es  setzt  also  der  Verfasser  voraus,  dass  der  Leser  schon  einige  Kenut- 
niss  vom  Dividiren  mitbringt,  so  dass  er  weiss,  was  die  Ausdrücke  an- 
deuten wollen.  Das  Folgende  nennt  nur  die  Fälle,  in  denen  das  eine  oder 
das  andere  Verfahren  anzuwenden  ist  und  vertritt  also  die  Stelle  eines 
Leitfadens. 

L  Si  decenus  per  se,  veJ  centenus  per  se,  vel  uUeriores  per  semet  ipsos, 
tUvidendi  proponanlur^  minores  a  maioribus,  quoadusque  dividantur,  sunt  sub- 
irahendi, 

„Wenn  ein  Zehner  durch  einen  Zehner,  oder  ein  Hunderter  durch 
einen  Hunderter,  oder  eine  weitere  Klasse  durch  dieselbe  Klasse  zum  Di- 
vidiren vorgelegt  werden,  dann  hat  man  die  kleineren  von  den  grösseren 
absQziohen,  so  lange  diese  getheilt  werden  können  (d.  h.  bis  der  Rest 
kleiner  wird  als  der  Divisor).** 

Offenbar  ist  diese  Regel  dieselbe,  wie  die  erste  bei  Gerbert. 

IL  SinguJarem  aulem  divisorem  deceni  aut  centeni  aut  milleni  aut  ulterio- 
msi,  vel  decenum  divisorem  se  sequentiumj  sumpta  äi/ferentia  eos  dividere  oportet, 

„Ist  ein  Einer  der  Divisor  eines  Zehners  oder  Hunderteps  oder  Tau- 
senders oder  einer  höheren  Klasse,  oder  ein  Zehner  der  Divisor  einer  der 
auf  ihn  folgenden  Klassen,  so  muss  man  mit  Anwendung  der  Differenz 
dividiren." 

Worin  die  Anwendung  der  Differenz  besteht,  zeigt  die  2.  und  3.  Regel 
bei  Oerbert;  denn  beide  sind  hier  kurz  zusammengefasst.  Das  in  diesen 
beschriebene  Verfahren  ist  also  hier  vorausgesetzt. 

III.  Compositus  autem  decenus  cum  singülari  per  secundas  vel  tertias  et 
deineeps  seeundum  denominationem  partium  decenum  vel  simplicem  vel  compositum 
dioisurus  est. 

„Ein  mit  einem  Einer  zusammengesetzter  Zehner  wird  mit  Anwen- 
dung der  2.  oder  3. 'Theile  u.  s.  w.  nach  dem  Nennwerth  der  Theile  (d.  h. 
nach  der  Zahl,  welche  angiobt,  den  wievielsten  Theil  der  Einer  des  Divi- 
sors vom  ganzen  Divisor  einnimmt)  einen  einfachen  oder  zusammenge- 
setzten Zehner  dividiren.** 

Diese  Regel  enthält  in  kurzer  Andeutung  die  4.  Regel  bei  Gerbcrt. 
Wer  diese  letztere  kennt,  ist  vollständig  in  Stand  gesetzt,  die  Division 
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anszuführen.     Wer  aber  diese  Kenntniss  nicht  mitbringt,  kann  sie  ans  den 
angegebenen  Worten  nicht  erlernen. 

IV.  Cenlenum  vcro,  vel  milletnim,  vel  uUeriores,  per  decenum  compositum^ 
si  diligens  investigator  accesserü,  sumpia  di/ferenHa  et  primis  articulis  dividendo 
\vel\  secimdaiis  appositis,  auctis  autem  dividendo  suppositis  dividi  posse  pemoscet. 

„Soll  aber  ein  Hunderter  oder  Tausender  oder  eine  höhere  Klasse 
durch  einen  zusammengesetzten  Zehner  dividirt  werden,  so  wird,  wenn 
ein  sorgfältiger  Forscher  sich  an  die  Sache  macht,  derselbe  erkennen,  dass 
es  geschehen  kann  mit  Anwendung  der  Differenz  und  dadurch,  dass  man 
die  ersten  Gliedzahlen  um  eine  Stelle  zurückrückt  neben  den  Dividenden, 
die  aus  der  Multiplication  hervorgehenden  aber  unter  den  Dividenden 
setzt." 

Das  eingeklammerte  vel  scheint  durch  falsche  Auffassung  der  Stelle 
in  den  Text  gekommen  zu  sein;  möglich  auch,  dass  es  hiess  appositis  vel 
secwidatis.  —  Was  erste  Gliedzahlen  sind  und  womit  sie  multiplicirt  wer- 
den, lehrt  die  5.  Kegel  Gerbert^s.  Auch  hier  ist  ein  Verständniss  ohne 
Kenntniss  des  angedeuteten  Verfahrens  nicht  möglich,  zumal  da  die 
Hauptsache,  dass  nämlich  zuerst  einer  der  Hunderter  oder  Tausender 
zu  dividiren  ist,  gar  nicht  angedeutet  ist. 

V.  Cenlenus  autem  cum  singulari  compositus  centenum  vel  mitlenum  hoc 
pacto  dividere  cognoscitur: 

Sumpio  igiiur  uno  dividcndorum ,  quod  residuum  fueril^  divisori  est  coae- 
quandum,  et  quod  superabundaverit ,  sepositis  reservandum.  Singularis  autem 
ijelj  ut  alii  volunt,  minutum  per  aequationem  majorum  est  multiplicandum,  et  digitis 
quidem  perfecta  diffcrentia  supponenday  articulis  autem  imperfecta  est  praepo- 
nenda.  Et  häe  differentiae  et  si  forte  aliquis  seclusus  sit,  significant,  quod  resi- 
duum Sil  ex  dividendis. 

„Wie  aber  ein  mit  einem  Einer  zusammengesetzter  Hunderter  einen 
Hunderter  oder  Tausender  dividirt,  lernt  man  in  folgender  Weise  kennen": 

„Man  nimmt  einen  der  Dividenden  hinweg  und  bringt  den  Rest  dem 
Divisor  (durch  Multiplication)  möglichst  nahe.  Ergiebt  sich  noch  ein 
Ueberschuss  (auf  Seite  des  Dividenden),  so  ist  er  für  den  Rest  aufzube- 
wahren. Den  Einer  aber  oder,  wie  andere  wollen,  die  niedere  Klasse  hat 
man  mit  der  Zahl ,  welche  die  höhere  Klasse  (d.  h.  den  Hunderter  des  Di- 
visors) (den  um  1  verminderten  Hundertern  des  Dividenden)  nahe  gebracht 
hat,  zu  multipliciren  und  unter  die  Fingerzahl  die  vollkommene,  vor  die 
Gliedzahl  aber  die  unvollkommene  Differenz  zu  setzen.  Diese  Differenzen 
und  eine  etwa  aufbewahrte  Zahl  geben  an,  was  vom  Dividenden  übrig 
bleibt.*' 

Diese  Regel  ist  die  abgekürzte  8.  Regel  Gerbert'S;  gleichsam  ein  Aus- 
zug aus  ihr.     Sie  unterscheidet  sich  dadurch  von  der  2.,  3.  und  4.,  dass  das 
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Verfahren  nicht  blos  genannt  nnd  angedeutet,  sondern  in  den  Hauptzügen 
auch  angegeben  ist.  Wer  es  also  anch  nicht  bereits  kennt,  vermag  es 
daraus  kennen  zu  lernen.  Hätte  der  Verfasser  erkannt,  dass  im  Grunde 
eine  Mnltiplication  des  ganzen  Divisors  und  eine  Subtraction  des  Productes 
vom  Dividenden  ausgeführt  wird,  so  hätte  er  statt  hoc  pacio,  wie  in  der 
H.  Regel  gumpia  diff'ereniia,  so  hier  kurz  muUipUcatione  divisoris  setzen  und 
die  weitere  Ausfahrung  sich  ersparen  können ;  aber  es  bot  ihm  dieses  Ver- 
fahren keine  so  markirte  Seite  dar,  dass  er  es  nach  ihr  hätte  benennen 
können.     Er  theilt  also  das  Verfahren  selbst  mit. 

Der  Schluss  lautet  so : 

ffaec  vero  brevi  introductione  praelibantes,  si  qua  obscure  sutU  dicta  vel,  ne 
iaedio  forenly  praeiermissa ,  dUigentis  exerciiio  lecloris  commiUimuSj  terminum 
huius  libri  facientes  et  quasi  ad  uHeriora  sequentium  nos  cotwertentes. 

„Indem  wir  diesen  Gegenstand  nur  in  kurzer  Anleitung  berühren, 
überlassen  wir,  wenn  etwas  dunkel  ausgesprochen,  oder,  damit  es  nicht 
Ueberdruss  errege ,  übergangen  wurde ,  dieses  der  Uebung  des  sorgfältigen 
Lesers  nnd  beschliessen  dieses  Buch ,  um  zu  dem  Weiteren  des  Folgenden 
ins  SU  wenden.'* 

Die  dunkel  ausgesprochenen  Partiecu  sind  besonders  die  2.,  3.  und  4. 
^gel,  das  Uebergangene  ergiebt  sich  aus  der  6.,  7.  uAd  0.  und  den  im 
10.  Abschnitt  zusammengestellten  Regeln  Gerbert's.  Die  ersten  3  dieser  Re- 
gein konnten  wegbleiben,  weil  die  darin  besprochenen  Fälle  mehr  oder  weni- 
ger leicht  nach  dem  Angegebenen  behandelt  werden  können  und  zum  Theil 
nur  die  Wiederholung  früherer  sind.     Dass  aber  die  Regeln  des  10.  Ab- 
schnittes fehlen,   ist  ein  wesentlicher  Mangel,    den   man  dadurch  zu  er- 
^l^ren  versucht  ist,   dass  diese  Regeln  an  sich  schon  sehr   kurz  gefasst, 
®itie  weitere  Abkürzung   nicht  zuliessen,   und   doch   zusammen  für  den 
blossen  Abriss  zu  viel  waren. 

So  erklären  sich  die  Worte  des  Verfassers  vollständig ,  und  ich  kann 
^^irin  eine  Bestätigung  meiner  Ansicht  sehen,  dass  der  Verfasser  des  An- 
"^nges  bei  Boethius  eine  Arbeit  Gerbert's  vor  sich  gehabt  hat     Allein 
di-^se  Ansicht  ist  von  einer  Seite  für  in  jeder  Weise   unhaltbar  erklärt 
v^antor,  math.  Beitr.  S.  322),  von  einer  anderen  bestimmt  zurückgewiesen 
forden  (Hultsch  in  N.  Jhrbb.  f.  Phil.  u.  Päd.  1863  S.  425).     Zu  meiner  Be- 
T'^higaog  aber  ist  das ,  was  so  wenig  Anklang  fand ,  meine  Ansicht  selbst 
^^cht.     Ich  sagte  S.  57  meines  Schriftchens  über  Gerbert ,  „dass  der  Ver- 
^asser  d.  Ms.  die  erste  Arbeit  Gcrbert^s  be nützt  haben  muss**,  dass  ich 
^ber  n i c h t  sagen  könne,  „dass  uns  die  Arbeit  Gerbert's  darin  unver- 
Behrt  erhalten  ist.'^     Hultsch  lässt  mich  sagen,  die  Stelle  über  den  Aba- 
cus  solle  von  Gerbert  herrühren  und  zwar  eine  frühere  Bearbeitung  des- 
selben Gegenstandes  sein;   Cantor  aber  lässt  mich  sogar  behaupten,   die 
frühere  Schrift  Gerbert's  sei  der  Text,  der  uns  JeUV.  «\a  Qi^om^Vtx^  ^^^ 
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Boethius  bekannt  ist.  Gegen  letztere  «zwei  Ansichten  lauen  aicb  aller- 
dings Beweise  genug  anführen;  es  wird  aber  denselben  gegenttber  die  Er» 
klärung  genügen,  dass  es  mir  nie  in  den  Sinn  kam,  zn  behaupten,  die  so- 
genannte Geometrie  des  Boethius  sei  ein  Werk  Gerbert^s  —  alle  Streiehe 
dagegen  sind  Luftstreiche  —  ferner  dass  ich  auch  jene  Stelle  nicht  für  Ger- 
bert^s  Arbeit  selbst  halte,  sondern  allein  das  behaupte,  dass  sich  in  ihr 
Spuren  finden,  die  auf  eine  Benützung  einer  Arbeit  Gerbert^s  schliessen 
lassen. 

Statt  Vermuthnng  an  Verrauthung  zu  reihen,  um  damit  darzuthnn, 
wie  sie  alle  zusammenstimmen  und  darum  innere  Wahrscheinlichkeit  für 
sich  haben,  will  ich  lieber  an  Cantor*s  Worte  anknüpfen ,  welche  den  un- 
bestrittenen Theil  dieser  Untersuchung  deutlich  aussprechen.  Derselbe 
sagt  (S.  322):  „Ich  acceptire  das  Zugeständniss,  dass  Gerbert^s  Ab- 
handlung über  Multiplication  und  Division  so  viele  Aehnlichkelt 
mit  der  Geometrie  des  Boethius  hat,  dass  man  eine  dlrecte  oder 
indirecte  Abhängigkeit  der  ersteren  von  der  zweiten  nicht  in  Abrede 
stellen  kann.** 

Die  Feststellung  der  Abhängigkeit  ist  mir  zunächst  genügend,  welches 
Werk  das  abhängige  ist,  darüber  folgende  Andeutungen : 

1)  Von  den  Kegeln  des  Boethius  sind  nach  der  obigen  Darstellung 
die  2.,  3.,  4.  unverständlich,  wenn  man  nicht  wenigstens  praktisch  auszu- 
führen weiss,  was  sie  andeuten.  Sie  setzen  also  Vertrautheit  mit  der 
Sache  voraus. 

2)  Die  Kegeln  über  die  Bildung  des  Quotienten  fehlen,  und  könnten 
also  von  Gerbert  aus  dieser  Geometrie  des  Boethius  nicht  gelernt  worden 
sein. 

3)  Die  Worte  der  5.  Kegel:  Singularis  aulem,  vel,  ut  alii  volunt^  mi- 
üutum,  beweisen ,  dass  zur  Zeit  des  Verfassers  dieser  Kegeln  auch  Andere 
mit  dem  Gegenstand  derselben  sich  beschäftigt  haben. 

Und  nun  noch  folgende  Fragen  : 

1)  Ist  es  wahrscheinlich,  dass  am  Ende  des  5.  und  Anfang  des  6.  Jahr- 
hunderts, der  Zeit  des  Boetliius,  die  Division  bereits  praktisch  so  vollzogen 
wurde,  wie  sie  in  Gerbcrt's  Schrift  ungefähr  aus  dem  Ende  des  10.  Jahr- 
hunderts beschrieben  ist,  also  bei  4  Jahrhunderte  lang  (abgesehen 
von  der  Zeit,  in  der  sie  schon  vorher  geübt  wurde)  eine  in  so  enge  Gren- 
zen eingeschlossene  AVeise  zu  dividiren  fast  mit  gleichem  Wortlaut  der 
Kegeln  ohne  zunehmende  Verallgemeinerung  sich  erhalten  hat? 

2)  Ist  es  wahrscheinlich,  dass  Boethius,  der  die  Wissenschaften  der 
Kömer  zu  erhalten  strebte,  ein  Buch  für  den  Unterricht  weniger  vollstän- 
dig und  klar  geschrieben  hat,  als  Andere  in  seiner  Zeit  es  thaten? 
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Oder  ist  es  3)  wahrscbeinlicher,  dass  im  II.  Jahrhundert,  in  einer 
Zeit,  in  welcher  die  einfachste  praktische  Geometrie,  das  elementarste 
Rechnen  eine  bedeutende  Leistung  in  der  Mathematik  waren,  an  ein  und 
derselben  Stätte  Compendien  verfasst  wurden ,  weiche  die  älteren  Schrif- 
ten des  Archytas  und  Boethius  ebenso  benützend  wie  die  neueren  6er- 
bert^s«  nur  das  in  Ktirze  andeuteten ,  was  in  allen  Schulen  praktisch  geübt 
wurde  and  darum  hinreichend  bekannt  war? 

Da  man  meine  Behauptung  zu  kühn  fand,  so  werfe  ich  jetzt  nur  diese 
Fragen  auf.  Mein  Streben  ist,  mit  Thatsachen,  nicht  mit  Vermuthungen, 
sa  Werk  zu  gehen.  Letztere  mögen  als  Fragen  in  der  Schwebe  bleiben, 
der  Erkenntniss  der  thatsächlichen  Beschaffenheit  von  Gerbert^s  Hegeln 
und  Ton  denen  des  Boethius  hoffe  ich  einen  Dienst  geleistet  zu  haben. 


VIII. 
Galileo    Galilei. 

Von  Mobitz  Cantoe. 


E  pur  si  muove!  Und  sie  bewegt  sieb  docb!  Mit  der  Erinnerung  an 
diese  Worte  ist  wobi  den  meisten  Laien  der  Name  des  Galilei  verknüpft; 
und  wem  aucb  die  wissenscbaftlicben  Verdienste  des  grossen  Mannes  we- 
niger bekannt  sind ,  der  bat  docb  das  Bild  des  Märtyrers  der  Wissenscbaft 
deutlicb  vor  Augen,  der  siebt  ibn  von  dem  Folterbette  mit  gebrochenen 
Gliedern  zur  Kircbe  wanken,  wo  er  zuerst,  der  Gewaltsich  beugend,  den 
Widerruf  seiner  Ansiebten  vollzieht,  dann  aber  im  lauten  Aufschrei  des 
Gewissens,  welcbes  die  Wahrheit  zu  verleugnen  nicht  im  Stande  ist,  den 
durch  Jahrhunderte  hindurch  ertönenden  gellenden  Protest  erhebt:  Und 
sie  bewegt  sich  docb ! 

Ein  grossartiges  Bild,  aber  leider  ein  durchaus  unwahres;  und  so  soll 
der  Zweck  dieses  Aufsatzes  darin  besteben,  in  Kürze  zusammenzutragen, 
was  von  einer  ganzen  Reibe  bedeutender  Gelehrten,  besonders  in  Italien, 
dann  aber  auch  von  Alfred  von  Renraont  und  von  Bio^  als  die  Schilderung 
des  wahren  Galilei,  nicht  des  Romanhelden,  erhalten  wurde.  Möge  es  mir 
als  Entschuldigung  für  die  Zusammenstellung  fremder  Arbeiten  dienen, 
wenn  ich  auch  einige  neue  Punkte  hervorbebe,  die  bisher  der  Aufmerk- 
samkeit der  Geschicbtschreibcr  entgangen  waren,  und  die  gleichwohl  dazu 
dienen  können,  noch  belleres  Liebt  auf  die  damalige  Zeit  zu  werfen,  die 
dazu  beitragen  dürften,  ein  Verständniss  mancher  noch  rätbselhafter  Mo- 
mente zu  ermöglichen. 

Galileo  Galilei  wurde  —  es  sind  jetzt  300  Jahre  her  —  den 
18.  Februar  1504  in  Pisa  geboren ,  an  demselben  Tage ,  an  welchem  Michel 
Angelo  Buonarotti  in  Rom  die  Augen  scbloss.  Sein  Vater,  Vincenzo 
Galilei,  war  aas  edlem  florentiner  Gcscblcchte  entsprungen  und  selbst 
ein  Mann  von  hervorragendem  Geiste.  Er  zeichnete  sich  besonders  als 
theoretischer  Musiker  aus.  In  frühester  Jugend  kam  der  kleine  Galileo 
nach  Florenz,  welches  seine  Eltern  nur  vorübergehender  Weise  verlassen 
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katteD,  und  dorthin  fSllt  seine  ganze  Erzichang  bis  zn  seinem  17.  Jahre. 
Der  Vater,  dessen  Vermögens  Verhältnisse  Nichts  weniger  als  glänzend 
waren,  bestimmte  ihn  anfangs  zum  Kaufmann.  Als  aber  der  Knabe  bei 
mADgelhaftem  Unterrichte  die  glänzendsten  Fortschritte  machte,  als  er 
fast  ohne  Lehrer  die  lateinische  nnd  griechische  Sprache  erlernte,  als  er 
sor  Erholung  kleine  Modelle  der  verschiedensten  Maschinen  verfertigte, 
als  er  daneben  bedeutende  Anlagen  zur  Malerei  entwickelte  und  auch  in 
der  Musik  als  würdiger  Sohn  seines  Vaters  sich  erwies ,  da  entschloss  sich 
Vincenzo  Galilei,  mit  Aufwendung  aller  Mittel,  die  er  beschaffen  konnte, 
dem  Sohne  eine  gelehrt«  Ausbildung  angedeihen  zu  lassen.  Er  sollte  Arzt 
werden,  denn  das  war  der  einzige  gelehrte  Stand,  welcher  damals  einen 
goldenen  Boden  hatte,  und  darauf  musste  in  dem  gegebenen  Falle  ein  be- 
sonderes Augenmerk  gerichtet  werden.  Galileo  Galilei  war  17%  Jahr  alt, 
als  er  am  5.  November  1581  in  Pisa  immatriculirt  wurde.  Er  begann  nach 
der  Sitte  der  Zeit  mit  vorbereitenden  philosophischen  Studien,  mit  aristo- 
telischer Metaphysik  und  mit  Mathematik.  Am  Meisten  fesselte  ihn  diese 
letstere,  welche  er  nur  verstohlener  Weise  treiben  durfte,  da  sein  Vater 
wenigstens  von  Anfang  an  eingehende  Beschäftigungen  so  unpraktischer 
Natar  nicht  dulden  wollte.  Ueber  alle  Hindernisse  obsiegte  jedoch  der 
kräftige  Geist,  der  eiserne  Wille  des  Jünglings.  Mathematische  Vorlesun- 
gen, an  denen  er  als  eingeschriebener  Zuhörer  nicht  theilnehmen  konnte, 
▼erfolgte  er  ins  Geheim  an  der  Thür  des  Hörsaales  lauschend ,  bis  eines 
Tages  der  Lehrer  ihn  in  dieser  Stellung  entdeckte  und  von  da  an  die  be- 
sondere Leitung  seiner  geometrischen  Studien  übernahm.  Als  Galilei, 
21  Jahr  alt,  die  Universität  verlassen  musste,  weil  sein  Vater  die  Mittel 
snrn  weiteren  Studium  nicht  aufbringen  konnte,  der  Grossherzog  von  Tos- 
cana  aber  jede  Unterstützung  Galilei^s  verweigerte,  um  welche  er  ange- 
gangen wnrde,  da  war  der  junge  Mathematiker  und  Physiker  schon  reif 
nnd  konnte  auf  eigenem  Wege  fortschreiten. 

Eine  Entdeckung  hatte  er  schon  als  Student  gemacht.  Es  war  in 
dem  Dome  zu  Pisa,  welchen  der  aus  innerster  Ueberzeugung  streng- 
glünbige  Jüngling  häufig  besuchte.  In  andächtigem  Gebete  mochte  er 
sein  gepresstes  Herz  erleichtern ,  mochte  neue  Hoffnung ,  neue  Zuversicht 
erflehen.  War  doch  die  Gegenwart  für  ihn  eine  schwere,  hatte  er  doch 
hinlängliche  Veranlassung,  den  sehnsuchtsvollen  Blick  nach  oben  zu  wen- 
den, nach  jenen  unbekannten  Höhen,  dem  wahren  Sinnbilde  der  Unend- 
liehkeit  und  deshalb  auch  dem  Sitze  des  Unendlichen  in  den  Glaubens- 
kreisen aller  Völker.  Und  siehe  da,  wie  sein  Auge  sich  erhob,  da  haftete 
es  festgebannt  an  einer  Stelle.  Eine  Lampe,  welche  im  Heiligthume 
brannte,  war  in  schwingende  Bewegung  gerathen.  Galilei  folgte  ihrem 
periodischem  Wechselgange  mit  angestrengter  Aufmerksamkeit,  und  als- 
bald fiel  ihm  auf,  wie  die  Grösse  der  Schwingungen  eine  immer  geringere 
wnrde,  wie  aber  trotzdem  dieselbe  Zeit  verstrich  von  dem  Au^^TiXAVOs.^  «xl^ 
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wo  die  Lampe  ihre  änsserste  Stelle  nach  rechts  inne  hatte,  bis  sie  m 
äusserst  nach  links  angekommen  war.  Die  Gleichzeitigkeit  der  Pendel- 
schwingungen, so  nennt  die  heutige  Wissenschaft  dieses  Naturgesets,  war 
entdeckt,  und  damit  hatte  Galilei  den  ersten  Schritt  auf  der  grossen  Bahn 
gemacht,  auf  welcher  nach  einander  auch  die  übrigen  Pendelgesetse,  so- 
wie die  Gesetze  des  freien  Falles  sich  seinem  geistigen  Auge  darboten* 

Der  Huf  des  jungen  Gelehrten,  des  modernen  Archimed,  wie  Marquis 
del  Monte  ihn  schon  damals  nannte,  verbreitete  sich  mit  angewöbnlicher 
Schnelligkeit.  Seine  Freunde  setzten  1580  es  durch,  dass  ihm  die  Pro- 
fessur der  Mathematik  zu  Pisa  mit  einem  Jahresgehalte  von  60  Thalem  auf 
3  Jahre  tibertragen  wurde.  Die  letztere  Bedingung  darf  keinen  Anstoss 
erregen.  In  Italien  war  es  fast  ausnahmslose  Regel,  die  Lehrstühle  immer 
nur  auf  eine  bestimmte  Zeit  zu  besetzen.  Der  Gehalt  dagegen  war  für 
die  dortigen  Verhältnisse  ein  überaus  geringer.  In  Frankreich  und 
Deutschland  wäre  auch  dieses  nicht  der  Fall  gewesen.  Der  Lehrstuhl  der 
Astronomie  zu  Paris,  welchen  Kamus  gründete,  war  mit  85  Thalern,  der 
Lehrstuhl  der  Mathematik  in  Heidelberg  gar  nur  mit  60  Gulden  nebst 
freier  Wohnung  ausgestattet,  aber  in  Italien  wurden  die  Gelehrten  immer- 
hin besser  bezahlt.  Mochte  auch  der  Gehalt  von  2000  Thalern  jährlich, 
welchen  Mercuriale,  der  Professor  der  praktischen  Medicin  in  Pisa,  damals 
bezog,  ein  ausnahmsweise  grosser  gewesen  sein.  Der  Abstand  gegen  die 
60  Thaler,  mit  denen  Galilei  sich  begnügen  musste,  ist  doch  zu  bedeutend, 
um  nicht  den  Gehalt  des  Galilei  ebenso  unverhältnissmässig  gering,  wie 
den  des  Mercuriale  unverhältnissmässig  hoch  erscheinen  zu  lassen. 

Galilei  begann  seine  Vorlesungen,  in  welchen  er  offen  gegen  die  da- 
mals noch  allmächtige  Schule  der  Aristoto.liker  auftrat.  Es  waren  die 
Lohren,  in  welchen  er  selbst  erzogen  war,  gegen  welche  sein  Muth  ihn 
führte,  Lebren,  welche  feste  Wurzel  geschlagen  hatten  in  der  so  gern  an 
Autorität  sich  anklammernden  unselbstständigen  Mehrheit.  Mochte  auch 
in  Frankreich  schon  ein  halbes  Jahrhundert  früher  Ramus  den  Kampf  auf 
Leben  und  Tod  zwischen  der  modernen  Forschung  und  dem  eingerosteten 
Vorurtheile  aufgenommen  haben,  das  blutige  Ende  dieses  Streiters  in  der 
BartholomUusnacht  war  nicht  geeignet,  zur  Nachfolge  aufzumuntern,  und 
welche  Stimmung  noch  immer  in  den  massgebenden  Kreisen  anhielt,  zeigt 
jener  Parlamentsbcscbluss  von  1G24,  welcher  Angriffe  auf  Aristoteles  mit 
der  Todesstrafe  bedrohte.  Auch  hatte  in  Italien  noch  kein  hervorratjender 
Gelehrte  die  Fesseln  der  peripathetischen  Schule  Öffentlich  abgestreift, 
und  selbst  in  Deutschland  trat  Keppler  erst  auf,  als  Galilei  schon  mitten 
im  Kampfe  war.  Galilei'a  Vorlesungen  in  Pisa  waren  unter  solchen  Be- 
dingungen nicht  von  grossem  Erfolge,  und  als  er  sich  nun  gar  Johann  von 
Medicis,  den  natürlichen  Sohn  von  Cosmus  I. ,  zum  Feinde  machte,  indem 
er  die  Mängel  einer  Erfindung  aufdeckte,  auf  welche  dieser  sich  viel  zu 
Gute  that,  als  die  Peripathetiker  diese  Gelegenheit  benutzten,  einen  hoch* 


Von  Moritz  Cantor.  175 


gestellten  Bundesgenossen  sich  zu  erwerben ,  da  war  Galilei^s  Bleiben  in 
Pisa  unmdglieh. 

Wie  man  ihn  ohne  Bedauern  scheiden  sah,  so  ging  er  ohne  Bedauern, 
om  1S02  nach  dem  Freistaate  Venedig  überzusiedeln.  Dort  war  auch  für 
die  Forschung  ein  Freistaat  gegründet,  und  Galilei  wurde  dessen  hervor- 
ragendster Bürger.  Er  nahm  Besitz  von  dem  Lehrstuhle  der  Mathematik 
in  Padna.  Der  grösste  Hörsaal  dieser  an  zahlreiche  Zuhörer  gewöhnten 
Hochschule  reichte  kaum  aus,  um  Alle  zu  fassen ,  welche  unter  Galilei  stu- 
diren  wollten.  Auch  Privatstunden  musste  er  in  ziemlicher  Menge  er- 
theilen,  so  dass  sein  Einkommen  sich  jetzt  plötzlich  auf  2000  Thaler  etwa 
belief,  seine  pccuniäre  Zukunft  also  gesichert  erschien.  Den  Aufenthalt 
in  Padua  bezeichnen  Entdeckungen  und  Erfindungen  Galilei's  von  der 
grSssten  Tragweite.  Kurz  nach  1594  erfand  er  den  für  die  geometrische 
Zeicheukonst  überaus  wichtigen  Proportionalzirkel.  Um  dieselbe  Zeit, 
jedenfalls  vor  1507,  verfertigte  er  den  ersten  Thermometer.  Im  Jahre  15D7 
beschftftigte  er  sich  zuerst  mit  dem  sogenannten  copernikanischen  Welt- 
systeme und  erkannte  die  Richtigkeit  desselben,  die  Richtigkeit  des  ihm 
an  Grande  liegenden  Satzes  von  der  Bewegung  der  Erde  um  die  Sonne, 
während  das  entgegenstehende  ptolomftische  System  der  Sonne  eine  Be- 
wegung um  die  stillstehende  Erde  zuschrieb.  Galilei*s  Aeusserungen  da- 
rüber finden  sich  in  einem  Briefe  an  Keppler.  Weiter  erfuhr  Galilei  1609, 
dass  ein  flandrischer  Künstler  einen  Apparat  zusammengesetzt  habe,  ge- 
eignet, entfernte  Gegenstände  in  scheinbare  Nähe  zu  rücken.  Das  Nach- 
denken einer  einzigen  Nacht  genügte  Galilei,  um  das  Telescop  nachzuer- 
finden,  und  sein  Apparat  übertraf  sogleich  bei  Weitem  den  des  Holländers. 
Denn  wenn  dieser  eine  25 malige  Flächenvergrösserung  hervorbrachte,  so 
erzielte  Galilei  abbald  eine  1000  fache  Vergrösserung.  Dieses  letztere  Re- 
sultat ganz  besonders  machte  auf  das  grosse  Publikum  einen  kaum  zu  be- 
schreibenden Eindruck.  Die  Dächer  der  Paläste ,  die  Glockenthüren  der 
Kirche  verwandelten  sich  in  eben  so  viele  Wallfahrtspunkte  der  Neu- 
gierigen ,  welche  das  Meer  nach  Schiffen  durchspähend  von  der  Wirkung 
des  Fernrohres  sich  überzeugen  wollten.  Der  Senat  von  Venedig  be- 
scbloss,  die  6jährige  Dauer,  aufweiche  Galilei's  Anstellung  als  Professor 
abgeschlossen  war,  ausnahmsweise  in  eine  lebenslängliche  zu  verwandeln; 
zu  solcher  Dankbarkeit  fühlte  man  sich  dem  Urheber  einer  Erfindung  ver- 
pflichtet, durch  welche  jede  Ueberraschung  der  Stadt  von  Seiten  eines 
Feindes  zur' Unmöglichkeit  geworden  war.  Sonderbarer  Zwiespalt  der 
menschlichen  Natur,  welche  bald  solcher  Erfindungen  sich  freut,  welche 
darnach  angethan  scheinen,  blutige  Kriege  verhindern  zu  müssen,  bald 
wieder  auf  andere  Erfindungen  sinnt,  welche  jene  Vorsichtsmassregeln  zu 
Schanden  machen  1 

Galilei's  Streben  ging  über  das  praktische  Bedürfniss  der  Staatsvei- 
vertbeidigung   weit  hinaus.     Nicht  das  Aufsteigen   segelndet  ^^V\\i^^   ^^%, 
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adriatischen  Meeres  reizte  seine  Neugier;  die  unbekannten  Räume  des 
Himmels  durchforschte  er  mit  seinem  Fernrohre,  und  wunderbare  Ent- 
deckungen belohnten  seine  Anstrengungen.  So  entdeckte  er  am  7.  Ja- 
nuar 1010  die  Monde  des  Planeten  Jupiter,  welche  er  dem  Fürstenhanae 
seiner  Heimath  zu  Ehren  die  mediceischen  Sterne  nannte.  So  erkannte 
er  den  Planeten  Saturn  als  einen  dreigestaltigen ,  aus  drei  Theilen  be- 
stehendeu;  eine  Entdeckung,  welche  später  dahin  näher  präcisirt  wurde, 
dass  der  Ring  des  Saturn  in  einer  bestimmten  Lage  ein  derartiges  Schan- 
spiel  darbietet.  So  wagte  er  es,  selbst  den  blendenden  Strahlen  der  Sonne 
zu  trotzen,  und  er  bemerkte,  dass  einzelne  Stellen  eine  weniger  intensive 
Leuchtkraft  besitzen,  als  die  übrige  Oberfläche,  er  entdeckte  die  sogenann- 
ten Sonnenflecken.*)  Eine  Erklärung  dieser  Erscheinung  war  allerdings 
von  ihm  noch  nicht  zu  verlangen.  Sind  doch  die  Physiker  bis  auf  den 
heutigen  Tag  noch  nicht  ganz  einig  darüber,  wenn  auch  die  neuesten  Un- 
tersuchungen der  Hypothese  einen  hohen  Grad  von  Wahrscheinlichkeit 
beigelegt  haben ,  wonach  die  Sonnenflecken  als  Wolken  der  Sonne  su  be- 
trachten wären.  Von  Wolken  im  irdischen  Sinne  kann  freilich  bei  der 
Temperatur  der  Sonne  nicht  die  Rede  sein.  Wir  müssen  etwa  an  Wolken 
von  Eisen  oder  Piatina  denken,  denn  diese  Stoffe  dürften  in  den  Strumen 
der  Sonne  fliessen,  dünnflüssig  wie  unsere  athmosphärische  Luft,  während 
die  festeren  Stoffe,  wenn  solche  existiren,  wohl  von  uns  ganz  unbekannter 
Natur  sind.  Aber,  wie  gesagt,  Galilei  konnte  eine  Erklärung  unmdglieh 
liefern,  und  es  gehört  mit  zu  seiner  geistigen  Grösse,  dass  er  diese  Unmög* 
lickheit  erkannte.  Er  beschränkt  sich  ausdrücklich  auf  die  Widerlegung 
der  Ansicht,  als  wenn  die  Flecken  Planeten  wären,  und  auf  die  blosse  Be* 
Schreibung  seiner  Wahrnehmungen  in  ähnlicher  Weise  wie  er  auch  bei  der 
Darstellung  der  Fallgesetze  sich  damit  begnügt,  die  Thatsache  anzugeben, 
dass  ein  fallender  Körper  in  jeder  folgenden  Zeitsecunde  rascher  falle,  als 
in  der  vorhergehenden,  dass  er  eine  Beschlenuigung  der  Fallgeschwindig- 
keit erleide,  dass  dadurch  die  weitere  Thatsache  auftrete,  dass  die  Fall- 
räume nicht  einfach  der  Zeit,  sondern  dem  Quadrate  der  Zeit  proportional 
seien ,  aber  ohne  eine  Erklärung  dieser  Thatsachen  zu  versuchen.  Hätte 
er  immer  an  diesen  Grundsätzen  festgehalten,  den  Beobachtungen  keine 
fremdartigen  Betrachtungen  beizumengen!  Er  hätte  alsdann  vermieden, 
die  Schuld  auf  sich  zu  laden,  welche  in  dem  spannenden  Drama  seiner 
Lebensscbicksale  die  Katastrophe  herbeiführte. 

Die  astronomischen  Entdeckungen  Galilei's  Hessen  in  ihm  das  Bedürf- 
niss  nach  grösserer  Müsse  entstehen.  Wenn  er  die  Nächte  hindurch  seine 
Beobachtungen  angestellt  hatte ,  so  musste  er  wünschen ,  nicht  den  ganzen 
Tag  durch  Unterricht  in  Anspruch  genommen  zu  sein,  er  musste,  sei  es 


*)  Nach  anderer  Ansicht  hätte  Galilei  die  8ounenflecken  erst  1012  bemerkt, 
gleichzeitig  wie  auch  Pater  Scheiner,  und  der  eigentliche  Entdecker  wäre  Jo- 
hannes  Fabricius  aus  Fricsland  1011. 
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sar  Erholnng,  sei  es  zur  Verarbeitung  seiner  Wahmehmungen,  darauf  be- 
daeht  sein,  eine  weniger  gebundene  Stellung  zu  gewinnen.  Sie  bot  sich 
ihm  in  der  Heimath ,  als  der  junge  Grossherzog  Cosmus  11.  ihn  nach  Pisa 
svrückberief ,  um  den  Rang  des  ersten  Mathematikers  dieser  Universität 
einsanehmen,  ohne  die  Verpflichtung  Vorlesungen  zu  halten,  oder  auch 
nur  in  Pisa  zu  wohnen.  Die  Bestellung  als  Professor  diente  eben  nur  als 
Vorwand ,  damit  die  Besoldung  aus  der  Universitfttskasse  ausgezahlt  wer- 
den mnsste.  Galilei  nahm  den  Ruf  trotz  Abrathen  seiner  genauesten 
Freunde  am  10.  Juli  1610  an,  und  kaum  war  er  Mitte  September  in  Florenz 
angekommen ,  so  fügte  er  seinen  astronomischen  Entdeckungen  eine  neue 
bedeutsame  bei,  die  Entdeckung  der  Phasen  des  Planeten  Venus.  Es  ist 
nieht  möglich,  in  der  hier  nothwendigen  Kürze  den  Sinn  dieser  Worte  und 
die  Wichtigkeit  der  Entdeckung  zu  erörtern.  Die  Bemerkung  muss  ge- 
nflgen,  daas  dadurch  eine  kräftige  Stütze  für  die  Lehre  von  der  Bewegung 
der  Erde  nm  die  Sonne  gewonnen  war. 

Und  fragen  wir  nun,  welche  Stellung  die  Wissenschaft  der  Zeit  der 
emeaten  Sternkunde  gegenüber  einnahm,  so  finden  wir  von  Seiten  der 
Minner,  welche  an  der  Spitze  des  Unter^chtswesens  an  den  einzelnen 
Universitäten  standen,  Männer,  die  grossentheils  den  geistlichen  Orden 
der  Jesniten  und  Dominikaner  angehörten,  ein  vollkommenes  Abwehrungs- 
system, welches  soweit  ging,  dass  sogar  der  Beweis  des  Augenscheines 
nieht  selten  verweigert  wurde.  Ein  merkwürdiges  Beispiel  der  Art  bietet 
jener  Pater  Provinzial  der  Jesuiten,  welchem  Pater  Scheiner,  ein  Mitglied 
desselben  Ordens,  aber  von  grösserer  wissenschaftlicher  Unbefangenheit, 
die  Sonnenflecken  zeigen  wollte.  Wozu,  erwiderte  der  weise  Herr.  Der- 
gleichen können  ja  gar  nicht  existiren ;  denn  er  habe  zweimal  den  ganzen 
Aristoteles  durchgelesen  und  keine  Sylbe  gefunden ,  welche  auf  Sonnen- 
fleekeu  sich  auch  nur  deuten  lasse.  Eine  einzige  Anecdote  von  solcher 
Gattang  kennzeichnet  die  Zeit  und  den  eingerosteten  Autoritätsglauben 
derselben  deutlicher,  als  lange  Auseinandersetzungen  es  vermöchten. 

Galilei  reiste  im  Frühjahr  1011  nach  Rom,  wohl  grossentheils  um 
einige  einflussreiche  Persönlichkeiten  zu  überzeugen ,  und  dadurch  wenig- 
stens so  viel  zu  erlangen,  dass  man  seine  Beobachtungen  einer  Prüfung 
würdig  erachte.  Die  sogenannte  Acadcmie  der  Lüxa,  Academia  dei  Lincei^ 
an  ihrer  Spitze  der  Präsident,  Prinz  Cesi,  traten  alsbald  auf  Galilei's 
Seite  und  blieben  dessen  unbedingte  Anhänger,  auch  als  er  nach  kurzem 
Aufenthalte  in  die  Heimath  zurückkehrte.  Aber  neben  den  neuen  Freun- 
den htnterliess  der  floreutincr  Gelehrte  in  Rom  auch  neue,  erbitterte 
Feinde.  Die  Beobachtung  der  Sonnenflecken  hatte  gezeigt,  dass  dieselben 
nicht  immer  an  demselben  Orte  auf  der  Sonnenscheibe  sichtbar  sind.  Pater 
Scheiner  und  seine  Anhänger  schlössen  daraus,  die  Sonnenflecken  seien 
Trabanten  der  Sonne,  die  sich  um  dieselbe  bewegten.  Galilei  verwarf 
diese  Meinung,  wie  ich  schon  andeutete,  und  stellte  die  Ansicht  auf^  die 

lelt^hrin  r.  Vaihemalik  u.  PhyVik.  IX.  3.  V^ 
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Sonnenflecken  gehörten  auf  irgend  eine  gleichgültig  welche  Weise  sur 
Sonne  selbst  und  veränderten  ihre  Stellung  zur  Sonnenscheibe  nur  schein- 
bar vermöge  einer  Axendrehung  der  Sonne.  Nun  war  es  aber  unmöglich, 
diesen  Gegenstand  genau  zu  erörtern,  ohne  gleichzeitig  die  Hauptfrage 
des  Weltsystcmes  mit  in  das  Bereich  der  Discussion  zu  ziehen,  die  Frage, 
bei  welcher,  wie  schon  bemerkt,  Galilei  auf  die  Seite  des  Copernikus  neigte, 
während  die  der  aristotelischen  Schule  angehörigen  Jesuiten  and  Domini- 
kaner die  Lehre  von  dem  Stillstand  der  Sonne  und  der  Jahresbewegang 
der  Erde  für  wissenschaftliche  Ketzerei  erklärten.  Bald  verband  sich  da- 
mit der  Vorwurf  religiöser  Ketzerei. 

Schon  bei  dieser  ersten  Heise  Galilei*s  nach  Rom  regte  Cardinal  Rober  to 
Bellarmino,  ein  Mitglied  des  Jesuitenordens,  eine  Besprechung  mehrerer 
Fachmänner  unter  seineu  Ordensbrüdern  an,  in  wie  fern  man  den  Ent- 
deckungen Galilei's  Zuverlässigkeit  zuschreiben  dürfe,  und  zu  welchen 
Folgerungen  sie  berechtigten.  Indessen  ergab  sich  damals  kein  erheblicher 
Widerspruch,  vielleicht  weil  Pater  Clav  ins  an  der  Besprechung  theil- 
nahm ,  ein  lichter  Kopf,  welcher  in  der  Geschichte  der  Mathematik  mit 
Ehren  genannt  wird.  Immerhin  war  und  blieb  der  Anstoss  gegeben.  Je- 
suiten und  Dominikaner  wetteifernd  begannen  eine  Polemik  gegen  Galilei, 
die  auf  alle  Gebiete  sich  erstreckte ,  die  aber  auch  auf  allen  Gebieten  mit 
denselben  Waffen  aus  der  Rüstkammer  des  Aristoleles  geführt  wurde.  Bei 
Fragen  der  Mechanik,  insbesondere  der  von  Galilei  zum  ersten  Male 
wissenschaftlich  begründeten  Bewegungslehre  schwimmender  Körper  ging 
mau  nicht  etwa  auf  die  mathematische  und  physikalische  Beweisführung 
selbst  ein.  Die  Autorität  des  Aristoteles  wurde  entgegengehalten.  Galilei 
Hess  von  Anfang  den  Streit  durch  seine  Freunde,  besonders  durch  den  Be- 
nedictiner  Pater  Castelli  führen,  während  er  mit  anderen  gewaltigen 
Erfindungen  beschäftigt  war  —  er  setzte  damals  1012  das  erste  Mikroskop 
zusammen  —  aber  man  sieht  augenblicklich  und  wusste  es  schon  damals, 
dass  Galilei  an  die  einzelnen  Schriften  noch  die  letzte  Feile  legte,  so  dass 
er  immerhin  selbst  als  der  Streitführende  betrachtet  werden  durfte.  Eiue 
öffentliche  Disputation,  welche  zwischen  Castelli  und  einem  pisaner  Pro- 
fessor stattfand,  brachte  Galilei  in  den  Vordergrund.  In  Hinblick  auf 
diese  Disputation  schrieb  er  den  21.  Dcccmber  1613  einen  berühmt  gewor- 
denen Brief  an  Castelli,  in  welchem  zuerst  theologische  Abschweifungen 
vorkamen.  Galilei  kommt  nämlich  auf  die  Stelle  des  Buches  Josua  zu 
reden,  in  welcher  Josua  der  Sonne  Stillstand  befiehlt.  Er  zeigt,  dass  ein 
ängstliches  Kleben  au  dem  Wortlaute  daraus  die  vorhergehende  Bewegung 
der  Sonne,  also  das  ptolomäische  Weltsystem  ableiten  müsse,  und  dass 
umgekehrt  aus  diesem  mit  Nothwendigkeit  hervorgehe,  dass,  wenn  die 
Sonne  am  Firmamento  festgehalten  wurde,  die  Tageslänge  abgekürzt  wurde, 
also  gerade  das  Gogentheil  erzielt  wurde  von  dem,  was  Josua  beab- 
sichtigte. 
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Wie|  kam  wohl  Galilei  dazu ,  plötzlich  in  der  Bibel  die  Beweise  für 
seine  Ansichten  zu  suchen  ?  Diese  Frage  drängt  sich  uns  mit  Nothwen- 
digkeit  aaf;  ihre  Beantwortung  ist  unschwer.  Hatte  doch  Galilei  bisher 
schon  mit  allen  Waffen  der  exacten  Wissenschaft  versucht,  seine  Gegner 
ans  dem  Felde  zu  schlagen ,  und  waren  doch  diese  Anstrengungen  frucht- 
los geblieben.  Die  wuchtvollsten  Stösse  waren  abgeprallt  an  dem  uu- 
darchd ringlichen  Panzer  des  Autoritätsglaubens,  an  dem  mit  dem  Namens- 
■eichen  cles  Aristoteles  geschmückten  Schilde  der  Peripathetikcr.  Musste 
er  da  nicht  auf  den  Gedanken  kommen,  Autorität  gegen  Autorität  zu  setzen, 
das  Wort  des  griechischen  Weisen  mit  dem  Worte  der  Offenbarung  zu 
schlagen?  Musste  er  da  nicht  nach  solchen  Gründen  suchen,  welche  für 
ihn  persönlich  höchstens  ein  dialektisches  Interesse  besassen,  von  denen 
er  aber  wusste,  dass  seine  Gegner  sie  höher  achten  würden,  als  alle  wah- 
ren Gründe?  Ich  wfisste  nicht,  wie  man  ihm  dieses  übel  nehmen  könnte, 
und  wenn  es  ein  Fehlschritt  war,  den  er  that,  so  liegt  die  Schuld  nicht 
darin,  da^ss  er  auf  das  theologische  Gebiet  hinübertrat,  sondern  darin,  dass 
sein  Fass  den  schlüpfrigen  Boden  nicht  gewohnt  war,  dass  sein  Auge  die 
Fassangeln  nicht  sah,  mit  welchem  der  neue  Kampfplatz  rings  umgeben 
war. 

Der  Brief  Galilei's  wurde  bald  allgemein  bekannt,  da  Castelli  für  sich 
nar  Vortheil  darin  fand,  die  Uebereinstimmung  seines  grossen  Freundes 
mit  seinen  eigenen  Ansichten  öffentlich  zu  machen.  Er  ahnte  nicht,  dass 
er  damit  den  Freund  ins  Verderben  stürzte.  Ein  Dominikaner,  Pater 
Caccini,  beantwortete  den  Brief  von  der  Kanzel  herab  in  einer  Predigt, 
welcher  als  doppelter  Text  das  10.  Kapitel  des  Buches  Josua  und  das 
1.  Kapitel  der  Apostelgeschichte  zu  Grunde  lag.  Yiri  Galilei  —  so  be- 
gann er  seine  Kode  mit  absichtlicher  Zweideutigkeit,  dass  mati  je  nach 
Belieben  „Männer  von  Galiläa*^  oder  „Männer  des  Galilei ^^  verstehen 
konnte  —  was  schaut  Ihr  gegen  Himmel?  Und  daran  knüpfte  er  Ver- 
dächtigungen und  Hinweise,  die  noch  deutlicher  waren,  die  das  Ganze  zu 
dem  machten,  was  es  sein  sollte,  zu  einer  öffentlichen  Anklage.  Der  Do- 
minikanergeneral Mar  äff  i  war  entrüstet  über  diesen  Skandal,  so  nennt  er 
selbst  das  Benehmen  Caccini's  in  einem  an  Galilei  gerichteten  Entschuldi- 
gungsschreiben. Er  könne  unmöglich  die  Verantwortlichkeit  tragen 
für  die  Albernheit  seiner  Untergebenen.  Allein  Caccini  Hess  es  nicht  da- 
bei. Er  schickte  die  Abschrift  des  Galilei'schen  Briefes  nach  Rom  und 
suchte  damit  die  theologische  Correctheit  seines  Angriffes  zu  begründen. 
Das  Original  des  Briefes  selbst ,  welches  man  nun  von  Castelli  zum  Ver- 
gleiche einverlangte,  war  zwar  nicht  mehr  in  dessen  Händen,  sondern  dem 
Schreiber  zurückgestellt,  wie  Castelli  erklärte;  aber  dieses  Beweises  be- 
durfte es  nicht,  da  andere  Schriftstücke  des  Galilei  vorlagen,  in  welchen 
er  dieselbe  theologische  Richtung  verfolgte ,  und  in  deren  einem ,  einem 
Sendschreiben  an  Christin  von  Lothringen,  die  Worte  vorka^Ä^w,    >>4^x 
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heilige  Oeist  habe  ans  zeigen  wollen,  wie  man  znm  Himmel  gelaige,  nicht 
aber  wie  die  Himmel  sich  bewegten." 

Es  scheint  in  der  That,  als  ob  es  jetzt  einiger  Anstrengung  von  Seiten 
Freunde  Galilei's  bedurfte,  um  den  Sturm  zu  beschwichtigen,  welcher  gegen 
ihn  sich  erhob.  Fast  am  thätigsten  in  dieser  Beziehung  war  Cardinal 
Maffeo  Barberini,  selbst  ein  Zögling  der  Jesuiten,  aber  freier  denkend 
als  die  meisten  seiner  Ordensbrüder  und  besonders  in  den  Naturwissen- 
schaften der  neuen  Lehren  von  Herzen  zugethan.  Von  ihm  stammt  der 
Kath,  Galilei  möge  nur  die  heilige  Schrift  aus  dem  Spiele  lassen;  seiner 
mathematisch-physikalischen  Doctrinen  wegen  werde  ihm  Niemand  Etwas 
anhaben.  Statt  diesen  Rath  einfach  zu  befolgen,  was  wohl  das  Beste  ge- 
wesen wäre,  was  aber  allerdings  einen  hohen  Grad  geistiger  Entsagung 
erfordert  hätte,  denn  der  plötzlich  Verstummende  konnte  als  ein  aus 
Mangel  an  ferneren  Gründen  zum  Schweigen  Gebrachter  verkannt  werden, 
statt  dessen  ging  Galilei  am  Anfang  des  Jahres  1616  zum  zweiten  Male 
nach  Rom ,  seine  Sache  bei  Papst  Faul  V.  persönlich  zu  vertreten.  Seine 
Anwesenheit  hatte  den  entgegengesetzten  Erfolg ,  den  er  von  ihr  erwar« 
tete.  Nicht  blos  seine  eigene  Angelegenheit  verschlimmerte  sich  durch 
sein  unbeugsames,  festes  Einstehen  für  das,  was  er  als  wahr  erkannt  hatte, 
auch  die  wissenschaftliche  Sache,  welche  er  vertrat,  musste  darunter 
leiden. 

Am  26.  Februar  1616  theilte  Cardinal  Bellarmino  dem  Galilei  ein  päpst- 
liches Decret  mit,  welches  unter  dem  Namen  des  Verbotes  von  1616 
eine  wichtige  Rolle  in  Galilei's  fernerer  Lebensgeschichte  spielt.  Es  wurde 
ihm  darin  anbefohlen,  die  Meinung,  als  sei  die  Sonne  der  unbewegliche 
Wcltmittelpunkt  und  als  bewege  sich  die  Erde,  künftig  überhaupt  zu 
lassen,  jedenfalls  aber  sie  in  keiner  Weise  irgendwie  durch  Wort  oder 
Schrift  zu  halten,  zu  lehren  oder  zu  vertheidigcn.  Galilei;  so  heisst  es 
wörtlich  in  den  geführten  Protokollen ,  gab  sich  zur  Ruhe  und  versprach 
Gehorsam. 

Wohl  mag  dieses  Versprechen  ihm  einen  schweren  Seelenkampf  ge- 
kostet haben ;  aber  zu  der  Leistung  desselben  drängte  ihn  vor  Allem  der 
Wunsch,  die  Autorität  des  Papstes  nicht  zu  gefährden  zu  einer  Zeit,  wo 
vom  deutschen  Norden  her  mäclitige  Feinde  der  katholischen  Kirche  droh- 
ten, wo  zugleich  in  Sicilien  ketzerische  Meinungen  laut  wurden ,  und  auch 
in  der  Lombardei  der  Geist  dos  Widerspruchs  sich  regte.  Ich  habe  früher 
schon  hervorgehoben,  dass  Galilei  strenggläubiger  Katholik  aus  Ueber- 
zeugung  war.  Darüber  stimmen  alle  Berichte  überein  aus  allen  Zeiten 
seines  vielbewegten  Lebens,  und  diesen  Umstand  darf  man  nicht  ausser 
Augen  lassen,  wenn  man  sein  Benehmen  der  geistlichen  Gewalt  gegenüber 
beurtheilt. 

Mit  dem  an  Galilei  ertheilten  Befehle  begnügte  man  sich  nicht.  Am 
6.  März  wurde  das  Hauptwerk  des  Copernicus  selbst  dem  Index  der  ver- 
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botenen  Bücher  einverleibt,  bis  es  Aenderungen  erfahren  haben  würde. 
Man  sieht,  wie  der  Einfluss  der  Feinde  der  neuen  Lehre  im  Wachsen  war, 
wie  sie  es  wagen  durften,  sogar  gegen  ein  Bach  aufzutreten,  welches  schon 
seit  mehr  als  70  Jahren  die  allgemeine  Bewunderung  erregte ,  welches  so 
wenig  den  Dogmen  der  Kirche  zu  widersprechen  schien,  dass  Papst 
Paul  IIL  seiner  Zeit  die  Widmung  desselben  angenommen  hatte,  welches 
aach  den  empfindlichsten  Leser  nicht  beleidigen  konnte ,  so  sehr  hatte  der 
bekannte  protestantische  Theologe  Andreas  Oslander,  der  Freund  des 
Copemicos  und  Herausgeber  des  Buches ,  in  einer  Vorrede  sich  bemüht, 
dem  schlimmen  Eindruck  zuvorzukommen,  welchen  die  Lehre  von  der  Be- 
wegung der  Erde  auf  befangene  Gemüther  machen  konnte.  In  dieser 
Vorrede  wurde  nämlich  die  Lehre  von  der  Bewegung  der  Erde  als  eine 
blosse  JI)rpotheso  dargestellt,  und  dabei  auf  den  allgemeinen  Gebrauch 
der  Astronomen  hingewiesen,  Hypothesen  aufzustellen,  bei  welchen  es, 
wenn  sie  nur  den  Erscheinungen  genügten,  gleichgültig  wäre,  ob  sie  mit 
der  Wahrheit  übereinkämen  oder  nicht.  Dieses  Buch  war  jetzt  nachträg- 
lich als  gefährlich  erklärt,  zu  nachträglichen  Veränderungen  eingezogen. 
Und  die  Veränderungen  erschienen  den  15.  Mai  1620.  Schon  dass  es  so 
lange,  über  4  Jahre,  dauerte ,  bis  die  dazu  ernannte  Commission  sich  über 
die  nothwendigen  Correcturen  einigte ,  zeigt  uns ,  dass  verschiedene  Ein- 
flüsse sich  geltend  machten,  wovon  bald  der  Eine,  bald  der  Andere  mass- 
gebend war.  Endlich  war  offenbar  die  mildere  Aufassung  durchgedrungen, 
als  deren  Vertreter,  freilich  ausserhalb  der  Commission,  ich  den  Cardinal 
Barberini  genannt  habe.  Die  Aenderungen  bestanden  einfach  darin,  dass, 
wie  es  in  Oslanders  Vorrede  erläutert  war,  auch  in  dem  Buche  selbst  die 
Behanptangen  des  Copernicus  in  blosse  Vermuthungon  umgewandelt  wur- 
den, ohne  dass  die  mathematischen  und  physikalischen  Beweise  davon  be- 
rührt wurden.  Aus  dem  Decret,  mittelst  welches  die  officiellen  Aenderun- 
gen bekannt  gegeben  wurden ,  geht  aber  deutlich  hervor ,  dass  diese  Be- 
Btimmangen  nicht  nur  rückwirkend  auf  das  Werk  des  Copernicus,  sondern 
auch  für  die  Zukunft  Geltung  haben  sollten.  Man  sollte  schreiben  und 
lehren  dürfen,  was  Copernicus  in  seinem  Weltsysteme  aufstellte,  nur  müsse 
man  es  vermuthungsweise  thun.  Die  Form  der  Behauptung  widerspreche 
der  heiligen  Schrift  und  der  wahren  katholischen  Auslegung  derselben. 
Wer  sieht  nicht,  dass  dieses  ein  Bückzug  war,  den  man  eben  möglich 
ehrenvoll  antreten  wollte?  Das  Buch  des  Copernicus  war  einmal  in  sei- 
ner ursprünglichen  Gestalt  als  bedenklich  mit  Beschlag  belegt ;  man  konnte 
es  nicht  ohne  Weiteres  freigeben ,  wenn  man  nicht  einen  begangenen  Irr- 
thnm  eingestehen  wollte,  und  doch  dehnte  man  die  Unfehlbarkeit  der 
Kirehe  so  gern  auf  alle  ihre  Institutionen  aus.  Deshalb  ergriff  man  das 
Mittel,  dessen  Auffindung  Oslander  so  leicht  gemacht  hatte ;  man  verlangte 
jene  Formänderung,  welche  auf  die  gelehrte  Welt  keinerlei  Einfluss  haben 
wollte  und  haben  konnte,  welche  aber  dem  LaieupubUkxxm  ^^^^\iVi^^^  ^^^ 
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Anschein  wahrte,  als  habe  die  heilige  Congregation  ihre  Meinnng  nicht 
verändert. 

Ich  kehre  wieder  znm  Jahre  1616  zurück.  Galilei  hatte  sich  swar  dem 
päpstlichen  Verbote  unterworfen,  allein  er  verzweifelte  deshalb  doch  nicht 
daran,  es  vielleicht  wieder  rückgängig  zu  machen ,  und  blieb  in  Rom.  Es 
bedurfte  der  dringendsten  Mahnung  von  Seiten  des  Grossherzogs  von  Tos- 
cana,  um  ihn  zur  Abreise  zu  bewegen,  und  in  welchem  Sinne  diese  Mah- 
nung abgcfasst  war,  kann  man  darnach  beurtheilen,  dass  in  den  betreffen- 
den Briefen  Ausdrücke  vorkamen,  wie  der :  man  solle  bissigen  Händen  am 
liebsten  aus  dem  Wege  gehen.  So  lange  dieser  Fürst  den  Thron  inne 
hatte,  konnte  Galilei  ruhig  auf  dessen  Schutz  sich  verlassen,  und  es  war 
fast  überflüssig,  dass  Galilei,  als  er  Ende  Mai  Rom  verliess,  sich  von  Car- 
dinal Bcllarmino  noch  ein  offfcielles  Schreiben  ausfertigen  Hess,  worin  ihm 
ausdrücklich  bezeugt  wurde,  dass  er  weder  einer  Kirchenbusse  unterworfen 
worden  sei,  noch  eine  Meinung  habe  abschwören  müssen.  Nur  das  oft  er- 
wähnte Verbot  sei  ihm  eingeschärft  worden,  und  bei  dessen  wortgetreuer 
Erwähnung  findet  sich  denn  auch  der  Ausdruck  „auf  keine  Weise",  den 
ich  schon  oben  durch  die  Schrift  hervorhob  und  der  später  den  Anhalts- 
punkt zum  Processverfahren  gegen  Galilei  bot. 

Galilei  erfreute  sich  nicht  mehr  lange  der  Gunst  seines  fürstlichen 
Freundes.  Cosraus  IL  starb  1621 ,  und  der  minderjährige  Ferdinand  II. 
übernahm  die  Regierung,  deren  eigentliche  Leitung  in  den  Händen  des 
Comthurs  Cioli  lag,  eines  durchaus  päpstlich  gesinnten  Mannes,  der  in 
politischen  wie  in  religiösen  Dingen  nur  eine  Richtschnur  des  Verfahrens 
kannte,  die  ihm  von  Rom  aus  überkommenen  Befehle.  So  schmerzlich 
dieser  Thronwechsel  für  Galilei  war,  so  freudige  Hoffnung  schöpfte  er  aus 
einer  anderen  bald  darauf  eingetretenen  Veränderung.  Auch  Paul  V.  starb 
1623,  und  Maffco  Barberini,  der  Freund  Galilei's,  wurde  als  Urban  VIII. 
zum  Papste  gewählt.  Die  Schriftsteller,  welche  mit  diesem  merkwürdigen 
Manne  sich  beschäftigt  haben,  schildern  uns  denselben  als  von  athletischem 
Körperbau,  von  unverwüstlicher  Gesundheit,  von  eiserner  Willensstärke, 
beherrscht  von  einer  einzigen  Leidenschaft,  von  rücksichtslosester  Selbst- 
sucht. So  kam  es,  dass  er  auf  die  weltliche  Macht  weit  mehr  Gewicht 
legte,  als  auf  die  geistliche,  und  daraus  entsprangen  wieder  solche  Ant- 
worten wie  damals,  als  man  ihm  einen  Einwurf  aus  alten  päpstlichen  Con- 
stitutionen machte,  und  er  erwiderte,  der  Ausspruch  eines  lebenden  Papstes 
sei  mehr  werth  als  die  Satzungen  von  hundert  Verstorbenen;  sicherlich  ein 
Beweis  von  geringer  Fürsorge  für  die  Aufrechterhaltung  geistlicher  Auto- 
rität, welche  kaum  weniger  beeinträchtigt  wurde  durch  Nichtbeachtung 
des  Willens  früherer  Päpste,  als  durch  Fehler  der  Gegenwart.  Von  dem- 
selben, aus  seiuem  Eigentriebe  entspringenden  weltlichen  Herrschergeiste 
zeugt  es,  dass  er,  als  man  ihn  auf  die  marmornen  Denkmale  seiner  Vor- 
g&nger  aufmerksam  machte,  stolz  erwiderte,  er  wolle  sich  eiserne  Denkmale 
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•etcen.  Und  wie  seine  Neigungen,  so  waren  seine  Beschäftigungen.  Wäh- 
rend Paal  V.  dem  Studium  der  Schriften  des  sei.  Justinian  von  Venedig 
die  meiste  Zeit  widmete,  lagen  dagegen  auf  dem  Arbeitstische  Urbans  VIII. 
die  neuesten  Gedichte  weltlichsten  Inhalts,  oder  Entwürfe  zu  Festungswer- 
ken, wie  er  denn  den  weiteren  Ausbau  der  Engelburg  nach  eigenem  Plane 
zn  leiten  beabsichtigte.     Das  war  der  Mann,  der  jetzt  auf  Paul  V.  folgte. 

Galilei  eilte  nach  Rom ,  um  ihm  persönlich  zu  seiner  Erhöhung  zu 
gratnliren  und  widmete  ihm  eine  Streitschrift,  welche  er  zum  ersten  Male 
wieder  seit  1612  gegen  seine  Gegner  aus  dem  Orden  der  Jesuiten  von  Sta- 
pel Hess,  die  sogenannte  Goldwage,  il  Saggiatore,  Es  handelte  sich 
darin  nicht  um  die  früheren  Streitpunkte,  sondern  um  die  Enstehung  der 
Kometen,  von  welchen  im  Jahre  1618  nicht  weniger  als  drei  sichtbar  ge- 
wesen waren,  und  welche  Galilei  geneigt  ist,  für  bloss  athmosphärische 
Erscheinungen,  für  regenbogenartige  Meteore  zu  halten.  Wenn  irgendwo, 
80  bot  Galilei  diesmal  Angriffspunkte  dar,  aber  seine  Feinde  verstanden 
nicht,  sie  su  benutzen.  Sie  bekämpften  vielmehr  die  Schrift  nur  wegen 
eines  biblischen  Citates,  welches  in  ihr  vorkam,  und  damit  drangen  sie 
bei  Urban  VIII.  jetzt  noch  nicht  durch.  Vielleicht  wuchs  Galilei's  Kühn- 
heit gerade  durch  diese  vergeblichen  Versuche,  das  Verbot  des  Saggiatore 
zu  erlangen.  Er^  übergab  jetzt  seine  Gespräche  über  die  beiden 
grossen  Weltsysteme  dem  Druck. 

Die  Bedeutung  dieses  Werkes  für  die  weiteren  Schicksale  Galilei*s  ist 
eine  sn  grosse,  als  dass  wir  nicht  etwas  eingehender  uns  mit  demselben  be- 
schäftigen. Galilei  last  drei  Männer  über  die  Haltbarkeit  der  copernika- 
nischen  und  der  ptolomäischen  Weltanschauung  sich  besprechen.  Sagredo 
und  Salviati,  beide  verstorbene  Freunde  des  Verfassers,  stützten  die  erstere 
Ansicht  mit  Gründen  der  Philosophie  und  der  Physik.  Ein  dritter  Red- 
ner, dem  der  Name  des  Einfachen  um  nicht  zu  sagen  des  Einfältigen,  bei- 
gelegt ist,  Simplicius*)  tritt  für  das  ptolomäische  System  in  die  Schranken 
and  zieht  beständig  den  Kürzeren.  Nicht  als  ob  ein  eigentliches  Resultat 
vorläge.  Am  Schlüsse  des  Buches  giebt  keiner  der  Opponenten  sich  als 
besiegt.  Sie  verabreden  sich  vielmehr,  wiederholt  zu  neuer  Besprechung 
zusammen  zu  kommen.  Aber  der  Leser  muss,  für  die  Ansicht  des  Coper- 
nicns  gestimmt,  das  Buch  bei  Seite  legen.  Dieses  Buch  sollte  unter  dem 
Schatze  der  Academia  dei  Lincei  in  Rom  erscheinen.  Es  wurde  mit 
strenger  Einhaltung  der  Gesetzesformen  dem  Censor  zur  Prüfung  und  et- 
waigen Veränderung  übergeben.  Das  corrigirte  Manuscript  ging  an  den 
Verfasser  nach  Florenz  zurück.  Da  brach  eine  Seuche  aus,  und  man  er- 
liess  ein  Verbot,  Paquete  aus  dem  inficirten  Land  nach  anderen  Ländern 
überzuführen.  Das  Buch  sollte  nun  in  Florenz  selbst  gedruckt  werden. 
Aach  der  dortige  Censor  prüfte  es  sorgfältig  und  gab  nach  Eijiholung  der 
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Ansichten  der  römischen  Commissftre  seine  Drackbewillignng.  So  er- 
schien es  endlich,  versehen  mit  doppeltem  Imprimatur,  dem  des  römischen 
und  des  florentinischen  Censors.  Welchen  flindrnck  es  auf  den  Lc»er 
machen  musste,  habe  ich  schon  gesagt.  Nur  ein  Zweifel  konnte,  wenn 
auch  nicht  an  der  Tendenz  des  Werkes ,  doch  an  dem  Charakter  des  Ver- 
fassers entstehen.  Man  konnte  sich  fragen,  wie  es  möglich  sei,  dasa  einem 
Buche,  welches  offenbar  der  Vernichtung  der  ptolomäischen  Ansichten  ge- 
widmet war,  eine  Vorrede  vorausgeschickt  war,  in  welcher  ausdrücklich 
als  Zweck  des  Werkes  die  Beweisführung  von  der  Kichtigkeit  des  ptolo- 
mäischen Sjstemes  angekündigt  wurde,  gegenüber  von  dem  durchaus  ver- 
werflichen und  auch  mit  Fug  und  Becht  von  der  heiligen  Congregation 
verworfenen  Systeme  des  Copernicus. 

Dieses  staunende  Fragen  war  freilich  zu  ersparen ,  und  insbesondere 
die  moderne  Geschichtschreibung  hätte  sich  es  ersparen  können,  wenn  nur 
ein  Einziger  hervorgehoben  hätte,  was  Allen  längst  bekannt  sein  konnte, 
aber  dem  weniger  aufmerksamen  Leser  leicht  entgeht,  dass  die  Vorrede 
gar  nicht  von  Galilei  herrührt,  sondern  dass  sie  von  Kiccardi,  dem  päpst- 
lichen Palastmeister  in  Bom,  mit  einem  Briefe  vom  19.  Juli  1631  nach  Flo- 
renz geschickt  wurde,  um  dem  Buche  vorgedruckt  zu  werden;  dass  dem 
Galilei  nur  die  Erlaubniss  ertheilt  wurde ,  Wort  Veränderungen  damit  vor- 
zunehmen, dass  aber  der  Sinn  bleiben  musste,  widrigenfalls  der  Druck  des 
ganzen  Werkes  zu  unterbleiben  hatte.  Kiccardi  war  Galilei's  ehemaliger 
Schüler  und  sein  Freund.  Man  muss  daher  eine  gute  Absicht  zu  Grunde 
legen  für  das,  was  hier  geschah.  Und  diese  Absicht ,  worin  konnte  sie  be- 
stehen, als  dem  Buche  denjenigen  Laien  gegenüber,  welche  nur  Vorreden 
zu  durchblättern  pflegen,  einen  orthodoxen  Anstrich  zu  geben,  und  die 
eigentliche  Wirkung  nur  auf  den  Fachmann  zu  beschränken  V  Dafür  halte 
man  den  Vorgang  Osiandor^s,  wie  ich  bereits  erwähnt  habe;  diese  Ansicht 
theilte  Urban  VIII. ,  als  er  noch  Cardinal  war ;  und  Kiccardi  erklärte  spä- 
ter laut  und  öffentlich ,  dass  er  in  der  ganzen  Galilei'schen  Angelegenheit 
nur  nach  Besprechung  mit  Ciampoli,  dem  päpstlichen  Privatsecretär, 
gehandelt  habe,  Ciampoli  beruft  sich  ebenso  auf  besondere  Befehle 
Urban s,  die  er  erhalten  haben  will.  Kiccardi  und  Ciampoli  mussten 
zwar  durch  Verlust  ihrer  Stelleu  es  btisseu ,  dass  sie  durch  die  Perjson  des 
Papstes  selbst  sich  zu  decken  suchten ,  aber  der  Beweis  der  Unwahrheit 
einer  Aussago  ward  noch  niemals  dadurch  geführt,  dass  man  den  Zeugen 
zum  Stillschweigen  zwang  oder  ihn  mit  Strafe  belegte ,  und  so  dürfte  viel- 
mehr die  Vcrmutbung  an  innerer  Wahrscheinlichkeit  gewinnen,  die  hier 
zuerst  ausgesprochen  wird,  dass  Urban  VIII.  selbst  jener  Vorrede  nicht 
fremd  ist. 

Kaum  jemals  bei  einem  wissenschaftlichen  Werke  vorgekommener 
Beifallsjubel  begrUsste  die  Gespräche.  Die  hervorragendsten  Gelehrten 
aller  Länder  beeilten  sich,  Galilei  zu  beglückwünschen  wegen   seiner  so 
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allgemeiner  Anerkennung  sich-  erfreuenden  wissenschaftlichen  That,  denn 
ala  solche  konnte  man  das  Buch  bezeichnen.  Fast  unmittelbar  gleichzeitig 
erhoben  aber  auch  die  römischen  Gegner  Galilei's,  die  Jesuiten  und  Domi- 
nikaner, welche  wohl  fühlten ,  dass  ihre  ganze  Gelehrtenstellung  jetzt  auf 
einen  Schlag  vernichtet  war,  Anklagen  gegen  den  Verfasser.  Er  habe,  so 
sagte  man,  gegen  das  an  ihn  speciell  ergangene  Verbot  von  1016  gehandelt, 
nach  welchem  er  sich  verpflichtet  hatte,  in  keiner  Weise  mehr  für  das  co- 
pernicanische  System  zu  schreiben,  also  auch  nicht  in  Gestalt  von  Ge- 
sprächen, geschweige  denn  von  solchen  Gesprächen,  bei  denen  der  Ver- 
treter des  ptolomäischen  Systemes  der  schwächere  war.  Formell  war  die- 
ses iwar  ganz  richtig ,  aber  wer  möchte  glauben ,  dass  Urban  VIII. ,  der 
freidenkende,  Galilei  wohlwollende,  der  selbst  am  Erscheinen  des  Buches, 
wenigstens  indirect  Theil  hatte,  dem  Wortlaute  eines  früheren  Decretes, 
von  einem  verstorbenen  Papste  erlassen,  Rechnung  getragen  hätte?  Würde 
er  jetit  nicht  sicherlich  die  Antwort  ertheilt  haben ,  welche  ich  frü:her  an- 
führte, dass  die  Satzungen  des  Lobenden  massgebend  seien?  Und  ebenso- 
wenig konnten  die  übrigen  laut  angegebenen  Anklagpunkte  bei  ihm  auf 
Berücksichtigung  hoffen.  Ob  der  Druck  in  Rom  oder  in  Florenz  erfolgte; 
ob  die  Seuche,  welche  in  Florenz  herrschte,  es  wirklich  für  Galilei  zur 
Unmöglichkeit  machte ,  sein  Werk  in  Rom  erscheinen  zu  lassen ;  ob  die 
Genehmigung  des  römischen  Censors  allein  oder  in  Verbindung  mit  der  des 
fiorentiner  Censors  angegeben  werden  musste ,  oder  durfte ,  oder  ob  es  an 
der  letzteren  genügt  hätte,  das  Alles  sind  höchst  unwichtige  Punkte,  welche 
«war  im  Verlaufe  des  Galilei'schen  Processes  zur  Erörterung  kamen ,  aber 
doch  nur  bezeugten,  dass  man  um  triftigere  Anklagen  verlegen  war,  dass 
man  nnr  einen  Tendenzprocess  führte. 

Und  dem  war  auch  so.  Galilei's  Feinde  hatten ,  umgekehrt  wie  jener 
Grieche,  von  dem  ruhigen,  klar  denkenden  Papste  an  den  ergrimmten, 
somberauschten  appellirt.  Sie  hatten  ihm  die  Ueberzeugung  beizubringen 
gewusst,  dass  Simplicius,  der  alberne  Vertheidiger  des  ptolomäischen 
Systemes  in  Galilei's  Buche,  Niemand  anderes  sei,  als  er  selbst,  dass 
Galilei  sich  nicht  begnügt  habe,  ein  gegebenes  Versprechen  zu  missachten, 
dass  er  sogar  auch  seine  heilige  Person  verspottet  und  verhöhnt  habe.  Es 
fiel  nicht  einmal  schwer,  diese  Verdächtigung  mit  Gründen  zu  unterstützen. 
Denn  Simplicius  führt  einzelne  Redensarten  im  Mande,  welche  Urban  VIII. 
angehören.  Eine  Stelle  insbesondere  ist  gar  nicht  misszuverstehen.  Sim- 
plicius, von  seinen  Gegnern  schwer  bedrängt,  äussert  sich,  es  gäbe  noch 
einen  gar  vortrefflichen  Grund,  der  zur  Beruhigung  dienen  könne,  und  den 
er  aus  d'em  Munde  einer  gelehrten ,  hochgestellten  Persönlickkeit  vernom- 
men habe«  Es  sei  nämlich  Gott,  dem  All  weisen  und  Allmächtigen,  leicht 
gewesen,  seine  Zwecke  auf  die  verschiedensten  Arten  zu  erreichen,  und 
somit  erscheine  es  als  ein  Zweifel  an  der  Allmacht,  wenn  man  behaupten 
wolle,  nnr  in  einer  bestimmten  Weise  könne  diesea  oOl^i  '^^u^^  ^xtIv^X 
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werden,  weun  man  glaube ,  mit  mathematischen  Begründangen  dieser  Be- 
haaptang  aaszureichen.  Diesen  Widerspruch  hatte  aber  Urban  Vlll. 
eines  Tages  aufgestellt ,  und  wenn  N i c c ol i n i ,  der  toscanische  Gesandte, 
am  päpstlichen  Hofe  auch  davon  Nichts  wusste ,  so  erfahren  wir  doch  ans 
einem  der  vielen  Berichte,  welche  er  über  die  Galilei*sche  Angelegenheit 
nach  Florenz  sandte,  dass  der  Papst  gerade  über  diese  Stelle  am  Erbittert^ 
sten  war.  Wer  mit  Wohlwollen  und  Voreingenommenheit  für  Galilei  die 
Sache  beurtheilen  wollte,  der  könnte  freilich  sagen,  gerade  der  Umstand, 
dass  Simplicius  sich  für  jenen  einen  Grund  auf  eine  hochgestellte  Person- 
lichkeit  berufe,  beweise,  dass  Simplicius  nicht  die  Karrikatnr  von  Ur- 
ban VIII.  sein  sollte,  dass  er  vielmehr  einen  Professor  aus  der  aristoteli- 
schen Schule  darstelle,  welcher  neben  anderen  schlechteren,  ihm  eigen- 
thümlichen  Beweisführungen  auch  eine  vcrhältnissmttssig  gute  Stütze  an 
einem  Ausspruche  Urban's  finde.  Allein  auch  diese  Auslegung,  obwohl  die 
günstigste,  wäre  doch  kaum  genügend  gewesen ,  die  gereizte  Eitelkeit  des 
Papstes  zu  versöhnen,  und  so  bleibt  es  ein  Räthsel,  wie  Galilei  nicht  voraus- 
sah ,  dass  er  mit  dem  Citate  aus  dem  Munde  seines  bisherigen  Gönners 
diesen  erbittern  mnsste,  wie  er,  wenn  er  es  voraussah,  der  Gefahr  sich  unter- 
zog, da  der  Wahrheit  seiner  Sache  sicher  nicht  weniger  genützt  worden 
wäre,  wenn  er  jene  Stelle  unterdrückte.  Genug,  Galilei  hatte  in  seinem 
Buche  Urban  VIII.  persönlich  beleidigt,  und  der  Papst  rächte,  was  an  dem 
Naturforscher  gesündigt  worden  war.  Eine  besondere  Commission  von  10 
hohen  geistlichen  Würdenträgern ,  unter  welchen  der  Neffe  des  Papstes, 
Cardinal  Francesco  Barberini,  sich  befand,  wurde  eingesetzt;  der 
Process  gegen  Galilei  begann. 

Ueber  diesen  Process  ist  schon  viel  geschrieben  worden.  Man  hat 
das  Verfahren  des  Inquisitionsgorichtcs  mit  den  düstersten  Farben  gemalt, 
man  hat  von  der  anderen  Seite  die  Inquisition  selbst  als  eine  nicht  hoch 
genug  zu  bewundernde  Einrichtung  geschildert,  welche  niemals,  also  auch 
nicht  gegen  Galilei,  sich  Etwas  zu  Schulden  kommen  Hess.  Beide  Dar- 
stellungen, die  von  Libri,  dem  abgesagtesten  Feinde  der  päpstlichen  Herr- 
schaft und  Alles  dessen,  was  damit  zusammenhängt,  nicht  weniger  als  die 
von  Marino  Marini ,  dem  römischen  Prälaten  und  Vorstande  des  geheimen 
Archivs  im  Vatikan,  sind  nach  Partheirücksichten  ausgearbeitet,  und  man 
muss  nur  bedauern ,  dass  von  päpstlicher  Seite  nicht  vorgezogen  wurde, 
alle  auf  diesen  Process  bezüglichen  Protokolle  und  sonstigen  Schriftstücke 
einfach  zu  veröffentlichen,  nachdem  sie  nach  langjähriger  Entfernung  end- 
lich durch  Vermittlung  des  Grafen  Kossi,  unter  der  Bedingung  der  Ver- 
öffentlichung, von  Paris  nach  Rom  zurückgekommen  waren.  Ein  wortge- 
treuer Abdruck ,  das  war  es,  was  die  unpartheiische  Geschichtsforschung 
verlangte  und  erwartete,  unverkürzt,  zugleich  ohne  jene  das  Ziel  ver- 
fehlende, weil  weit  darüber  hinausgehende  Apologie  der  Inquistion.  Frei- 
Jicb  war  eia  vollständiger  Abdruck  nur  dann  möglich,  wenn  ein  vollständi- 
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ges  Manoseript  existirt,  und  darüber  sind  zwei  Meinungen  vorhanden. 
Delambre,  welcher  die  Acten  in  Paris  einsah,  erklärte  sie  für  lückenhaft; 
Marino  Marini,  der  sie  in  Rom  Ih  Verwahrung  hatte,  leugnet,  dass  irgend 
Etwas  fehle,  ja  nur  fehlen  könne.  Ohne  die  Acten  selbst,  welche  Pater 
Theiner,  der  dermalige  Vorsteher  des  geheimen  Archivs,  nicht  gewillt 
scheint,  zur  Vergleichung  auszuliefern  •=—  wenigstens  blieben  dahin  zielende 
Schritte,  welche  der  Verfasser  dieses  Aufsatzes  durch  wissenschaftlich 
hochstehende  Vermittlung  versuchte,  ohne  Erfolg  —  ohne  diese  einzige 
darchans  überzeugende  Controle  ist  man  genötbigt,  sich  an  das  zu  halten, 
waa  Marino  Marini  zum  Beweise  der  Vollständigkeit  der  Acten  anführt, 
und  ich  muss  gestehen,  dass  für  mich  die  Prüfung  dieser  Beweisgründe 
die  entgegengesetzte  Wirkung  hatte ,  als  mit  denselben  beabsichtigt  war. 
Die  Acten  sind  nämlich  ursprünglich  mit  anderen  Proccssacten  zu  einem 
Bande  msamraengeheftet  gewesen,  welcher  als  No.  1180  bezeichnet  war 
und  von  Seite  337  bis  zur  Seite  562  auf  Galilei  sich  bezog.  Später  hat  man 
auB  diesem  Theile  einen  neuen  Band  Nr.  1181  gebildet  und  angefangen, 
neu  in  paginiren.  Diese  Pagination,  unten  an  der  Seite  angebracht,  geht 
aber  nur  bis  zn  Seite  103.  Ein  einfaches  Rechenexempel  sagt  aber,  dass, 
wenn  oben  337  und  unten  1  steht,  dass  alsdann  auch,  wenn  unten  103  stehti 
oben  439  stehen  muss.  Die  Seite,  welche  nach  103  neuer  Pagination  folgt, 
mnsa  also  Seite  440  alter  Pagination  sein,  und  nun  sagt  Marino  Marini 
{Galileo  e  t Jnquisizione  pag.  65) ,  auf  Seite  103  folge  unmittelbar  {immediata- 
menie)  Seite  451.  Entweder  ist  also  die  Pagination  falsch,  was  nicht  ausser 
dem  Bereiche  der  Möglichkeit  liegt,  oder  aber  es  fehlen  die  Seiten  440  bis 
450  alter  Pagination.  Was  auf  diesen ,  wenn  die  zweite  Annahme  richtig 
ist,  gestanden  haben  kann,  werden  wir  später  sehen,  und  vorläufig  begnüge 
ich  mich  mit  der  Bemerkung,  dass  Venturi  in  einer  richtigen  Vorahnung, 
welche  freilich  auf  nichts  Thatsächliches  sich  stützte  und  stützen  konnte, 
die  Lücke  dahin  versetzte  und  ihre  Ergänzungen  andeutete ,  wo  auch  sich 
sie  soeben  bemerkbar  machte. 

Wenn  nun  der  Bericht  über  den  Process  nicht  anders  als  nach  dem 
gedruckt  Vorhandenen  eingerichtet  werden  kann,  so  erlaube  ich  mir  zur 
Ergänzung  nnd  deutlicheren  Verständniss  anzuwenden,  was  ich  in 
einem  alten  Bande  der  Heidelberger  Universitätsbibliothek  über  den 
Criminalprocess  der  Patres  Franciscaner  vorfand,  und  was  Ernst  Meier 
im  Welcker-Rotteck'schen  Staatslexikon  über  den  kirchlichen  Inquisitions- 
process  mittheilt.  In  meiner  erstercn  Quelle  handelt  es  sich  freilich  um 
das  Verfahren  gegen  Ordensbrüder;  indessen  zeigt  der  Vergleich  sowohl 
mit  der  zweiten  Arbeit,  als  mit  dem  Galilei^schen  Processe  selbst,  dass  die 
Verhandlungsweise  des  Inquisitionstribunals  gegen  Laien  kaum  nennens- 
werthe  Unterschiede  darbietet.  Pater  Ludwig  de  Ameno  hat  etwa  60 
Jahre  nach  der  Zeit,  die  uns  hier  beschäftigt,  folgende  Grundzüge  einer 
Processordnnng  aufgestellt.     Man  soll  damit  anfang^ii  ^  üa^«  \sv^\x  ^^'Ol  ^^:qc 
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goschuldigten  vorlade,  aber  nicht  etwa  als  einen  Angeschuldigten,  sondern 
in  allgemeinen  Ausdrücken,  wie:  sein  Erscheinen  sei  in  einem  gewissen 
Hechtshandel  an  diesem  oder  jenem  Tage  Erforderlich,  er  möge  sich  daher 
einfinden.  Hat  der  Angeschuldigte  sich  gestellt,  so  wird  ihm  der  Eid  aufge* 
tragen,  dass  er  die  Wahrheit  sagen  wolle ,  und  ihm  dann  die  Frage  vorge* 
legt,  ob  er  nicht  wisse,  warum  er  vorgeladen  sei.  Ueberhaupt  soll  der 
Richter  dem  Verlangen  des  Angeklagten,  der  etwa  die  Klagschrift  zu  sehen 
wünscht,  nicht  Folge  leisten,  sondern  darauf  dringen,  dass  er  ohne  Kennt- 
uiss  der  Punkte,  auf  die  es  ankommt,  antworte;  denn,  heisst  es,  wenn  der 
Delinquent  schon  zum  Voraus  weiss ,  was  man  wider  ihn  geklagt  oder  aus- 
gesagt hat,  item  wie  die  Beweise  lauten,  so  kann  er  ja  gar  leicht  alle  Aus- 
sagen und  Anzeigen  durch  seine  Antworten  vereiteln.  Meier  führt  noch 
einige  ergänzende  Einzelvorschriften  an:  der  Inquisitor  möge  die  Acten 
nehmen,  darin  blättern  und  dann  äussern,  es  sei  doch  klar,  dass  Angeklag- 
ter nicht  die  Wahrheit  sage ;  oder  er  möge  ein  Schriftstück  in  der  Hand 
halten  und  wenn  der  Angeklagte  leugne,  bewundernd  fragen :  „Wie  kannst 
Du  leugnen,  ist  es  mir  nicht  klar?'^  Dann  wieder  darin  lesen  und  noch- 
mals sagen:  „Rede  nun  die  Wahrheit,  nachdem  Du  siehst,  dass  ich  es 
weiss**;  er  müsse  indessen  mit  solchen  Aeusserungen  nicht  lu  sehr  in*s 
Einzelne  gehen,  sonst  würde  der  Angeklagte  es  bald  merken. 

In  Bezug  auf  die  einzelnen  Verhöre  oder  Constitute,  wie  der  Kunst- 
ausdruck  lautet,  schreibt  Ludwig  de  Ameno  vor,  im  ersten  solle  man  nicht 
über  die  allgemeinsten  Fragen  hinausgehen.  Im  zweiten  Constitute 
kommt  der  Richter  auf  die  Hauptumstäudo  des  Verbrechens.  Im  dritten 
erst  macht  er  dem  Angeschuldigten  bestimmte  Vorhalte  und  droht  ihm  mit 
der  Folter,  wenn  er  nicht  gestehe.  Darauf  findet  die  peinliche  Frage 
in  der  Folterkammer  statt.  Umgeben  von  den  Werkzeugen  barbarischer 
Erfindungskraft  wird  der  Angeklagte  entkleidet  und  mit  zusammenge- 
schlossenen Händen  vernimmt  er  noch  einmal  die  Frage,  was  er  begangen. 
Das  Formular  dieses  vierten  Verhöres  enthält  in  der  von  mir  benutzten 
Quelle  die  Worte:  ,,Weil  Du  noch  so  hartnäckig  in  Verleugnung  der 
„Wahrheit  bleibst,  so  ermahne  ich  Dich  nochmals,  lege  die  Hartnäckigkeit 
„ab  und  bekenne  die  Wahrheit,  sonst  wird  man  Dich  durch  Torturen  dazu 
„zwingen.  Wiederum  sagte  man  ihm :  Wiewohl  Du  das  Verbrechen  weg- 
„leugnest,  so  verlange  ich  von  Dir  die  Ursache  zu  wissen  wegen  des  Ver- 
„brochens,  wegen  welchen  Du  processirt  bist."  Giebt  auch  jetzt  der  An- 
geklagte noch  nicht  die  gewünschten  Antworten,  so  schreitet  man  wirklich 
zur  Folter.  Geisselung,  wobei  der  Richter  noch  besonders  bestimmt,  ob 
sie  „mit  einfachen  Stricklein,  oder  mit  eisernen  Kettlein,  oder  mit  Spitz- 
gärten, oder  Riemen  vollzogen  werden  soll'S  Zusammenpressen  der  Fuss- 
knöchel,  in  die  Höhezieheu  an  den  Händen ,  welches  aber  nicht  über  eine 
Stunde  anhalten  soll  (man  entsetzt  sich  über  die  Grausamkeit,  die  in  dieser 
Bestimmung  der  Milde  sich  ausspricht),   Versengen  der  mit  Fett  einge- 
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riebenen  Füsse  an  einoni  Kohlenfeuer,  das  sind  die  freandlichen  Mittel, 
mit  welchen  man  den  Angeklagten  zum  Gestehen  zu  bringen  sucht.  Und 
wagt  das  unglückliche  Opfer  später,  seine  vom  Schmerz  erpresste  Aus- 
sage KU  widerrufen ,  dann  wird  nicht  etwa  eine  Wiederholung  der  Folter 
angelassen;  o  nein,  wer  wird  die  christliche  Liebe  so  verleugnen,  dass  er 
einen  Bruder  eweimal  foltere ,  und  wäre  er  auch  der  schlimmste  Ver- 
brecher; dann  wird  nur  ganz  einfach  die  zeitweise  unterbrochene 
Folter  fortgesetzt.  Aus  Meier's  Abhandlung  füge  ich  noch  hinzu, 
dass  die  Anwendung  der  Folter  nur  durch  einen  gemeinsamen  Ausspruch 
des  Bischofs  und  des  Inquisitors,  nicht  durch  Letzteren  allein,  verfügt 
werden  kann.  Wir  werden  sehen ,  dass  diese  Bestimmung  für  unsere  Un- 
tersuchung von  Wichtigkeit  ist. 

Bei  dem  Vergleiche,  den  ich  anstellte,  zwischen  diesen  allgemeinen 
Angaben  und  den  Thatsachen  aus  dem  Processe  des  Galilei,  welche  bekannt 
geworden  sind,  zeigte  sich  eine  wahrhaft  Überraschende  Uebereinstim- 
nmng;  es  zeigte  sich  aber  auch,  dass  Mancherlei  in  diesem  Processe  nur 
dann  seine  Erklärung  findet,  wenn  man  einer  Auffassungsweise  huldigt, 
die  bei  den  seitherigen  Bearbeitern  des  Stoffes  nicht  massgebend  war. 
Diese  meine  neue  Anschauung  besteht  darin,  dass  Urban  VIII.  nachträg- 
lich sein  erstes  Aufbrausen  bereute,  dass  er  aber  den  einmal  begonnenen 
Gang  der  Untersuchung  nicht  mehr  unterbrechen  wollte,  oder  gar  konnte ; 
dass  er  sich  damit  begnügen  musste,  insgeheim  seine  schützende  Hand 
über  Galilei  zu  halten  und  die  Strenge  des  Verfahrens  zu  mildern,  ohne 
dem  Scheine  der  Reue  sich  auszusetzen.  Es  war  mit  anderen  Worten  ein 
ganz  ähnliches  Verhältniss,  wie  es  000  Jahre  früher  zwischen  Papst 
Gregor  VII.  und  dem  Grafen  Berengar  von  Tours  stattgefunden  hatte. 

Ich  habe  schon  erzählt,  dass  das  Buch  Galilei^s  im  Jahre  1031  er- 
schienen war.  Als  Papst  Urban  VIII.,  genugsam  aufgestachelt,  den  Rache- 
plänen der  Jesuiten  und  Dominikaner  ein  willfahriges  Werkzeug  zu  wer- 
den versprach,  wurde  eine  Commission  zur  Prüfung  des  betreffenden  Buches 
eingesetzt,  in  welche  Professor  Chiaramonti  besonders  von  Pisa  aus  be- 
rufen wurde,  ein  Schriftsteller,  der  schon  früher  gegen  die  neue  Lehre 
eine  literarische  Lanze  gebrochen  hatte.  Der  Ausspruch  dieser  Com- 
mission konnte  nicht  zweifelhaft  sein.  Den  24.  August  1632  erschien  ein 
Beeret,  welches  vorläufig  den  Verkauf  des  Buches  zu  unterlassen  gebot, 
und  an  den  Drucker  sogar  die  Anforderung  stellte,  sämmtliche  noch  vor- 
räthige  Exemplare  nach  Rom  einzusenden.  Vergebens  brachte  es  Galilei 
dahin ,  dass  Comthur  Cioli  den  toscanischen  Gesandten  Niccolini  anwies, 
in  Rom  gegen  dieses  einer  Beschlagnahme  fast  gleichkommende  Decret 
Schritte  zu  thun;  vergebens  unterzog  sich  Niccolini  diesem  Auftrage  mit 
einem  Eifer,  den  er  während  des  ganzen  Procosses  keinen  Augenblick  ver- 
leugnete, auch  da  nicht,  als  der  toskanischo  Hof  Galilei  im  Stiche  liess; 
der  Beschlnss  der  Commission  war  und  blieb  nnwldettnflioYi.     kxsÄ^^x^«^ 
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erging  aber  noch  am  23.  September  auf  besondere  Verordnung  des  Papstei 
an  Galilei  eine  von  jenen  allgemein  gehaltenen  Vorladungen,  er  solle  im 
Laufe  des  Monats  October  sich  nach  Korn  begeben  und  sich  dem  Pater 
Commissarius  des  Sant^  Uflfizio  vorstellen,  welcher  ihm  anzeigen  werde, 
was  er  zu  thun  habe.  Galilei  litt  damals  an  heftigen  Gichtschmersen, 
welche  ihn  seit  einigen  Jahren  ziemlich  häufig  befielen,  und  war  kaum  erst 
von  einem  bösartigen  Augenübcl  genesen.  Er  entschuldigte  sich  also  mit 
Krankheit  und  blieb  in  Florenz.  Den  13.  November  wurde  die  Vorladung 
erneuert;  Galilei  müsse  erscheinen;  man  wolle  ihn  zwar  nicht  dringen,  er 
solle  so  langsam  reisen,  so  viele  Stationen  machen,  als  er  nur  wolle,  er 
solle  aller  Bequemlichkeiten  sich  bedienen,  aber  er  solle  abreisen.  Galilei 
hlicb  wieder.  Den  11.  Januar  1033  kam  ein  dritter  geschärfter  Befehl, 
welchen  jetzt  Cioli  im  Namen  des  Herzogs  unterstützte ,  und  welchem  Ga- 
lilei sich  nicht  mehr  zu  entziehen  vermochte. 

Man  muss  auf  diese  Umstände  achten ,  um  zu  würdigen ,  dass  es  eine 
besondere  Milde  war,  wenn  man  dem  Widerspenstigen  auch  jetzt  noch  er- 
laubte, die  Reise  in  der  Sänfte  des  Grossherzogs  zu  vollziehen,  wenn  er 
25  Tage  dazu  benutzen  durfte ,  wenn  er  in  Rom  angelangt  nicht  etwa  in 
die  Kerker  der  Inquisition  geworfen  wurde ,  sondern  in  dem  toscanischen 
Gesandtschaftsgebäude  seine  freie  Wohnung  nahm.  £r  hatte  nicht  einmal 
Hausarrest,  denn  am  19.  Februar  schreibt  er  an  Cioli :  „Ich  bleibe  bestftn- 
„dig  zu  Hause,  indem  es  mir  nicht  passend  erscheint,  in  solcher  Zeit  durch 
„die  Stadt  zu  wandern,  gleichsam  um  mich  zu  zeigen".  Freier  Wille  hielt 
ihn  also  zu  Hause,  nicht  äusserer  Zwang.  Hier  bei  Niccolini  hatte  er 
einen  neuen  Gichtanfall,  welcher  ihn  während  schwerer  Stunden  auf  das 
Schmerzenslager  fesselte;  das  wissen  wir  aus  Niccolini's  tagebuchartig 
vorhandenen  Berichten  nach  Florenz.  Aus  derselben  Quelle  wissen  wir, 
dass  der  Zorn  des  Papstes  damal  aufs  Höchste  gereizt  war.  Gerade  in 
einem  Gespräch  vom  13.  März  ist  es ,  wo  er  am  Heftigsten  sich  darüber 
ausspricht,  dass  Galilei  versucht  habe,  die  Allmacht  Gottes  in  Frage  zu 
stellen,  eine  Bemerkung,  welche  Niccolini  berichtet,  ohne  ihren  tieferen 
Sinn  zu  verstehen,  welche  aber,  wie  wir  wissen,  das  Anzeichen  ist,  dass 
Urban  damals  überzeugt  war,  er  sei  als  Simplicius  verspottet  worden.  Und 
doch  ist  das  alte  Wohlwollen  gegen  Galilei  noch  nicht  ganz  erloschen; 
doch  giebt  Urban  VIII.  in  demselben  Gespräch  die  feste  Zusage,  Galilei 
solle  im  Inquisitionspalaste  eine  besondere  Wohnung,  kein  Gefängniss  an- 
gewiesen erhalten,  wenn  seine  Gegenwart  dort  nöthig  erscheine. 

Den  12.  April  wird  Galilei  zum  ersten  Male  constituirt.  Das  Verhör 
beginnt  mit  der  Frage ,  ob  er  wisse  ,  weshalb  er  vorgeladen  sei.  Er  ant- 
wortet, es  werde  wahrscheinlich  seines  letzten  Buches  wegen  sein,  und 
man  wolle  ihm  wohl  verbieten,  in  Zukunft  solche  Bücher  zu  schreiben. 
Kr  spricht  alsdann  auch  aus  freien  Stücken  von  dem  Verbote  des  Jahres 
IGIO,  gegen  welches  er  sich  aber  nicht  vergangen  zu  haben  glaubt,  da  er 
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Dicht  für,  sondern  gegen  die  Gründe  des  Copernicus  geschrieben  habe. 
Das  war  der  ganze  Inhalt  des  ersten  Verhöres. 

Jüan  ftrgert  sich  über  die  geistige  Schwäche  6alilei*s,  welcher  hier 
offenbar  gegen  seine  Ueberzeugung  aussagte.  Allein,  man  thut  es  nur 
deshalb,  weil  ein  gewisses,  ich  möchte  sagen,  dramatisches  Gefühl  im  Men- 
schen uns  geneigter  macht,  den  Sturz  eines  grossen  Mannes  zu  beweinen, 
als  von  einer  moralischen  Niederlage  desselben  Zeuge  zu  sein.  Und  doch, 
wie  viele  Männer,  welche  über  Galilei  den  Stab  brechen,  würden  wohl  an- 
ders als  er  gehandelt  haben?  Wie  viele  würden  den  70jährigen  gebrech- 
lichen Körper  den  Qualen  dargeboten  haben,  mit  welchen  die  damalige 
Zeit  so  verschwenderisch  war?  £s  kommt  hinzu,  dass  noch  am  8.  April 
Galilei  wirklich  bereit  war ,  für  seine  Ansichten  einzutreten ,  bis  Niccolini 
ihn  dringend  ermahnte,  abzustehen.  „Ich  habe  ihm,  schreibt  dieser,  zu- 
„geredet,  sich  dem  zu  unterwerfen,  was  sie  ihm  in  Betreff  der  Bewegung 
„der  Erde  vorschreiben  werden.  Er  ist  darüber  in  die  tiefste  Betrübniss 
„verfallen  und  von  gestern  bis  heute  dermasscn  zusammengesunken ,  dass 
„ich  für. sein  Leben  äusserst  besorgt  bin.'*  Wir  sehen  hieraus,  Galilei's 
Seele  war  schon  gebrochen,  bevor  er  zum  Verhör  geführt  wurde.  Er 
fühlte  sich  verlassen,  und  der  einzige  Mann,  welcher  noch  auf  seiner  Seite 
stand,  der  rieth  ihm  zur  Besiegelung  seiner  Schmach.  Braucht  es  mehr, 
um  Galilei^s  Zugeständnisse  als  die  Aeusserungen  eines  jetzt  willenlosen 
Spielzeugs  des  Schicksals  aufzufassen? 

Als  das  Verhör  zu  Endo  war,  brachte  man  Galilei  in  die  ihm  zuge- 
wiesenen Zimmer  des  Inquisitionspalastes.  Er  durfte  diese  sogar  ver- 
lassen und  in  den  Gängen,  ja  selbst  im  Hofe  des  Palastes  sich  ergehen. 
Seine  Bedienung  bestand  aus  Leuten  des  Niccolini,  welche  früh  am  Mor- 
gen kamen  und  am  Abend  ihn  verliessen,  den  Tag  über  bei  ihm  verweil- 
ten und  ihn  pflegten,  wie  sein  Gichtleiden  es  nothwendig  machte.  Diese 
leichteste  aller  Gefangenschaften  dauerte  nicht  ganz  drei  Wochen.  Das 
zweite  Constitut  fand  den  30.  April  statt. 

Galilei  nahm  darin  von  Anfang  an  das  Wort  und  hielt  eine  lange 
Rede,  deren  Sinn  dahin  geht,  er  sehe  jetzt,  nachdem  er  sein  Buch  selbst 
wieder  gelesen,  dass  er  in  der  That  gefehlt  habe.  Es  sei  wahr,  wer  unbe- 
fangen sich  damit  beschäftige,  finde  die  copernicanische  Ansicht  besser 
vertreten  als  die  ptolomäische.  Aber  er  habe  dieses  nicht  beabsichtigt; 
es  sei  ihm  nur  unmerklich  so  aus  der  Feder  geschlüpft,  da  er,  um  nicht 
partheiisch  zu  erscheinen,  gerade  die  stärksten  Gründe  für  die  Meinung 
aufgesucht  habe,  die  er  nicht  theile.  Hätte  er  es  noch  einmal  zu  schrei- 
ben,  so  würde  es  anders  ausfallen.  Er  würde  auch  den  Umstand  beden- 
ken, dass,  wie  er  jetzt  zugebe,  man  ihm  verboten  habe,  auf  irgend  eine 
Weise  für  das  copernicanische  System  zu  schreiben.  Nach  dieser  Hede, 
welche  dem  Sinne  nach  mit  der  Aussage  im  ersten  Vorhöre  übereinstimmt 
—  und  unter  wessen  Einfluss  hätte  auch  der  Einsame  den  B^^^ViVql^^  ^^t 
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Unterwürfigkeit  äudem  sollen  ?  —  wurde  das  Constitat  geschlossen.  Galilei 
bat  indessen  nochmals  um^s  Wort,  worauf  die  Sitzung  sogleich  wieder  er* 
öffnet  wurde.  In  dieser  zweiten  Rede  erklärte  er,  am  Schiasse  seines 
Buches  kUmen  die  drei  Opponenten  zu  dem  Versprechen,  nKchstens  noeh- 
mals  zusammenkommen  zu  wollen.  Dadurch  sei  ihm  die  Möglichkeit  ge- 
geben, noch  eine  Fortsetzung  zu  veröffentlichen,  und  in  dieser  FortsetEung 
werde  er  mit  Gottes  Hilfe  die  falsche  Meinung  vollständig  widerlegen, 
wenn  man  ihm  die  Erlaubniss  dazu  gewähre. 

Noch  an  demselben  Tage  wurde  Galilei  nach  der  toskanischen  G^* 
sandtschaft  zurUckgeleitct,  um  dort  seiner  Gesundheitspflege  alle  die  Auf- 
merksamkeit zuwenden  zu  können,  welche  mit  Hausarrest  verträglich 
waren.  Denn  diesem  musste  er  jetzt,  nachdem  die  eigentlichen  Process- 
verhandlungen  im  Gange  waren,  sich  unterwerfen.  Einmal  wird  er  noch 
am  10.  Mai  zu  einem  kurzen  dritten  Constitute  abgeholt,  in  welchem  er 
aufgefordert  wird ,  seine  etwaige  Vertheidigung  innerhalb  8  Tagen  einzu- 
reichen, worauf  er  unmittelbar  eine  Schrift  übergiebt,  deren  Zweck  beson- 
ders darin  bestand,  ihn  von  den  Vorwürfen  zu  reinigen,  als  habe -er  gegen 
das  Verbot  von  lOlG  gehandelt,  oder  als  sei  es  absichtlich  Hinterlist  von 
ihm  gewesen,  dass  er  bei  der  Bitte  um  Druckerlaubniss  für  die  Gespräche 
nicht  selbst  die  Commission  aufmerksam  gemacht  habe,  dass  ein  solches 
Verbot  von  1016  ihm  gegenüber  existire.  Uebrigens,  fügte  er  mündlich 
hinzu,  verlasse  er  sich  in  Allem  und  für  Alles  auf  die  Gnade  und  Milde  des 
Gerichtshofes.     Daraufhin  wurde  er  nach  Hause  geführt. 

Es  dauerte  wieder  über  fünf  Wochen,  ohne  dass  irgend  eine  bestimmte 
Entscheidung  hervortrat.  Den  18.  Juni  wandte  sich  Niccolini  wiederholt 
an  den  Papst,  um  eine  Beschleunigung  der  Verhandlungen  zu  erbitten,  und 
was  er  über  diese  Audienz  nach  Florenz  meldet,  bestätigt  aufs  Neue  die 
Richtigkeit  meiner  Auffassung,  dass  ürban  VHI.  bereits  wieder  innerlich 
versöhnt  war,  aber  den  Proccss  jetzt  nicht  mehr  ungeschehen  machen 
konnte.  Seine  Eigenliebe  litt  es  nicht,  selbst  wenn  er  es  hätte  thun  können, 
ohne  seiner  Autorität  den  empfindlichsten  Stoss  zu  versetzen,  selbst  wenn 
der  ehemalige  Zögling  der  Jesuiten  auf  diesen  Orden  keine  Rücksicht 
hätte  nehmen  müssen.  Urban  VIll.  musste  sich  damit  begnügen,  jetzt 
insgeheim  darüber  zu  wachen,  dass  die  Feinde  des  Galilei,  welche  er  zu 
dessen  Richter  ernannt  hatte,  nicht  grausam  gegen  ihn  verfuhren.  Kr 
konnte  zum  Beispiel  seine  Einwilligung  zur  Anwendung  der  Folter  vor- 
weigern, eine  Einwilligung,  deren  Nothwendigkeit  ausser  allem  Zweifel 
ist,  wenn  wir  uns  erinnern,  dass  sogar  der  Bischof  einer  Stadt  seine  Ueber- 
einstimmung  mit  dem  Inquisitor  über  diesen  Punkt  kund  geben  musste, 
damit  gefoltert  werden  durfte.  Wird  wohl  der  Papst  sich  eines  Rechtes 
entkleidet  haben,  das  -jedem  Bischöfe  zukam?  Doch  ich  kehre  zu  der 
Audienz  des  18.  Juni  zurück.  Urban  VIlI.  sagte  darin  zu  Niccolini,  die 
Sentenz  gegen  Galilei  sei  bereits  gefällt  und  werde  ihm  in  den  nächsten 
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Tagen  mitgetheilt  werden.  Das  Buch  und  die  darin  ausgesprochenen  Irr- 
lehren würden  verboten,  Galilei  wegen  Uebertretung  des  Verbotes  von  1616 
sa  Gefl£|ngn issstrafe  verurtheilt  werden.  Dabei  müsse  es  vorläufig  sein 
Verbleiben  haben,  denn  eine  gerichtliche  Ahndung  gegen  die  Person  des 
Galilei  sei  unvermeidlich,  und  die  Comunssion  dringe  einKtimmig  auf  Be- 
strafung. Nach  Veröffentlichung  des  Urtheils  sei  dagegen  darüber  zu 
reden,  wie  man  es  in  der  mildesten  Form  in  Ausführung  bringen  könne, 
nnd  alsdann  möge  Niccolini  sich  zu  einer  neuen  Audienz  melden.  Nur 
müsse  auch  dann  des  zu  fürchtenden  bösen  Beispieles  wegen  verbreitet 
werden ,  die  Strafverringerung  sei  aus  Rücksicht  auf  die  Fürsprache  des 
Grosshersogs  von  Toscana  erfolgt,  wie  es  auch  in  der  That  die  Wahrheit 
aei.  Dieser  letzte  Zusatz  ist  besonders  interessant,  da  er  zeigt,  wie  der 
Papst  es  formlich  darauf  absieht,  den  äusseren  Anschein  der  Milde  zu  ver- 
meiden. An  eine  wirkliche  Nachgiebigkeit  gegen  den  Grossherzog  von 
Toscana  ist  nicht  zu  denken.  Urban  VIII.  war  mächtig  genug,  die  Bitten 
eines  weltlichen  Fürsten  ausser  Acht  zu  lassen ,  wenn  sie  nicht  mit  seiner 
eigenen  Neigung  übereinstimmten.  Niccolini  theilte  dem  bestimmten  Ge- 
heisae  Urban^s  zufolge ,  Galilei  nur  die  erste  Hälfte  des  zu  erwartenden 
Urtheils  mit,  und  dass  es  ihm  in  Kurzem  eröffnet  werden  würde. 

Als  daher  Galilei  am  21.  Juni  zum  vierten  Male  constituirt  wurde, 
mochte  er  wohl  mit  klopfendem  Herzen  den  Weg  zum  Inquisitionsgebäude 
einschlagen,  den  Spruch  erwartend ,  der  einen  Theil ,  und  wahrlich  nicht 
den  schlechtesten  Theil,  seines  geistigen  Ich  vernichten  sollte.  Aber  was 
er  auch  erwartete,  darauf  war  er  wohl  nicht  gefasst,  dass  die  grausamen 
Sichter  es  so  weit  treiben  würden,  dass  sie  ihm  geistig  die  Qualen  der 
Folter  würden  durchmachen  lassen,  mit  der  sie  ihn  körperlich  verschonen 
mnssten.  Galilei  wurde ,  wir  wissen  das  aus  den  Auszügen  aus  dem  Pro- 
tokolle dieses  Constitutes  bei  Marino  Marini  und  aus  dem  Wortlaute  des 
Urtheiles,  in  peinliches  Verhör  genommen  und  mit  der  Folter  bedroht, 
wenn  er  nicht  offen  über  die  Absicht,  die  Intention  seines  Buches,  wie 
es  dort  heisst,  sich  ausspreche.  Vergebens  erklärt  er  immer  aufs  Nene, 
dass  er  gestanden  habe,  was  er  gestehen  könne;  die  Drohung  mit  der  Tor- 
tur wird  ebenso  aufs  Neue  wiederholt,  und  verzweifelnd  ruft  der  ge- 
ftngstigte  Greis:  „Ich  bin  in  £uren  Händen!  Macht  mit  mir,  was  Ihr 
„wollt I  Bin  ich  doch  hier,  um  mich  Allem  zu  fügen!  Jene  Meinung  von 
„der  Bewegung  der  Erde  habe  ich  nicht  aufrecht  gehalten,  seit  es  mir  ver- 
„boten  wurde,  wie  ich  schon  gesagt  habe.*^  Und  Weiteres  konnte  man 
so  lautet  das  Protocoll,  nicht  von  ihm  erfahren;  er  wurde  daher  an  den 
ihm  angewiesenen  Platz  gebracht. 

Welcher  Platz  dieses  war,  ob  die  Gemächer,  welche  Galilei  früher 
eingenommen  hatte,  ob  einer  der  Kerker  der  Inquisition,  wissen  wir  nicht« 
Jedenfalls  wurde  aber,  wie  Biot  gegen  Marino  Marini  ans  einem  Briefe 
Niccolini's  siegreich  dargethan  hat,  Galilei  im  Inquisitionsgebäude  zurück- 
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bebalten  bis  zum  andern  Morgen ,  wo  er  zur  Kircbe  sopra  la  Minerva  ge- 
leitet wurde  vor  die  Versammlung  der  Cardiuftle  und  der  Prftlaten  der 
beiligen  Congregation.  Jetzt  wurde  ilim  das  Urtheil  verlesen.  Sein  Bnoh 
war  als  ketzeriscb  verdammt,  und  was  die  Absicht  betri£Pt,  welche  er  bei 
der  Veröffentlichung  gehegt  habe,  so  scheine  er,  heisst  es ,  nicht  gleich  die 
ganze  Wahrheit  gesagt  zu  haben.  Deshalb  sei  es  ftir  nöthig  erachtet  wor- 
den ,  ihn  in  ein  peinliches  Verhör  zu  nehmen ,  und  in  diesem  habe  er  im 
Geiste  des  katholischen  Glaubens  {catholice)  geantwortet.  Die  Strafe, 
welche  sonach  über  ihn  verhängt  werde,  bestehe  neben  dem  Verbote  seine« 
Buches  in  Gefängniss  auf  eine  von  dem  Willen  seiner  Heiligkeit  des 
Papstes  abhängige  Zeit ,  zu  deren  Vollzug  er  in  den  Kerkern  der  Inquisi- 
tion eingesperrt  bleiben  solle.  Knieend  hörte  der  geistig  und  körperlich 
niedergedrückte  Greis  das  Urtheil  an,  knieend  schwor  er  seine  falscheiii 
unsinnigen,  den  Lehren  der  Schrift  zuwiderlaufenden  Meinungen  ab| 
schwor  er  nie  wieder  über  diesen  Gegenstand  zu  sohreiben« 

Gerade  aus  dem  hier  angeführten  Wortlaute  des  Urtheils  enstand  die 
vielfach  verbreitete  Sage,  Galilei  sei  gefoltert  worden;  denn  peinliches 
Verhör  sei  das  Verhör  zwischen  und  während  der  Folter.  Daran  knttpfte 
sich 'alsdann  die  weitere  Sage,  dass  Galilei  die  heroischen  Worte  ausge- 
sprochen habe :  Und  sie  bewegt  sich  doch !  Meine  ganze  bisherige  Dar- 
stellung hat  wohl  gezeigt,  dass  Beides  irrthümlich  angenommen  wurde, 
und  das  Wenige,  welches  zu  sagen  noch  übng  bleibt,  wird  als  weitere  Be- 
stätigung dienen.  Das  peinliche  Verhör  ist  wenigstens  in  diesem  speciel- 
len  Falle  das  Verhör  vor  Anwendung  der  Folter,  in  welchem  der  Ange- 
schuldigte mit  diesem  äusserston  Hechttimittel ,  wie  es  an  anderen  Stellen 
genannt  wird,  bedroht  wird,  vielleicht  bereits  in  der  Folterkammer,  umgeben 
von  jenen  Schreckensapparaten,  die  ich  früher  beschrieben  habe,  aber 
noch  nicht  wirklich  gefoltert.  Ich  brauche  nicht  zu  sagen,  dass  die  Oom- 
mission  der  Zehn,  welche  das  Urtheil  zu  sprechen  hatte,  gern  zur  Folter 
geschritten  wäre.  Ihr  Verdienst  war  es  sicherlich  nicht,  wenn  Galilei*8 
Leib  nicht  die  Spuren  der  Goisselhiebe  trug,  wenn  seine  Gliedmassen  nicht 
verrenkt  und  gebrochen  wurden.  Sie  durften  ihm  persönlich  Nichts  an- 
haben. Der  Wille  des  Papstes  stand  entgegen,  und  so  weit,  als  sie  nur 
gehen  konnten,  sind  sie  gegangen.  Aber  nicht  Alle  gingen  so  weit,  wie 
es  scheinen  will.  Das  Urtheil  ist  nur  von  7  Mitgliedern  unterzeichnet. 
Die  Namen  von  Dreien  fehlen  unter  demselben,  und  ich  halte  es  um  so 
mehr  für  Pflicht,  die  Namen  der  drei  Männer  hier  zu  nennen,  als  bisher 
noch  von  Niemand  der  Mangel  an  Einstimmigkeit  hervorgehoben  worden 
ist,  vielmehr  überall,  wo  von  dem  Urtheile  die  Rede  ist,  die  gegentheilige 
unrichtige  Meinung  sich  ausspricht.  Man  liess  sich  dadurch  irre  führen, 
dass  über  dem  Urtheile  die  Namen  der  zehn  Commissäre  angeführt  sind  und 
beachtete  nicht,  dass  am  Schlüsse  es  ausdrücklich  heisst:  Wir  Endesunter- 
zeichneten haben  dieses  Urtheil  gefällt,  worauf  nur  sieben  Namen  folgen. 
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Die  drei  fehlenden  sind  die  von  Francesco  Barberini,  von  Gaspar 
BoTgia  und  von  Landivio  Zacchia. 

Wie  «ie  diese  Enthaltung  motivirten,  welches  Urtheil  sie  gefüllt 
wfiimehten,  wissen  wir  nicht;  sicherlich  kein  härteres,  sonst  hätte  man  die 
Gelegenheit  nicht  entschlüpfen  lassen,  die  Sanftmuth  der  Mehrheit  des 
OerichtalMrfeB  su  erheben.  Aber  der  vollständige  Anfschluss  wird  wohl 
nie  mehr  au  erhalten  sein.  Denn  gerade  diese  Verhandlungen  werden 
den  Inhalt  der  Lücke  gebildet  haben,  von  welcher  schon  Delambre  spricht, 
ind  welche  Venturl,  wie  ich  früher  sagte,  an  der  richtigen  Stelle  vermuthet. 
Avf  S.  103  neuer  Fagination  der  Processakten  finden  sich  noch  Schrift- 
stücke ,  welche  auf  das  Constitat  vom  10.  Mai  Bezug  haben ;  auf  der  nach 
Manne  Marini  „unmittelbar  folgenden*^  Seite  451  alter  Fagination  steht  das 
Deoret,  man  solle  Galilei  über  seine  Intention  verhören,  und  dann  S.  452 
das  FrotocoU  des  Constitutes  vom  21.  Juni.  Aber  am  18.  Juni  hatte  ja  der 
Papst  an  Nlccolinl  schon  die  Mittheilung  gemacht,  die  Sentenz  sei  bereits 
geMlt.  Wir  wissen  ausserdem,  dass  3  gegen  7  in  der  Minderheit  geblie* 
ben  waren«  Geschah  dieses  ganz  ohne  Verhandlungen  ?  Und  jenes  Ver- 
hör über  die  Intention,  welches  nach  der  Fällung  des  Urtheils  noch  formell 
eintritt,  und  wir  haben  gesehen  mit  welchen  Formen,  sollte  es  nicht  auch 
eine  Erklärung  nöthig  machen?  Sollte  es  diese  Erklärung  nicht  darin 
finden,  dass  zwischen  der  Commission  der  Zehn  und  dem  Papste  Miss- 
helligkeiten eingetreten  waren  über  die  Anwendung  der  Folter,  welche  die 
Einen  In  ihrer  Mehrheit  forderten ,  der  Andere  verweigerte ,  vielleicht  un-: 
terstfltzt  von  einer  Minderheit  der  Commission,  und  wobei  die  vermittelnde 
Ansicht  durchdrang,  dass  es  erlaubt  sein  solle,  Galilei  wenigstens  mit  der 
Angst  vor  der  Folter  in  einem  besonderen  Verhöre  noch  zu  peinigen? 
Diese  Annahmen  haben  sicherlich  viele  Wahrscheinlichkeit  für  sich,  und 
wSren  sie  dem  Thatbestande  wirklich  entsprechend ,  so  wäre  damit  auch 
leiehlieh  Stoff  gegeben  ftir  die  Seiten  440 — 450  der  Processakten,  so  wäre 
sugleleh  die  Erklärung  gegeben,  wie  es  in  mancherlei  Hinsicht  wünschens- 
werth  sein  konnte,  gerade  hier  eine  Lücke  eintreten  zu  lassen.  Freilich 
wird,  wenn  eine  Lücke  vorhanden  ist,  die  von  mir  vorgeschlagene  Aus- 
füllnng  derselben  stets  eine  bloss  muthmassliche  bleiben;  und  ob  eine 
Lücke  vorhanden  Ist,  gestatten  die  gegenwärtigen  Verhältnisse  des  ge- 
heimen Archivs  des  Vatlcan  nicht  zu  entscheiden,  wie  ich  gleichfalls  früher 
Migte. 

An  demselben  Tage  an  welchem  das  Urtheil  verlesen  war,  befahl  der 
Papst ,  dass  Galilei ,  statt  in  den  Kerkern  des  Inquisitionsgebäudes ,  seine 
Gefangenschaft  vorläufig  in  der  Villa  des  Nlccolinl  auf  Trinita  dei  Monti 
antreten  solle,  und  am  Abende  dos  24.  Juni  führte  Niccolini  selbst  seinen 
«nglttcklichen  Freund  dorthin,  wie  er  entzückt  über  die  Milde  Urbans  VIIL 
nach  Florenz  berichtet.  Konnte  er  von  Milde  sprechen,  hätte  er  es  ge- 
than,  wenn  Galilei  wirklich  gefoltert  worden  wäre?     Und  konnte  Galilei 
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am  21.  JuDi  gefoltert  werden ,  ohne  dass  man  am  24.  Jani  es  noch  be- 
merkte? So  sanft  streigelten  die  Henkerknechte  der  Inquisition  ihre 
Opfer  nicht.  Ja,  wenn  man  sogar  das  Unwahrscheinliche  annehmen  wollte, 
Niccolini  habe  in  einem  geheimen  Bericht  an  seinen  Hof  doch  niebt  wagen 
dürfen,  über  den  Zustand ,  in  welchem  ihm  Galilei  zurückgegeben  wurde, 
wahrheitsgetreue  Mittheilung  zu  machen,  so  schwinden  auch  die  letzten 
Zweifel  bei  der  Nachricht,  dass  Galilei  14  Tage  nach  der  sein  sollenden 
Folterung,  am  6.  Juli,  bei  frischem  Wetter  vier  Millien  zu  Fuss  zu- 
rücklegte. Inzwischen  hatte  nämlich  der  Papst  auf  die  demüthige  Bitte 
Galilei's  eine  weitere  Strafänderung  dahin  eintreten  lassen,  dass  er  zum 
Erzbischof  von  Siena  sich  begeben  dürfe,  um  bei  diesem,  bei  Ascanio 
Piccolomini,  seinem  Schüler  und  langjährigen  Verehrer,  zu  wohnen. 
Auch  dabei  blieb  es  nicht.  Anfang  December  erhielt  Galilei  die  Erlaub- 
niss,  auf  seine  eigene  Villa  zu  Arcetri  in  der  Umgegend  von  Florenz  sich 
zurückziehen  zu  dürfen,  unter  der  Bedingung,  dort  in  Znrückgezogenheit 
zu  leben  und  Besuche  weder  einzuladen,  noch  zu  empfangen. 

DieUnpartheilichkeit  verlangt,  dass  man  diese  neue  Vergünstigung  dem 
anrechne,der  sie  bewirkte.  Cardinal  Francesco  Barberini  war  es,  der  Neffe 
des  Papstes,  einer  der  vorhin  genannten  drei  dissentirenden  Richter.  Und 
zwar  nur  mit  vieler  Mühe  brachte  er  es  dahin,  dass  Urban  VIII.  seine  Zu- 
stimmung gab ,  denn  die  Feinde  Galilei^s  waren  in  der  Zwischenzeit  nicht 
unthätig  geblieben  und  hatten  die  Meinung  zu  verbreiten  gewusst,  als  be- 
ginne Galilei  von  Siena  aus  aufs  Neue,  antikatholische  Gesinnung  zu  un- 
terstützen und  selbst  zu  äussern. 

Weiter  erstreckte  sich  dann  auch  die  Gnade  des  Papstes  nicht.  Galilei 
wurde  nie  ganz  befreit,  selbst  dann  nicht,  als  er  im  Sommer  1038  von  je- 
nem, schlimmen  Augenübel  wieder  befallen  wurde,  dessen  Anfänge  sich  im 
Mai  1032  zuerst  gezeigt  hatten.  Der  zweite  Anfall  endigte  nicht  so  günstig 
wie  der  erste,  welcher  etwa  drei  Monate  angehalten  hatte.  Galilei  er- 
blindete volUtänilig,  und  es  ist  bezeichnend  für  die  Art,  wie  kirchliche 
Partheigänger  das  reiche  Material  seines  Lebens  benutzten,  dass  man  aus 
dieser  Krankheit  eine  weitere  Gräuelthat  der  Inquisition  machte:  Galilei 
sei  in  Rom  im  Kerker  geblendet  worden.  Etwas  erweiterter  Umgang 
wurde  dem  blinden  Greise  jetzt  allerdings  gestattet,  und  in  den  letzten 
nachtumhüllten  Jahren  seinem  Lebens  war  es,  dass  er  seine  beiden  gröss- 
ten  Schiller  bildete,  Bonaventura  Viviani  und  Evangelista  Torri- 
celli.  In  ihnen  schon  lebte  sein  Nachruhm,  als  er  den  8.  Januar  1642 
starb  im  Alter  von  fast  78  Jahren. 

Und  jetzt  stehen  wir  an  der  dritten  Säkularfeier  von  Galilei's  Ge- 
burtstag. Die  wissenschaftliche  Forschung  ist  frei  geworden  von  den 
Fesseln  der  Kirche.  Wenn  vereinzelte  Anhänger  einer  längst  verstorbe- 
nen Zeit  es  noch  wagen ,  hier  und  da  zusammen  zu  treten  und  anachro- 
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nistische  Beschlüsse  über  die  obsiegende  Gewalt  des  Dogma^s  und  die 
Unterwerfung  der  Wissenschaft  unter  dasselbe  zu  fassen ,  so  ist  ein  mit- 
leidiges Lächeln  die  einzige  Antwort,  welche  man  solchen  Beschlüssen 
gegenüberstellen  kann.  Dass  es  aber  so  gekommen  ist,  dass  der  Kampf, 
man  kann  wohl  sagen,  jetzt  ausgekämpft  ist,  das  mahnt  uns  um  so  mehr 
sur  dankbaren  Erinnerung  an  die  ersten  Opfer  des  Kampfes,  vor  Allen 
an  Galileo  Galilei. 
December  1863. 


EX. 

Die  Thomas^sche  Bechenmaschine. 

(Arithmomätre.) 

Von  Dr.  Aüoust  Junge, 

Professor  der  höheren  Mathematik  und  Lehrer  der  praktischen  Markscheideknnst 
an  der  Königlich  Sächsischen  Bergpacademie  zu  Freiberg. 


Vor  ungefähr  zwei  Jahren  wnrden  hier  in  Freiberg  auf  Anordnung 
des  Königlichen  Oberbergamtes  zwei  Thomas'sche  Rechenmaschinen  an- 
gekauft. Beide  Maschinen  haben  seit  jener  Zeit  eine  sehr  ausgedehnte, 
fast  tägliche,  Verwendung  gefunden,  und  zwar  ist  die  eine  von  Herrn 
Htittenraiter  Gottschalk  und  von  seinem  Expeditionspersonal  haupt- 
sächlich zu  Procentrechnungen,  die  andere  dagegen  Ton  mir  und  von  Sta- 
direnden  bei  der  hiesigen  Bergacademie  vorzugsweise  zu  markscheideri- 
schen Berechnungen  benutzt  worden. 

Die  hierbei  gemachten  Erfahrungen  zeigen  unverkennbar,  dass  der 
Arithmom^tre  bei  ausgedehnten  Rechnungen  mit  grösseren  Zahlen  ausser- 
ordentliche Vortheile  gewährt,  und  ich  glaube  daher  gerechtfertigt  zu  sein, 
wenn  ich  mir  erlaube ,  demselben  zur  Beförderung  einer  grösseren  Ver- 
breitung eine  kurze  Besprechung  zu  widmen. 

Ausführliche,  leichtfassliche  und  gründliche  Belehrung  über  die  theo- 
retische Grundlage,  die  Construction  und  den  Gebrauch  des  Arithmometers 
findet  man  in  der  Schrift  ,,die  Thomas^sche  Rechenmaschine.  Vom  Pro- 
fessor F.  Reuleaux  in  Zürich.  Separatabdruck  aus  dem  Civiliugenieur. 
Freiberg,  1862.     10  Ngr/' 

Es  sollen  daher  hier  nur  die  nöthigsten  Andeutungen  über  die  Ein- 
richtung und  die  Handhabung  des  Arithmometers  gegeben  werden.  Fig.  1 
auf  Tafel  in  zeigt  den  Arithmometer  in  !4  der  natürlichen  Grösse  imGrund- 
riss.  Man  erkennt  leicht,  dass  seine  Grösse  von  der  Art  ist,  dass  derselbe 
noch  bequem  neben  Büchern  und  Papieren  auf  jedem  Schreibtisch  Platz 
findet. 

Der  zurückgeschlagene  Deckel  Ä  bildet  ein  Pult  und  die  Schiefertafel 
B  bedeckt  ein  Reservoir,  in  welchem  kleinere  Utensilien  Aufnahme  finden. 


Von  Dr.  August  Junge.  199 

Der  innere  Mechanismus  der  KecheDniaschine  wird  von  zwei  Messing- 
platten CC  und  DD  verdeckt,  von  welchen  die  erstere  om  ein  nnter  der 
Kante  aa  liegendes  Scharnier  mit  Hilfe  des  Knopfes  E  um  ungefähr  20 
Grad  nach  oben  gedreht  werden  kann,  während  dagegen  die  letztere 
mittelst  der  Schrauben  b  fest  auf  dem  Instrument  aufgeschraubt  ist. 

In  der  Messingplatte  CC,  dem  sogenannten  „ZiffernlineaPS  befinden 
sieh  zwei  Reihen  kreisförmiger  Oeffhungen  und  zwar  zwölf  in  der  Reihe 
^Fund  sieben  in  der  Reihe  GG.  Diese  Oeffnungen  repräsentiren  Stellen 
des  dekadischen  Zahlensjstemes.  In  den  Oeffnungen  FF  lassen  sich  da- 
ber  Zahlen  bis  zu  12  und  in  den  Oeffnungen  GG  Zahlen  bis  zu  7  Stellen 
Lenror  bringen. 

Es  geschieht  dies  mit  Hilfe  von  Scheiben  (Ziffernscheiben),  welche 
drehbar  unter  dem  Ziffemlineal  angebracht  sind  und  auf  welche  die  zehn 
Ziffern  0  bis  9  in  einem  Kreise  verzeichnet  sind.  Bei  Decimalbrüchen  be- 
zeichnet man  die  Stelle  der  Einer  durch  ein  elfenbeinernes  Knöpfchen, 
welches  in  zwischen  den  Oeffnungen  FF  befindliche  Löcher  gesteckt  wor- 
den kann  und  hier  die  Stelle  des  Decimalcomma^s  vertritt. 

Die  Rechnungsresultate  erscheinen  bei  der  Addition,  Subtraction  und 
Hultiplication  in  den  Oeffnungen  FF  und  bei  der  Division  in  den  Oeffnun- 
gen CC  Die  ersteren  lassen  sich  daher  bis  auf  12  und  die  letzteren  bis 
auf  7  Stellen  bringen. 

Vor  dem  Beginn  einer  jeden  Rechnung  hat  man  dafür  zu  sorgen,  dass 
sich  in  sämmtlichen  Ocffnnngen  F  und  G  des  Ziffernlineals  Nullen  befin- 
den« wie  es  die  Fig.  1,  Tafel  III,  zeigt.  Dieses  Einstellen  auf  Null  oder 
das  sogenannte  „Auslöschen**  kann  man  in  folgender  Weise  bewirken. 

Man  erhebt  das  Ziffernlineal  am  Knopf  E  und  dreht  an  den  Knöpfen 
e  und  </,  gleichviel  ob  nach  rechts  oder  links  so  lange ,  bis  in  sämmtlichen 
Oeffnungen  F  und  C  Nullen  hervorgetreten  sind.  In  den  Oeffnungen  F 
kann  das  Auslöschen  noch  einfacher  dadurch  geschehen ,  dass  man  bei  er- 
hobenem Ziffernlineal  am  Knopf  H  so  lange  von  links  nach  rechts  dreht,  bis 
die  gewünschten  Nullen  erschienen  sind.  Der  Knopf  U  wird  hierauf  frei 
gelassen  und  das  Ziffernlineal  niedergelegt. 

Das  Einstellen  auf  Null  in  den  Oeffnungen  G  ist  übrigens  blos  bei 
der  Division  nöthig. 

Die  Rechenmaschine  wird  mit  Hilfe  der  Kurbel  /  in  Bewegung  ge- 
setzt, wobei  zu  beachten  ist,  dass  sich  dieselbe  nur  von  links  nach  rechts 
drehen  lässt.  In  der  Stellung,  welche  die  Figur  zeigt,  ruht  die  Kurbel  bei 
e  anf  einem  Anschlag  (Aufhalter).  Diese  Stellung  ist  als  die  Anfangs- 
stellung der  Kurbel  zu  betrachten.  Am  Ende  jeder  vollen  Umdrehung 
stösst  die  Kurbel  an  den  Aufhalter.  Die  Bewegung  derselben  wird  hier- 
durch nicht  gehemmt,  wohl  aber  wird  hierdurch  die  Beendigung  einer  jo- 
den Umdrehung  merklich  angezeigt.     Man  hat  mit  der  Kurbol  üteU  v<^lU 
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Umdrehungen  zu  machen  und  dieselbe  daher  jederzeit  wieder  in  die  An- 
fangsstellung znrücksfiubringen. 

Von  den  Knöpfen  K  und  L  wird  der  erstere  vor  dem  Beginn  einer 
Addition  oder  Multiplication  und  der  letztere  vor  dem  Beginn  einer  Sub- 
traction  oder  Division  niedergedruckt.  Der  nicht  niedergedrückte  ELnopf 
erhebt  sich  hierbei  von  selbst  und  es  ist  zu  beachten,  dass  das  Nieder- 
drücken dieser  Knöpfe  in  der  Anfangsstellung  der  Kurbel  erfolgen  mnss. 

Die  sechs  Scblitze  M  in  der  Messinglatte  BD  gehören  zu  dem  darun- 
ter befindlichen  Schaltwerk,  d.  i.  derjenige  Theil  des  Mechanismus,  dem 
die  zur  Berechnung  vorliegenden  Zahlen  übergeben  werden. 

Dies  geschieht  dadurch,  dass  die  in  den  Schlitzen  verschiebbaren 
Knöpfe  ff  mit  den  daran  befindlichen  Zeigern  auf  die  neben  den  Schlitzen 
stehenden  Ziffern  0  bis  0  eingestellt  werden.  Man  kann  daher  im  Schalt- 
werk in  dieser  Weise  Zahlen  bis  zu  sechs  Stellen  einstellen,  indem  jeder 
Schlitz  eine  Stelle  des  dekadischen  Zahlensystemes  vertritt. 

Wenn  man  das  Ziffernlineal  am  Knopf  E  erhebt,  so  lässt  sich  dasselbe 
in  seiner  Lftngenrichtung  verlegen.  Ein  am  Zifferulineal  befindlicher  Zahn, 
dessen  oberer  Theil  bei  g  sichtbar  ist,  greift  in  entsprechende  Einschnitte 
in  einer  Seitenwand  im  Innern  der  Maschine  ein  und  hält  dasselbe  in  der 
ihm  gegebenen  Lage  unverrückbar  fest.  Diese  Einschnitte  sind  so  ange- 
bracht, dass  bei  jeder  Lage  des  LineaU  sechs  von  den  Oeffnungen  F  in  die 
Verlängerungen  der  sechs  Schlitze  M  zu  liegen  kommen. 

Aus  der  Stellung,  in  welcher  sich  das  Ziffernlineal  in  der  Figur  be- 
findet, lässt  sich  dasselbe  noch  um  eine  Stelle  nach  rechts  hin  und  um  fünf 
Stellen  nach  links  hin  verlegen.  Es  giebt  also  im  Ganzen  sieben  ver- 
schiedene Lagen  für  das  Ziffernlineal.  Die  punktirten  Linien  zeigen  das 
Ziffernlineal  in  seiner  äussersten  Lage  links. 

Nachdem  wir  uns  so  weit  mit  dem  Arithmometer  bekannt  gemacht 
haben,  sind  wir  bereits  im  Stande,  mit  demselben  zu  rechnen  und  die  Wir- 
kungsweise desselben  kennen  zu  lernen.  Die  nachfolgenden  Beispiele 
werden  dies  zeigen. 

1.  Wir  wollen  die  Zahlen  678532  +  278932  +  4923  addiren. 

Die  Kurbel  /  befindet  sich  in  der  Anfangsstellung.  Es  wird  der  Ad- 
ditionsknopf A' niedergedrückt,  in  den  Oeffnungen  F  auf  Null  gestellt,  das 
Zifternlineal  ganz  nach  links  verlegt,  im  Schaltwerk,  d.  i.  in  den  Schlitzen 
M ^  der  erste  Addend  078532  eingestellt  und  hierauf  die  Kurbel  herum- 
gedreht. 

Im  Ziffernlineal  erhält  man  hierdurch  dieselbe  Zahl  078532.  Es  ist 
also  durch  die  Umdrehung  der  Kurbel  die  im  Schaltwerk  eingestellte  Zahl 
in  das  Ziffernlineal  übertragen  worden. 

Es  wird  weiter  im  Schaltwerk  der  zweite  Addend  278932  eingestellt 
und  die  Kurbel  abermals  herumgedreht.  Im  Ziffernlineal  ist  die  Zahl 
9574(54  als  die  Summe  der  ersten  beiden  Addenden  erschienen. 


Von  Dr.  August  Junge.  201 


Endlich  wird  im  Schaltwerk  der  dritte  Addend  4923  (mit  den  Einern 
im  letzten  Schlitz  rechts)  eingestellt  und  die  Kurbel  nochmals  herumge- 
dreht. Im  Ziffernlineal  hat  man  nnn  die  Zahl  062387  als  die  Summe  von 
allen  drei  Addenden  erhalten. 

2.  Wir  wollen  die  Subtraction  923287  —  54326  ausführen.  Nachdem  im 
Ziffemlineal  auf  Null  gestellt  worden  ist,  bringen  wir  durch  Addition  wie 
Im  ersten  Beispiele  den  Minuenden  923287  in  das  Ziffernlineal.  Es  wird 
hierauf  der  Subtractionsknopf  L  niedergedrückt,  im  Schaltwerk  der  Snb- 
trabent  54326  (mit  den  Einern  in  dem  letzten  Schlitze  rechts)  eingestellt 
nnd  die  Kurbel  herumgedreht. 

Das  Ziffernlineal  zeigt  hierauf  die  Differenz  868961  und  die  Subtraction 
ist  daher  beendigt. 

S.  Wir  wollen  die  Zahl  358925  mit  256  multipliciren.  Die  Kurbel 
mnsa  sich  wieder  in  der  Anfangsstellung  befinden.  Es  wird  in  den  Oeff- 
nungen  /*  ausgelöscht ,  das  Ziffernlineal  ganz  nach  links  verlegt,  der  Ad* 
ditions-  oder  Multiplicationsknopf  K  niedergedrückt,  im  Schaltwerk  der 
Mnltiplicand  358925  eingestellt  und,  weil  im  Multiplicator  in  der  Einerstelle 
6  Einheiten  stehen ,  die  Kurbel  sechsmal  herumgedreht.  Im  Ziffernlineal 
ist  hierdurch  das  Sechsfache  des  Multiplicanden  hervorgebracht  worden. 
Hierauf  wird  das  Ziffernlineal  um  eine  Stelle  nach  rechts  verlegt,  und, 
weil  in  den  Zehnern  des  Multiplicators  5  Einheiten  stehen,  die  Kurbel 
fünfmal  herumgedreht.  Es  steht  nach  dieser  Operation  im  Ziffernliueal 
bereits  das  56fache  des  Multiplicanden. 

Endlich  wird  das  Ziffernlineal  abermals  um  eine  Stelle  nach  rechts 
verlegt  und ,  weil  in  den  Hunderten  des  Multiplicators  zwei  Einheiten 
stehen,  die  Kurbel  zweimal  herumgedreht.  Im  Ziffernlineal  zeigt  sich  nun 
das  Gesammtproduct  91884800  der  Factoren  358925  und  256. 

4.  Wir  wollen  die  Zahl  696102  durch  4378  dividiren.  Es  wird  durch 
Addition  oder  durch  Drehen  an  den  Knöpfen  c  der  Dividend  696102  in  die 
•  Oeffnnngen  F  und  zwar  möglichst  weit  nach  links  gebracht,  in  den  Oeff- 
nungcn  G  auf  Null  gestellt,  das  Ziffernlineal  ganz  nach  rechts  verlegt,  der 
Snbtractions-  und  Divisionsknopf  L  niedergedrückt  und  im  Schaltwerk  der 
Divisor  4378  möglichst  weit  links  eingestellt.  Im  Ziffernlineal  steht  jetzt 
0961  unmittelbar  über  dem  Divisor  4378  im  Schaltwerk.  Dreht  man  die 
Kurbel  einmal  herum,  so  hat  man  4378  von  6961  snbtrahirt.  Es  bleibt  der 
Rest  2583,  der  eine  weitere  Subtraction  nicht  zulässt.  Man  muss  sich  da- 
her in  dem  vorliegenden  Falle  mit  einer  Umdrehung  der  Kurbel  begnügen. 
Diese  eine  Umdrehung  wirä  dadurch  gezählt,  dass  in  der  ersten  von  den 
Oeffnungen  G  links  eine  Eins  hervortritt,  und  diese  Eins  bildet  die  erste 
Stelle  des  Quotienten.  Hierauf  verlegt  man  das  Ziffernlineal  um  eine 
Stelle  nach  links.  Ueber  dem  Divisor  4378  steht  sodann  die  Zahl  25830. 
Man  dreht  nun  die  Kurbel  soviel  mal  herum,  bis  im  Ziffernlineal  über  dem 
Divisor  eine  Zahl  steht,  die  kleiner  ist,  als  4378.     In  dem  ^voilv^^g^^Ti^^xs. 
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Falle  hat  man  fünf  Umdrehnngen  zu  machen.  Diese  Umdrehnngen  wer- 
den dadurch  gezählt,  dass  in  der  zweiten  von  den  Oeffnungen  G  neben  1 
die  Ziffer  5  als  zweite  Stelle  des  Quotienten  erschienen  ist.  Im  Ziffern- 
lineal  steht  über  dem  Divisor  nur  noch  3040.  Durch  abermaliges  Verlegen 
des  Ziffernlineals  um  eine  Stelle  nach  links  bringt  man  die  Zahl  30402  über 
den  Divisor.  Man  dreht  nun  wieder  die  Kurbel  so  viel  mal  heram ,  bis 
der  Rest  kleiner  geworden  ist,  als  der  Divisor.  In  unserem  Falle  stehen 
nach  0  Umdrehnngen  im  Ziffernlineal  nur  noch  Nullen,  wodurch  angezeigt 
wird,  dass  die  Division  aufgegangen  ist.  In  der  dritten  von  den  Oeff- 
nungen  G  ist  neben  5  die  Ziffer  0  als  letzte  Stelle  des  Quotienten ,  der  sich 
nun  als  150  ergiebt,  hervorgetreten. 

Die  vorstehenden  Beispiele  dürften  zur  Genüge  beweisen,  dass  die 
Handhabung  des  Arithmometers  eine  höchst  einfache  ist.  Anf  Grund 
selbst  gemachter  Erfahrung  kann  ich  hinzufügen,  dass  man  dieselbe 
nach  der  von  Herrn  Reuleaux  iti  der  oben  angeführten  Schrift  gegebenen 
Anleitung  in  2  Stunden ,  durch  mündliche  Anweisung  aber  sogar  in  einer 
halben  Stunde  ohne  Mühe  erlernt  und  dass  man  sich  sehr  bald  eine  ziem- 
liche Fertigkeit  aneignet.  Uebrigens  setzt  die  Handhabung  des  Arithrao* 
meters  keine  besondere  mechanische  Geschicklichkeit  oder  irgend  welche 
tiefere  Kenntnisse  voraus.  Es  kann  vielmehr  jede  Person,  welche  mit  den 
betreffenden  Rechnungsoperationen  vertraut  ist,  auch  den  Gebrauch  des 
Arithmometers  erlernen. 

Die  Thomas'sche  Rechenmaschine  ist  sehr  solid  und  dauerhaft  con- 
struirt  und  kann  daher  bei  nur  einigermassen  vorsichtiger  Behandlung 
kaum  erheblich  beschädigt  werden.  Zum  Belog  hierfür  kann  ich  anfüh- 
ren, dass  die  beiden  im  Eingange  erwähnten  Maschinen  sich  noch  in  völlig 
gutem  Zustande  befinden  und  in  keiner  Weise  zu  einer  Reparatur  Veran- 
lassung gegeben  haben,  obgleich  dieselben  nicht  allein  sehr  viel,  sondern 
auch  von  sehr  verschiedenen  Personen,  die  im  Anfange  sämmtlich.  ungeübt 
waren,  gebraucht  worden  sind. 

Es  hat  sich  hierbei  allerdings  ereignet,  dass  zuweilen,  besonders  nach 
einem  nicht  ganz  regelrechten  Gebrauche,  Stockungen  eintraten.  Diesel- 
ben konnten  aber  fast  immer  durch  ein  leichtes  Rütteln  an  der  Kurbel  J 
wieder  beseitigt  werden.  Wenn  dies  nicht  der  Fall  war,  so  wurden  die 
Holzschrauben  hh  gelöst  und  das  Instrument  aus  seinem  Gehäuse  herans- 
gehoben.  Man  fand  dann  bald  das  stockende  Rädchen  und  das  vorhan- 
dene Bewegungshinderniss  Hess  sich  stets  leicht  beseitigen. 

Als  besondere  Vorzüge  des  Arithmometers  lassen  sich  die  geringe 
Kraftanstrengung,  die  untrügliche  Sicherheit,  die  ausgedehnte  Verwend- 
barkeit und  der  bedeutende  Gewinn  an  Zeit  hervorheben. 

Man  kann  Tagelang  mit  dem  Arithmouietcr  rechnen,  ohne  eine  erheb- 
liche Ermüdung  zu  fühlen.  Dieser  Umstand  allein  würde  schon  hin- 
reichen, um  denselben  zu  einem  sehr  wcrthvollen  Instrument  zu  machen, 
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was  gewiss  Alle  anerkennen  werden,  welche  aasgedehntere  Zahlenrech- 
niingen  aasznführen  haben. 

Grobe  Fehler ,  die  man  natürlich  aach  beim  Gebranch  der  Rechen- 
maschine begehen  kann,  müssen  darch  eine  Wiederholung  der  Rechnung 
beseitigt  werden.  Es  ist  aber  hierbei  noch  auf  die  sehr  dankenswerthe 
ESgenscbaft  des  Arithmometers  aufmerksam  zu  machen,  dass  derselbe 
einen  Theil  Ton  diesen  Fehlem  gleich  während  der  Rechnung  selbst  an* 
seigt,  nnd  dass  dieselben  sodann,  ohne  die  Operation  von  vorn  %n  be- 
ginnen, ohne  Mühe  berichtigt  werden  können. 

Mit  dem  Arithmometer  lassen  sich  die  vier  Grundrechnungsarten 
addiren,  snbtrahiren,  multipliciren  nnd  dividiren  mit  ganzen  Zahlen  und 
Decimalbrttchen ,  nnd  in  Folge  dessen  auch  alle  Rechnungen,  welche  auf 
diese  Operationen  zurückgeführt  werden  können,  ausführen.  Insbesondere 
Iftsst  sich  der  Arithmometer  auch  zur  Herstellung  von  Tabellen  der  ver- 
schiedensten Art  und  bei  trigonometrischen  Berechnungen  mit  vielem  Vor- 
theil  verwenden. 

Jäeine  Verwendbarkeit  ist  daher  viel  grösser  als  z.  B.  die  der  grossen 
Rechenmaschine  von  Scheu tz,  welche  blos  zu  Herstellung  von  Tabellen 
benutzt  werden  kann.  Die  grosse  Rechenmaschine  von  Scheutz  dient 
höheren  wissenschaftlichen  Zwecken ,  der  Arithmometer  von  Thomas  da- 
gegen befriedigt  den  Hausbedarf  des  praktischen  Rechners. 

Der  mit  Hilfe  des  Arithmometers  zu  erzielende  Zeitgewinn  wird  nach 
der  Fertigkeit,  welche  die  operirende  Person  im  Rechnen  und  in  der  Hafld- 
hahnng  der  Maschine  besitzt,  sehr  verschieden  sein.  Ebenso  stellt  sich 
derselbe  auch  bei  den  einzelnen  Rechnungsarten  verschieden  heraus  und 
es  braucht  wohl  kaum  bemerkt  zu  werden,  dass  die  vortheilhafte  Ver- 
wendbarkeit des  Arithmometers  überhaupt  blos  bei  Rechnungen  mit  grösse- 
ren Zahlen  in  Frage  kommen  kann. 

Bei  Additionen  mit  ungleichen  Addenden  nnd  bei  einer  einmaligen 
Snbtraction  eines  Subtrahenden  von  einem  Minuenden  kann  der  Arithmo- 
meter kaum  einen  Zeitgewinn  gewähren,  dagegen  erzielt  man  einen  ausser- 
ordentlichen Gewinn  an  Zeit,  wenn  dieselbe  Zahl  nach  einander  mehrmals 
SU  addiren  oder  zu  snbtrahiren  ist ,  wie  z.  B.  bei  der  Berechnung  der  6e- 
f&lle  bei  Eisenbahn-,  Strassen-  oder  Canalanlagen,  für  gleichweit  von  ein- 
ander entfernte  Stationen,  oder  bei  Tabellenberechnungen.  Die  ganze 
Arbeit  reducirt  sich  hierbei  in  der  Hauptsache  auf  das  Abschreiben  der 
gefundenen  Zahlen. 

Bei  der  Berechnung  einer  Tabelle  der  wirklichen  Längen  der  Sinns 
nnd  Cosinus  durch  einfache  Interpolation  mit  dem  Arithmometer  wurden 
s.  B.  in  6  bis  8  Stunden  durchschnittlich  2880  Tabellengrössen  gefunden. 

Sehr  bedeutend  ist  der  Zeitgewinn,  welchen  der  Arithmometer  bei  der 
Knltiplication  nnd  Division  gewährt. 
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Zam  Beleg  hierfür  führe  ich  an,  dass  z.  B.  die  Maltiplieation 
793485  X  Ö87059  =  78309260161Ö 
in  weniger  und  die  Division 

973479318864  :  763a48  =  1275443 
in  etwas  mehr  als  einer  halben  Minute  ausgeführt  wurden. 

In  der  Markscheidekunst  und  in  der  Geodäsie  hat  man  bekanntlich 
sehr  oft  die  beiden  Katheten  eines  rechtwinklichen  Dreieckes  aus  der  Hy- 
potenuse und  einem  daran  liegenden  Winkel  zu  berechnen. 

Von  derartigen  Aufgaben  löst  man,  wie  vielfache  Erfahrungen  zeigen, 
mit  Hilfe  des  Arithmometers  und  der  oben  erwähnten  Tabelle  der  wirk- 
lichen Längen  der  Sinus  und  Cosinus  in  einer  Stunde  ohne  besondere  An- 
strengung 100  bis  120,  während  hierzu  auch  ein  sehr  gewandter  Rechner 
zwei-  bis  dreimal  so  viel  Zeit  brauchen  dürfte.  Man  darf  daher  den  Zeit- 
gewinn, den  der  Arithmometer  gewährt,  gewiss  nicht  gering  anschlagen. 

Schliesslich  soll  noch  erwähnt  werden,  dass  die  in  Fig.  1,  Tafel  III, 
dargestellte  Rechenmaschine  mit  6  Stellen  im  Schaltwerk  und  12  Stellen 
im  Ziffernlineal  von  mittlerer  Grösse  ist. 

Die  vom  Herrn  Hüttenraiter  Gottschalk  benutzte  Maschine  ist  grösser 
und  zwar  hat  dieselbe  im  Schaltwerk  8  und  im  Ziffornlineal  10  Stellen. 

Ausserdem  giebt  es  noch  kleinere  Maschinen  mit  5  Stellen  im  Schalt- 
werk und  10  Stellen  im  Ziffernlineal. 

Vorräthig  sind  dergleichen  Rechenn^aschinen  hei  Herrn  A.  M.  Hoart, 
rue  du  Holder,  13,  in  Paris  je  nach  ihrer  Grösse  zu  den  Preisen  von  400, 
300  und  150  Frcs. 
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Xn.    TTeber  die  Eedaotion  von  Doppelintegralen  auf  Prodnete  ein- 
Hftoher  Integrale. 

Wir  knüpfen  unsere  Betrachtung  an  das  Doppeliutegral 

X        Y 

S=  I       fF{x,y)dxdy 


'=/  /' 


und  denken  uns  darin  F{x^  y)  als  eine  gegebene  Function  von  x  und  ^,  da- 
gegen T  als  eine  noch  zu  bestimmende  Function  von  x.  Führen  wir  statt 
y  die  neue  Variabele  /  ein  mittelst  der  Substitution  y  =  Yt^  so  erhalten  wir 

X        1 

5=/      CYF{x,Yt)dxdt. 

0       0 
Hier  wird  sich  nun  in  manchen  Fällen  Y  so  wählen  lassen,  dass  F{x^  Yt) 
in  ein  Product  zweier  Factoren  übergeht,  von  denen  der  erste  nur  a*,  der 
«weite  nur  /  enthält ;  das  Doppelintegral  nimmt  dann  die  Form  an : 
XI  X  1 

S—  I       lYg>(x)^{t)dxdi=  lYg>{x)dx.  ji\f{t)dU 

0       ü  0  0 

und  ist  somit  auf  ein  Product  zweier  einfachen  Integrale  zurückgeführt.  — 
Diese  überaus  simple  Bemerkung  scheint  man  bisher  entweder  übersehen 
oder  als  unfruchtbar  bei  Seite  gelegt  zu  haben;  dass  sie  aber  nicht  über- 
flüssig ist,  mögen  die  nachstehenden  Anwendungen  zeigen. 

a.  Um  zunächst  ein  einfaches,  auch  für  den  Unterricht  brauchbares 
Beispiel  zu  geben,  beschäftigen  wir  uns  mit  der  Complanation  desjenigen 
Stückes  von  einem  elliptischen  Paraboloide,  dessen  Uorizontalprojection 
OHKJ  (Fig.  2,  Taf.  III)  durch  die  Axen  der  x  und  y,  durch  eine  in  der 
Entfernung  OH=^h  parallel  zur  y-Axe  gelegte  Gerade  HK  und  durch 
eine  Curve  /if  begrenzt  wird,  deren  Gleichung  y=f{x)  einstweilen  unbe- 
stimmt bleiben  möge.  Für  OL  =x,  LM  —  y,  LN=  T,  MP  =  z,  Fläche 
0I7fFr=Sist 

^       j^ 
2a^26' 
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h    r 

s  = 


=J  jy^+i^^t'-'y 


und  daraus  wird  mittelst  der  Substitution  y  =  Y( 
h       1 
5=  /       /  ry/ 1  +  ^  +  4-7 /•  dxdi. 


-J  J^V^^i^'v" 


Man  übersieht  augenblicklich ,  dass  die  erwähnte  Sonderung  der  Variabein 
eintritt,  wenn 

genommen  wird,  wo  B  eine  willkührliche  Constante  bezeichnet  Dies  giebt 

6.     Zur  Complanation  des  dreiaxigen  Ellipsoides  dient  die  bekannte 
Formel 

'       •^•^K|.-(f)--(i)- 


■]/a*  —  <*  ^       1/6«  — c» 

worin  c  die  kleinste  Halbaxe  bedeutet.     Substitniren  wir 

2)  x^=:'  aqcosj^^     y=^bQsini^     dx  dy  =  abg  didg 

und  nehmen  x  zwischen  den  Grenzen  0  und  \ny  q  zwischen  den  noch  zu 
bestimmenden  Grenzen  Qq  und  Qi  ,  so  erhalten  wir 

0         ^0 

3)  ö  =  c^co^x  +  ß^sin^i. 
Für  I  —  ?*  =  w*  wird  hieraus,  wenn 


4)  yT^g^^^u,,  -/i  —  ^^t  =  u, 

gesetzt  wird, 
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i»       Wo 
S=abl      Jj/i  —  a{l  —  u*)diilu 

0        M, 

=  ab\    I       lyi  —  c  +  cu*  dxdu—l       Ij/l  —  c  +  ct^dxdu}. 
'u       0  0        0  ' 

Im    ersten  Integrale  substitaireu   wir  u^u^^i^    im   zweiten   ti  =  f/|r   und 
haben 

S=ab\J    Juo}/i  —  a  +  cuoU*dxdi 
0       0 

^ff      1 


0        0 


Um  jedes  dieser  Doppelintegralo  in  ein  Prodnct  zweier  einfachen  Integrale 
zu  verwandeln,  setzen  wir 

5)  «..  =  ;i..LriL,   „,.  =  vL^, 

urobei  Xq  und  A|  willkuhrlicbe  Constanten  bezeichnen;  es  ist  dann 
i»  1  4«  1 

oder»  wenn  nach  Ausführung  der  auf  i  bezüglichen  Integrationen 


gesetzt  wird, 

Auf  dem  dreiaxigen  EUipsoide  lassen  sich  demnach  un- 
endlich viele  Zonen  angeben,  deren  Oberflächen  durch 
Toilstftndige  elliptische  Integrale  erster  und  zweiter  Gat- 
tung ausdrückbar  sind.  Die  Horizontalp rojection  jeder  solchen  Zone 
wird  von  zwei  Curven  begrenzt,  deren  Gleichungen  in  rechtwinkeligen 
Coordinaten  gefunden  werden,  indem  man  von  den  Formeln  5)  rückwärts 
bis  zu  den  Formeln  2)  geht.     Setzt  man  der  Homogenität  wegen 

if ^ £_         'if ^i       ^ 
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so  erhält  mAn  als  die  gesuchten  Gleichungen 

V       6VV  «•  b*J~  a*  "^  6*         ' 

v"*"WV""^'*"  &v~      ^?      ■*"      ^^     ' 

Für  a  >  6  >  c  muss  hier  6  >  Ä,,  >  c  und  ebenso  &  >  Ä,  >  c  sein. 

c.     Die  Fusspunktflfiche  des  dreiaxigen  Ellipsoides   hat  bekiinntlieli 
die  PolaTgleichung  (Zeitschr.  Thl.  VIII,  S.  225) 

r*z=z€^ COS^^CO^  OD  +  b^cos^  ^  5f;i'  ©  +  C* 5l/l* ^ , 

und  daher  ist  der  Flächeninhalt  einer  noch  nicht  näher  bestimmten  Zone 

Z  =  4  I       j  ya* cos^  rif  cos^ a  +  b*  cos^  -^ sin* a  +  c*sm*^  cos ^  dn  cf ^ 

oder  ktirzer 

in      if, 

Z^=^AJ        Ij/P — Qsin*^  cosrlfdfodtjf, 

Pz=a*cos'ci>  +  6*m*a), 
0  =  (ä*  —  c*)co5»G>  +  {b*  —  c*)sin*€9. 
Für  sin'tlf  =  w,  «n^o  =  "o»  «'»^i  =  W|  folgt  weiter 

IZ  =  I      h/P—Ourdadu 
0         «0 

=  /       fj/P—Qu*  doidu  —  I       lyP-^Qt^  da  du, 
0        0  0        0 

und  wenn  im  ersten  Integrale  u  =  w,  /,  im  zweiten  u  =  u^t  substituirt  wird, 
so  ergiebt  sich 

i«      1  1«      1 

iZ=   /      ju.yp—Qu.U*  da)dt—J    ju^yP-'Qu^U*  dtndU 
0         0  0         0 

Jedes   dieser    Doppelintegrale    zerfallt   in   ein   Product   zweier    einfachen 
Integrale  sobald 

7)  <=-v|,         <  =  V| 

genommen  wird  und  Aq,   A,   oonstante  echte  Brüche  bedeuten.     Mit  Hilfe 
der  Abkürzung 

1  1 

M=X,Cyi-^X,U^  di  —  X,Jyi  —  Xo^t'  dt 
0  0 

=r=  —  j  A,  /l  —  Äj*  —  Ao/l  —  Aq'  +  arc5i>i  Aj  —  arc5t/i  Aq  } 
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erblU  man  nach  der  vorigen  Bemerkang 

Aaf  der  Fnsspnnktfläcbe  des  dreiaxigen  Ellipsoides 
Uisen  sich,  also  anendlich  viele  Zonen  finden,  deren  Flä- 
ebeninhalte  durch  yoUständige  elliptische  Integrale  erster 
und  zweiter  Art  ansdrückbar  sind.  Jede  solche  Zone  wird  von 
iwei  Carren  begrenzt,  die  einerseits  anf  der  Füsspnnktfläche  liegen,  an- 
dererseits durch  die  Gleichungen  7)  oder 


sin^'^i  =  A,*- 


(o*— c*)co*«a  +  (fc*— c^)m«a 


bestimmt  sind.  Diese  Gleichungen  charakterisiren  zwei  Kegel  vierten 
Grades  9  welche  aus  der  Fasspunktfläche  die  besprochene  Zone  heraus- 
schneiden. SCHLÖMILCH. 


XHL  Vebar  eine  betondare  Art  eycliieher  Carran.  Unter  den  Cunren, 
welche  durch  das  Rollen  eines  Kreises  auf  odeir  in  einem  anderen  Kreise 
erzeugt  werden  und  die  man  im  Allgemeinen  unter  dem  Namen  Cjcloiden 
im  weiteren  Si&ne  begreift,  verdient  eine  besondere  Art,  nämlich  die,  bei 
welcher  jdie  Entfernung  des  erzeugenden  Punktes  vom 
Mittelpunkte  des  rollenden  Kreises  gleich  der  Entfernung 
der  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  ist,  in  mancher  Hinsicht 
Beachtung.  Da  diese  Curven,  so  viel  mir  bekannt  ist,  nirgend  näher  un- 
tersucht worden  sind,  und  da  sie  in  mehrfacher  Weise  beim  Unterrichte  zu 
Beispielen  benutzt  werden  können,  so  sollen  die  folgenden  Zeilen  ihrer 
Betrachtung  gewidmet  sein. 

Ich  werde  die  verschiedenen  hier  vorkommenden  Benennungen  in 
demselben  Sinne  anwenden,  wie  sieWeissenborn*)  gebraucht,  nämlich: 
berühren  sich  die  Kreise  von  aussen,  so  heisse  die  erzeugte  Curve  Epi- 
cjrcloide,  findet  aber  innere  Berührung  statt,  so  werde  die  Curve  Hjpo- 
cjrcloide  oder  Pericycloide  genannt,  je  nachdem  der  feste  oder  der 
rollende  Kreis  der  grössere  ist.  Liegt  ferner  der  erzeugende  Punkt  auf 
der  Peripherie  des  rollenden  Kreises,  so  heisse  die  Cycloide  eine  ge- 
meine, sie  Werde  dagegen  verlängert  genannt,  wenn  der  erzeugende 


*)  Weissenborn.    Die  cjclisebea  Corren«    Eiseaaeh  18&0. 
Zcitochrirt  f.  MmthemMtlk  u.  Phftik.  IX,  S.  Vb 
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Pnnkt  aasserhalb  des  rollenden  Kreises  liegt,  and  verkürit,  wenn  er 
innerhalb  liegt.*) 

1.  Da  die  Natnr  der  hier  zn  betrachtenden  besonderen  Art  von  Cj- 
cloiden  bei  den  Hypocycloiden  am  einfachuten  hervortritt,  so  wollen  wir 
an  diese  anknüpfen. 

Bezeichnen  R  und  r  die  Radien  des  festen  und  des  rollenden  Kreises, 
und  b  die  Entfernung  des  erzeugenden  Punktes  vom  Mittelpunkte  des 
rollenden  Kreises,  so  sind  die  Gleichungen  der  Hypocycloide  bekanntlieh 

x=(^R  —  r)co8q)  +  bcos q> 

r 

jj ^ 

y  =  (Ä  —  r)sinq)  —  bsin g>. 

r 

Dabei  ist  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  der  Mittelpunkt  C  des  festen 
Kreises  und  die  positive  Abscissenaze  diejenige  Richtung  der  Verbindungs- 
linie der  Mittelpunkte  C  des  festen  und  c  des  rollenden  Kreises,  bei  wel* 
eher  der  erzeugende  Pnnkt  auf  diese  Verbindungslinie  fällt.  Da  dies  in 
zwei  verschiedenen  Fällen  eintreten  kann,  so  soll  ferner  festgesetzt  wer- 
den, dass  die  positive  Abscissenaxe  diejenige  Richtung  sei,  bei  welcher  der 
erzeugende  Punkt,  von  c  aus  gerechnet,  auf  der  entgegengesetzten  Seite 
liegt,  wie  C.  Der  Winkel  9  ist  dann  die  Neigung  der  Geraden  Cc  gegen 
die  positive  Abscissenaxe.  In  den  Lehrbüchern  findet  man  bei  der  £pi- 
cjcloide  und  Pericycloide  gewöhnlich  die  andere  der  beiden  mögHchen 
Lagen  von  Cc  als  positive  Abscissenaxe  angenommen,  indem  festgesetzt 
wird,  dass  der  erzeugende  Punkt,  von  c  aus  gerechnet,  auf  derselben  Seite 
liegen  soll,  wie  der  Berührungspunkt  der  beiden  Kreise,  was  bei  der  Hj« 
pocycloide  mit  unserer  Annahme  übereinstimmt,  bei  den  anderen  aber 
nicht.  Hier  erscheint  es  zweckmässiger ,  die  positive  Abscissenaxe  so  au 
wählen,  wie  es  angegeben  worden  ist,  um  alle  Fälle  unter  einer  gemein* 
samen  Gleichung  zusammenfassen  zu  können. 

Der  zu  betrachtende  Fall  tritt  nun  ein,  wenn  man 

b  —  R  —  r 
setzt,  dann  gehen  die  obigen  Gleichungen  in  folgende  über: 

s         Ä              2r  —  R 
a:  =  2(Ä — r)cos  —  q>    cos q> 

«/»        N         ^  .    2r— Ä 

y  =  2  (Ä  —  r)cos  —  m    $m <p. 

Führt  man  ferner  Polarcoordinaten,  q  und  B  ein,  indem  man 


♦)  Magnus  (Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  analytischen 
Geometrie  Berlin  1«33.)  begreift  die  Pericycloiden  mit  unter  dem  Namen  der 
Hypocycloiden  und  nennt  die  Cycloide  ,  wenn  der  erzeugende  Pnnkt  ausserhalb 
des  rollenden  Kreises  liegt,  verkürzt  oder  verschlungen,  wenn  er  dagegen 
innerhalb  liegt,  gedehnt  oder  geschweift. 
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^^9=Ö,  ^  +  /  =  ?», 

und  aiiB9erdem  snr  Abkürzung 

=  m ,  2  (Ä  —  r)  =  a 

2r—R  '  ^  ^ 

setzt,  so  erhält  man  für  die  in  Rede  stehende  specielle  Art  von  Hypocy- 
cloiden  die  einfache  Polargleichnng: 

1)  Qz=^aco8m  S. 

2.  Es  soll  nun  besonders  der  Fall  ins  Auge  gefasst  werden ,  dass  die 
Radien  R  und  r  ein  rationales  Verhältniss  haben,  wodurch  auch  m  eine 
rationale  Zahl  wird.  Dann  weiss  man,  dass  die  Cycloiden  stets  ge- 
sehlossene  Curven  sind.  Da  nun  in  unserem  Falle  der  beschreibende  Kreis 
(d.  b.  der  mit  dem  Radius  6  s=  /{ -—  r  um  c  beschriebene  Kreis)  stets  durch 
den  Mittelpunkt  C  des  festen  Kreises  geht,  und  da  ferner  jedesmal, 
wenn  der  rollende  Kreis  eine  ganze  Umdrehung  vollendet  hat,  der  erzeu- 
gende Punkt  seinen  grossten  Abstand  von  C  erreicht,  also  q=^  +  a  wird, 
so  siebt  man,  dass  die  Curve  einen  8tem  bildet,  der  aus  einer  gewissen 
Anzahl  von  congruenten  Strahlen  oder  Blättern  besteht,  die  im  Punkte  C 
susammenstossen.  Wegen  dieser  Gestalt  wollen  wir  die  besondere  Art 
▼on  Cycloiden,  die  wir  hier  betrachten,  kurz  sternförmige  Cycloiden 
nennen.  Freilich  geht  in  vielen  Fällen,  wenn  die  Blätter  sich  sehr  aus- 
breiten ,  das  sternförmige  Ansehen  verloren ,  wir  wollen  aber  auch  dann 
diese  Bezeichnung  der  Kürze  wegen  beibehalten. 

Um  ein  Beispiel  zu  haben,  sei  /?  ==  5,  r  =  3;  dann  findet  sich 

6=  — 9,         m'=5,        a  =  4, 

«nd  die  Curve  bildet  einen  aus  5  vollkommen  gleichen  Blättern  bestehen- 
den Stern  (Fig.  3,  Tafel  III). 

Die  erste  Frage,  die  sich  hier  darbietet,  ist  die,  wie  man  aus  der  Zahl 
m  die  Anzahl  der  Blätter  bestimmen  kann ,  welche  die  Curve  zusammen- 
setzen. 

Nehmen  wir  zuerst  an,  m  sei  eine  ganze  Zahl.     Es  wird 

^=  +  * 
wenn 

^ n       2n      3tc  kn 

tn       tH        m  m 

und  zwar 

^=  +  a,  wenn  k  eine  gerade  Zahl, 
^  =r  —  a,  wenn  k  eine  ungerade  Zahl, 
und  jedem  Werthe  von  k  entspricht  ein   Blatt  der  Curve.     Wenn  nun 
ks^m  ist,  so  wird  Bs=in,  mB^^^mn.    Wenn  daher  m  eine  ungerade  Zahl 
ist,  so  wird  ^  3=3  -*  o ,  der  erzeugende  Punkt  kommt  also  in  seine  anfäng- 
liche Lage  zurück  und  die  Curve  ist  geschlossen.     Dl<^  AniisAA  \\\x«t.'^V^\r 
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Gleichung  m  =  —  = - 


ter  ist  also  dann  gleich  m.  Ist  aber  m  eine  gerade  Zahl,  so  wird  für  9=:», 
^=  +  a,  der  erzeugende  Punkt  liegt  also  dann  seiner  anfänglichen  Lage 
diametral  gegenüber.  Der  rollende  Kreis  muss  daher  noch  einmal  iii-Uia> 
laufe  vollenden,  ehe  die  Curve  sich  schliesst,  und  folglich  ist  diese  dann 
aus  2m -Blättern  zusammengesetzt.     Man  erhält  also 

m- Blätter,  wenn  m  eine  ungerade  Zahl, 
2m -Blätter,  wenn  m  eine  gerade  Zahl. 
Auf  dieselbe  Weise  könnte  man  auch  die  Anzahl  der  Blätter  finden, 
wenn  m  ein  rationaler  Bruch  ist;  man  kommt  aber  noch  leichter  auf  fol- 

Art  zum  Ziele.     Drückt  man  das  Verhältniss  -=  durch  die  kleinsten  Zah- 

Jl 

len  aus,  so  giebt  bekanntlich  der  Nenner  R  die  Anzahl  der  Umläufe  an, 

welche  der  rollende  Kreis  machen   muss,  bis  die  Curve  sieh  ichliestL 

Setzt  man  nun 

m  =  —  (z  Zähler,  n  Nenner) 

und  bringt  diesen  Bruch  auf  seine  kleinste  Benennung,  so  folgt  ans  der 

r z  +  n 

Der  Nenner  dieses  Bruches,  wenn  dieser  auf  seine  kleinste  Benennung  ge- 
bracht ist,  giebt  sogleich  die  Anzahl  der  Umläufe  des  rollenden  Kreises, 
also  auch  die  Anzahl  der  Blätter  an.  Sind  nun  aber  z  und  n  beide  unge- 
rade, so  ist  z  +  n  gerade,  also  lässt  sich  der  Bruch  durch  2  heben,  und  die 
Anzahl  der  Blätter  ist  z;  ist  dagegen  von  z  und  n  einer  ungerade  und  der 
andere  ungerade,  so  ist  z  +  n  ungerade;  der  Bruch  lässt  sich  daher  dann 
nicht  weiter  heben,  und  die  Anzahl  der  Blätter  ist  2z.  Hieraus  ergiebt 
sich ,  dass  die  Anzahl  der  Blätter  hauptsächlich  von  dem  Zähler  des 
Bruches  m  abhängt,  von  dem  Nenner  nämlich  nur  insofern,  ob  derselbe 

gerade  oder  ungerade  ist;  und  man  erhält  folgende  Regel:  Sind  in  m  =  — 

n 

z  und  n  gleichartig  (beide  ungerade),  so  hat  die  Curve  z-Blätter, 

z  und  n  ungleichartig  (nur  einer  ungerade),  so  hat  die  Curve  22-Blätter. 

Zum  Beispiel: 

für  m  =  5  besteht  die  Curve  aus  5  Blättern 

.    m  =  4  -  -         -  -    8 

-  m=J  -  -         -  -    5 

-  m  =  |         -  -         -  -  10 

3.  Für  den  hier  zuerst  betrachteten  Fall  einer  sternförmigen  Hypo- 
cjcloide  kann  m  sowohl  positiv  wie  auch  negativ  ausfallen,  ist  aber  stets 
numerisch  grösser  als  1.  Dies  erhellt  sofort,  wenn  man  den  Ausdruck  für 
m  in  den  Formen 
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m  ■ 


2r  —  R        R — 2(Ä  — r)  R  —  2r 

■chreibt;  denn  hier  ist  R  —  r  positiv;  ist  also  nun  R>2(R  —  r),  so  ist  m 
positiv  and  grösser  als  1;  ist  aber  Ä<2(Ä  —  r),  so  ist  zugleich  Ä>2r, 
also  Hl  negativ  und  wieder  nnmerisch  grösser  als  1.  Im  ersteren  Falle 
(flt  positiv)  Ä<2r,  R  —  r^^r^  ist  die  Hjpoeycloide  eine  verkürzte; 
im  sweiten  Falle  (m  negativ)  ist  ebenso  R  —  r>r^  also  die  Hjpocycloide 
eine  verlängerte. 

Man  kann  hiernach,  wenn  m>l  nnd  aasserdem  auch  a  gegeben  ist, 
die  durch  die  Gleichung  I) 

q  =  acosmß 
bestimmte  Curve  stets  als  eine  Hypocjcloide  ansehen  und  findet  die  die- 
selben ersengenden  Kreise  aus  den  Gleichungen 

2(Ä-r)  =  «,  __  =  „, 

ans  welchen 

1)  Ä  = -a,       2r  = — a 

folgt.  Diese  Hjpocycloide  ist  eine  verkürzte,  wenn  m  positiv  ist;  allein, 
wie  die  Gleichung  1)  zeigt,  bleibt  die  Curve  dieselbe,  wenn  man  der  Zahl 
m  das  entgegengesetzte  Zeichen  giebt;  man  kann  daher  die  nämliche  Curve 
auch  als  eine  verlängerte  Hjpocycloide  ansehen ,  und  bezeichne  R'  und  r 
die  Badien.  der  sie  erzengenden  Kreise ,  so  erhält  man ,  wenn  man  in  1) 
— m  statt  m  setzt, 

'  m  +  1  m  + 1 

Hieraus  geht  hervor ,  dass  für  die  sternförmigen  Hypoeycloiden  derselbe 
Sats  gilt,  der  sonst  nur  für  gemeine  Hypoeycloiden  richtig  ist,  dass  näm- 
lich jede  Hypocycloide  auf  zwei  Weisen  durch  verschiedene  Paare  von 
Kreisen  erzeugt  werden  kann.*)  Für  die  Beziehung  zwischen  den 
Badien  R^  r  nnd  R^^  r  der  beiden  Kreispaare  ergiebt  sich  leicht 


ausserdem  auch 


(Ä_r)«  =  (R'-r7=rr';        ^=^„ 

die  gemeinschaftliche  Differenz  R  —  r  oder  X — /  ist  also  die  mittlere 
Proportionale  aus  den  Radien  der  rollenden  Kreise  nnd  diese  selbst  ver- 
halten sich  wie  die  Quadrate  der  festen  Kreise.  Man  hat  hiernach  folgen- 
den Satz: 


*)  Siehe  u.  a.  Magaas  p.  311. 
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Jede     sternförmige    verkürzte    Hypocycloide     ist 
gleich    einer    sternförmigen    verlXngerten    Hjpocy- 

cloide;    zwischen   ihren  Radienpaaren   bestehen  die 

» 

Beziehungen  R  —  r:=^lf  —  /und  — +— r  =  l. 
Für  die  oben  angeführten  Beispiele  erhält  man  folgende  Zahlenwerthe : 


3  6  3 

—  —a  —a 
5  4  4 

5  8  5 

—  — a  — a 

8  6  6 


5        4 
—  a  — a 
2        2 


7    10       7 
—   —a  —a 
10    6       6 

Terkfirzte  Hypoc 

1 
R  —  r=^  —  a 
2 


I  -.  - 

2  5        2 

—  — a  — a 
5     6       6 

3  8        3 

—  — a  — a 
8    10      10 

1     5        1 

—  — a  — a 

5     8        8 

3    10       3 

—  — a  —a 
10  14      14 

Yerläng.  Hypoc 

R—r =— a 
2 


5  BUtter. 

5 
10 


Für  das  erste  dieser  Beispiele  sind  in  Fig.  3,  Taf.  III,  beide  Paare  yon 
Kreisen  angedeutet  worden. 

4.  Wenn  m  numerisch  kleiner  als  1  ist,  kann  man  die  Cnrve  nicht 
mehr  als  eine  Hypocyloide  ansehen,  vielmehr  ist  sie  dann  eine  Epycycloide 
oder  Pericycloide.  Beachtet  man ,  was  oben  über  die  Wahl  der  positiven 
Abscissenaxe  gesagt  ist,  so  kann  man  leicht,  ebenso  wie  es  bei  der  Hypo- 
cycloide  geschehen  ist,  auch  aus  den  bekannten  Gleichungen  der  Epicy- 
cloide  und  Pericycloide,  wenn  diese  sternförmig  sind,  wieder  die  obige 
Gleichung 

Q  =  acosm  & 
ableiten.     Es  ist  dies  aber  nicht  einmal  erforderlich ,  da  man  leicht  über- 
sieht, was  man  zu  ändern  hat,  wenn  die  Hypocycloide  sich  in  eine  Epicj- 
cloido  oder  Pericycloide  verwandelt.     Bei  der  ersteren  geht  vermöge  der 
angenommenen  Lage  der  Abscissenaxe  nur  r  in  — r  über.     Dann  wird 

'  R 
R  +  2r' 
also  stets  negativ  und  numerisch  kleiner  als  1.     Bei  der  Pericycloide   hat 
man  nur  zu  beachten,  dass  r>/?,  also  r  —  i?  positiv  ist,  daher  ist  bei  dieser 

R 

*"  ""   R  +  2(y^^R)' 
immer  positiv  und  kleiner  als  1.     Man  kann  also  eine  durch  die  Gleichung 


RIeiiiero  Mittheilungen. 


215 


Q^=acosm0  gegebene  Carve,  wenn  darin  m  kleiner  als  1  ist,  zuerst  als 
eine  Pericycloide  ansehen  und  erhält  die  Radien  aus  den  Gleichungen  1), 
wenn  man  nnr  beachtet,  dass  a=:2(r  —  R)  zu  setzen  ist,  und  derogemäss 
in  diesen  Gleichungen  a  in  — a  umwandelt,  also 


-«  =  : 


m 


2r  = 


1  +  Jfi 


1  — m  .        ~  1  —  m 

Die0e  Pericydoide  ist  stets  verkürzt,  da  r  —  R  immer  kleiner  als  r  ist. 
Da  aber  die  Curve  wieder  dieselbe  bleibt,  wenn  m  das  Zeichen  ändert,  so 
kann  sie  zweitens  auch  als  eine  Epicjcloide  angesehen  werden;  die  Ra- 
dien für  dieselbe  ergeben  sich  aus  2),  wenn  man  darin  — /  statt  r 
setxt,  also 

m  ,1  —  m 


Ä'= 


2r 


1  +m  l  +  m     ' 

nnd  diese  Epicjcloide  ist  immer  verlängert,  da  B^  +  r  grösser  als  /  ist. 
Die  Beziehungen  zwischen  dem  Radienpaare  sind  hier  dieselben  wie  obeui 

nur  die  Gleichung  "»"  +  0^  =  1  S^^^  ^^  ^^^  folgende 

r         r 

über.  Es  gilt  daher  auch  hier  der  im  Allgemeinen  nur  bei  gemeinen 
Cycloiden  stattfindende  Satz,  dass  jede  Pericydoide  als  Epicycloide  ange- 
Behen  werden  kann : 

Jede  sternförmige  (verkürzte)  Pericydoide  (R^r) 
ist  gleich  einer  sternförmigen  (verlängerten)  Epi- 
eycloide   (A',  /);   zwischen    ihren   Radienpaaren   be- 

stehen  die  Beziehungen  r  —  Ä  =  r +Ä'  nnd  »"""»?=*• 

Nimmt  man  für  m  die  reciproken  Werthe  der  oben  als  Beispiele  be- 
nntzten  Zahlen,  so  erhält  man  folgende  Werthe: 


m 

5 
Ji^ 
4 
_3 
5 
2^ 
b 


-77       R 


1  3 

— a  — fl 

4  4 

2  5 
— a  — a 
6  6 


4     3       4 

—  — a  — a 

3  2       2 

7     4        7 

—  — a   — a 

4  6        6 

verkürzte  Peric. 

r  —  Rz=z^a 
2 


2  — a  —a 
6  6 

3  2  3 

—  — a  — a 

2  10  10 

1     3  1 

—  — a  — a 

3  8  8 

3  4  3 

—  — a  — a 

4  14  14 

Yerlängerte  Epie. 
^  2 


1  Blatt. 

2  Blätter. 

3  ,, 

4 
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In  Fig.  4,  Taf.  III,  ist  die  dem  Werthe  ^=^t  ^n^pr^chende  Cnnre  dir- 

gefitellt  and  beide  Kreispaare,  welche  diese  Curve  eriengen  können,  ange- 
dentet  worden, 

5.  Eine  sterDformige  Cycloide  besteht,  wie  wir  gesehen  haben,  am 
einer  (im  Falle  eines  rationalen  Verhältnisses  zwischen  R  und  r  stets  end- 
lichen, sonst  unendlich  grossen)  Anzahl  einander  vollkommen  gleicher 
Blätter,  untersuchen  wir  nun  noch  den  Inhalt  und  den  Umfang  eines  solche^ 
Blattes. 

Da  die  Hälfte  des  ersten  Blattes  beschrieben  wird,  wenn  6  von  0  bis 

—  wächst,  so  wird  der  Inhalt  eines  Blattes  angegeben  durch  den  Ausdruck 

2  ift 


/ 


oder  entwickelt 

4m' 

Nun  ist  aber---    der  Inhalt  des  Kreises,  dessen  Durchmesser  n,  dessen 
4 

Radius  also  resp.  R  —  r,  r  —  R^  R  +  r  ist,  je  nachdem  man  es  mit  einer 

Hypocycloide ,  Pericjcloide  oder  Epicjcloide  zu  thun  hat     Dieser  (der 

beschreibende)  Kreis  geht  immer  durch  den  Anfang  und  das  Ende  des 

Blattes.     Ist  daher  m  ^  1 ,  so  liegt  das  Blatt  innerhalb  dieses  Kreises  und 

bildet  den  m**"  Theil  desselben,  ist  aber  m  <C  1,  so  wird  der  Kreis  von  dem 

Blatte  umschlossen  und  dieses  ist  das  —  fache  des  Kreises. 

m 

Der  Umfang  eines  Blattes  wird  ausgedrückt  durch 


2  /      7/o«j.l£-W«^9a/      l/cos^mS  +  m*sin*fne  dS 
Setzt  man  nun  zuerst,  wenn  m  >  1 , 


m  ff  =  -^ q>y 


so  erhält  man 


2aJ^j/sin'q>  +  m*cos'<p   ^=2aJ   ^  j/ ^  ^üL^sin*^  dg> 

Dieses  Integral  ist  das  vollständige  elliptische  Integral  zweiter  Gattung 

für  den  Modul  ^- ;  also  ist  der  Umfang  des  Blattes  dem  einer  Ellipse 

m 

gleich,  deren  grosse  Axe  =a,  und  deren  numerische  Excentricität 
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m 
ist    Die  kleine  Axe  dieser  Ellipse  ergiebt  sich  daraus  — . 
Ist  zweitens  m  ^  1,  so  dass  man 

dann  erhält  man  für  den  Umfang  des  Blattes  den  Ausdruck 

n  « 

nnd  dieser  ist  gleich  dem  Umfange  einer  Ellipse  mit  der  grossen  Axe  — 

tn 


und  der  Excentricität  yi — m*,  woraus  die  kleine  Axe  =  a  folgt.  Also 
ist  in  allen  Fällen  der  Umfang  eines  Blattes  gleich  dem  Umfange  der 
Ellipse,  welche  die  Linie  a  {CB  Fig.  3  und  4^  Taf.  III)  zur  einen  Axe  und 

a 
—  SQr  iweiten  Axe  hat. 

Sa  endlich  der  Inhalt  dieser  Ellipse  = -—  ist,  so   sieht  man,  dass 

dieselbe  nicht  allein  dem  Umfange,  sondern  auch  dem  Inhalte  nach  dem 
Blatte  der  Curve  gleich  ist. 
Zttrich,  31.  März  1863. 

Dr.  H.  DuRÄOE, 
Profettor  am  eidgenössischen  Poljrtechnicam  in  Zürich. 


2IT.  Vote  über  ein  geometrlMhes  Theorem.  In  den  „Nouvelles  Ann. 
^  ÄföilWm."  {deua:idme  serie  11,  p.  523)  finden  sich  drei  Beweise  eines  von 
Ter^uexn  (N.  A.  XI,  p.  402)  gefundenen  Theoremes:  schneiden  sich  zwei 
Fläolien  gegenseitig  in  einer  Krümmungslinie ,  so  bilden  die  Normalen  zu 
beiden  flächen  in  jedem  Punkte  der  Schnittcurve  denselben  Winkel  mit 
eina^nder. 

Der  einfachste  Beweis  dieses  eleganten  Satzes  ist  wohl  folgender. 
^^  Gleichungen  der  beiden  Flächen  seien  /"(a:,  y,  j)  =  0,  /\  (a:, y,  z)  ==  0. 
Zur  Abkürsung  werde  gesetzt: 

^f-r     ^^-Y     ^f-Z 
»A-r     ^''•-F      ^^-7 

Sieht  man  o:,  y,  z  als  Functionen  eines  Parameters  i  an ,  setzt  -^  =  x\ 

et 
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W    '  TT — ^' 

eben  /*=  0  nnd  fi=0  folgende  Gleichungen: 
1)  Xx'+  Ty+Zt'  =  0, 


. ,  80  hat  man  für  die  Krttmmnngslinien  der  Fll- 


2) 
3) 
4) 


X        y       z 
X       Y      Z 

X'   r   r 


=  0, 


X,x-^  lW  +  Z,z'  =  0, 


X       y        z 

X,      Y,     Z|     =0- 

JT/  7/  z: 

Ist  die  Schnittcurve  von  /'=0  und  /i  =  0  auf  jeder  Fläche  eine  Krfim- 
mungslinie,  so  bestehen  die  vier  Gleichungen  1—4)  fQr  einen  Punkt  (x,y,  t) 
derselben  gleichzeitig.     Aus  1)  und  3)  folgt: 

X  y z 

YZ,  —  Y,Z'^ZX^—Z,X~XY,—X^Y' 
Die  Gleichungen  2)  und  4)  werden  hierdurch : 


XX,+  YY,  +  ZZ, 

xx;+yy;+zz; 


di 
=  ^iognX*+Y*  +  Z^). 


XX,  +  YYt+ZZ,  X,*  +  r,«  +  Zi« 

Die  vorstehenden  Gleichungen  addirt  geben : 

i.;^, XX,+  YY,+ZZ,  _ 

d  t  ^y\x^+  r«+  z*)  'VW+  ^i*+  ^i*)       ' 

oder : 

XX,+  YY,  +  ZZ, 

wo  et  ein  constanter  Winkel  ist. 


XV.  Zur  Theorie  der  Oase.  In  den  Annalen  der  Physik  und  Chemie 
von  Poggendorf  stellen  Krönig  Bd.  09,  S.  315,  und  Clausius  Bd.  100, 
S.  353,  eine  neue  liieorie  der  Gase  anf,  nach  welcher  „die  Gasmoleküle 
nicht  um  bestimmte  Gleichgewichtslagen  oscilliren,  sondern  sich  in  gerader 
Linie  mit  constanter  Geschwindigkeit  fortbewegen  bis  sie  gegen  andere 
Gasmolekülo  oder  eine  für  sie  undurchdringliche  Wand  stossen.*'  Gegen 
diese  an  den  citirten  Stellen  weiter  ausgeführte  Theorie  ist  von  Hoppe, 
Jochmann  und  Puschl  der  Einwurf  erhoben  worden,  dass  nach  ihr  ein 
localer  Temperaturüberschuss  in  einem  Gase  fast  augenblicklich  von  sei- 
nem Orte  verschwinden  müsste.  Den  Einwurf  bekämpft  Clausius  in 
Pogg.  Bd.  115,  S.  1,  und  Stefan  beweist  in  dieser  Zeitschrift  für  Math, 
und  Physik,  Jahrg.  8,  S.  355,  die  Unrichtigkeit  dieser  aus  der  Gastheorie 
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«WW^^AM^^«^^ 


gemachten  Folgerang,  ohne  ein  Urtheil  über  den  wissenschaftlichen  Wertb 
der  Theorie  seihst  auszusprechen. 

Weil  nun  die  Kenntniss  des  Wesens  der  Gase  von  grösster  Wichtig- 
keit und  die  Frage  über  die  Dichtigkeit  dieser  Theorie  noch  offen  ist,  so 
erlaube  ich  mir  kurz  zu  untersuchen,  wie  sich  die  Theorie  mit  den  Wir* 
kuDgsgesetzen  der  Schwere  und  mit  dem  Vorhandensein  der  Erdatmos- 
phäre verträgt. 

Krön  ig  bestimmt  zwar  die  Einwirkung  der  Sc^iwere  auf  ein  rertikal 
aufwärts  fliegendes  Gasatom,  allein  Clausius  formulirt  seine  und  des 
Krönig  Ansicht  dahin,  dass  sich  Gasmolekel  in  gerader  Linie  und  mit 
eonstanter  Geschwindigkeit  fortbewegen.  Diese  angenommene  Bewegungs- 
art,  sowie  den  gleichen  aus  den  Molekelstössen  abgeleiteten  Druck  des 
Oaaes  auf  alle  Gefllsswände  kann  ich  mit  der  Wirkung  der  Schwere  nicht 
in  Einklang  bringen. 

Es  sei  ein  leeres,  würfelförmiges  Gefäss  von  bedeutender  Höhe  und 
horizontalem  Boden.  Lässt  man  durch  eine  Oeffnung  des  Bodens  atmos- 
phärische Luft  in  das  Gefäss  einströmen,  so  hat  man  nach  kurzer  Zeit  in> 
Gef^sse  Luft  von  gleicher  Spannkraft  mit  der  ausserhalb  des  Gefassbodens 
befindlichen,  und  die  eingeschlossene  Luft  drückt  nach  der  Erfahrung  mit 
dieser  Spannkraft  auf  alle  Gefässwände.  Nimmt  man  jedoch  an,  dass 
Luftmolekel  vom  Boden  des  Gefässes  mit  der  Geschwindigkeit  e  vertikal 
aufwärts  abfliegen,  so  kommen  sie  am  Deckel,  wenn  kein  Molekelzusammen- 
stoss  unterwegs  erfolgt,  mit  der  Geschwindigkeit  c — a  an,  wo  a=gi 
eine  angebbare  Grösse  ist.  Die  vom  Deckel  zum  Boden  vertikal  und  ohne 
Znsammenstoss  fliegenden  Molekel  haben  am  Boden  die  Geschwindigkeit 
c+a»  Erfolgt  bei  diesen  in  vertikaler  aber  entgegengesetzter  Richtung 
fliegenden  Molekeln  ein  gerader  und  centraler  Zusammenstoss ,  so  vertau- 
schen sie  die  Geschwindigkeiten  und  gehen  in  entgegengesetzten  Richtun- 
gen von  einander,  was  selbst  Clausius  S.  356  wenigstens  für  die  Gesammt- 
wirknng  vieler  Molekel  gelten  lässt.  Somit  kommt  auch  in  diesem  Falle 
das  Molekel  am  Boden  mit  der  Geschwindigkeit  c  +  a,  jenes  am  Deckel 
mit  der  Geschwindigkeit  e  —  a  an.  Die  Summe  aller  Stösse  Sbj  welche 
der  Boden  von  den  vertikal  fliegenden  Molekeln  in  der  Zeiteinheit  erleidet, 
nt  also  grösser  als  die  Summe  aller  Stösse  Sd,  welche  der  gleich  grosse 
Deekel  in  dieser  Zeit  erleidet  und  man  hat  Sb  —  Sd=£aj  wenn  £  die 
Ansabl  der  in  der  Zeiteinheit  vertikal  auf-  und  niedersteigenden  Molekel 
angiebt.  Von  den  horizontal  fliegenden  Molekeln  trifft  kein  einziges  den 
Deckel,  wenn  sie  ohne  Zusammenstoss  mit  einem  Molekel  fortgehen.  Wohl 
können  mehrere  derselben  den  Boden  stossen,  sobald  das  Gefäss  weit  ge- 
nug ist,  weil  sie  wegen  der  Schwere  parabolische  Bahnen  beschreiben. 

Zur  leichteren  Vergleichnng  der  Stosswirkungen  aller  den  Boden  und 
and  den  Deckel  unter  einem  schiefen  Neigungswinkel  verlassenden  Mo- 
lekel stelle  ich  sie  in  zwei  Gruppen,  so  dass  je  ein  Bod^tLUiQl^VL^V  A\fi!\\.\^ 
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einem  Deckelmolekel  B  den  gleichen  Neigungswinkel  u  mit  der  rerlaaie- 
nen  Fläche  bildet.  Der  Best  des  aufsteigenden  Molekels  A  ist  nicht  nar 
wegen  seiner  geringen  Geschwindigkeit  schwächer  Als  jener  des  nieder- 
steigenden Molekels  B^  sondern  auch  wegen  des  Neigungswinkels  ß^m^ 
unter  welchen  er  den  Deckel  trifft,  während  der  Neigungswinkel  y  der 
Auffallsrichtung  der  Molekels  B  mit  dem  Boden  grösser  als  er  ist.  Dam 
kommt,  dass  viele  mit  A  bezeichnete  Molekel,  bei  denen  a  mit  Rtteksicbt 
auf  den  Ausgangspunkt  die  geeignete  Grösse  hat,  den  Deckel  gar  nicht 
erreichen,  aber  die  entsprechenden  mit  B  bezeichneten  Molekel  den  Boden 
noch  treffen  und  zwar  wegen  der  parabolischen  BahnkrUmmung.  Aehn- 
liches  gilt  von  den  die  Seitenwand  unter  einem  spitzigen  Winkel  verlassen- 
den Molekeln.  Daraus  folgt,  dass  die  Summe  aller  in  der  Zeiteinheit  anf 
die  Flächeneinheit  geübten  Stösse  am  Boden  viel  stärker  ist  als  am  DeckaL 
Der  Zusammenstoss  der  Molekel  innerhalb  des  Gefässes  kann  das  ge- 
wonnene Resultat  um  so  weniger  ändern,  da  Glausins  S,  358  voranssetzt| 
dass  „der  Raum,  welchen  die  Molekel  des  Gases  wirklich  ausfüllen,  gegen 
den  Raum,  welchen  das  Gas  einnimmt,  verschwindend  klein  sein  muss". 

Aus  dieser  Betrachtung  glaube  ich  folgern  zu  dUrfen,  dass  die  Ge- 
schwindigkeit der  fliegenden  Gasmolekel  keine  constante ,  dass  ihre  Bahn 
mit  Ausnahme  der  vertikalen  Richtungen  keine  geradlinige  sein  kann; 
dass  ferner  der  Druck  eines  im  Gefässe  eingeschlossenen  Gases  am  stärk- 
sten gegen  den  Boden,  am  schwächsten  gegen  den  Deckel  und  ein  zwischea 
beiden  liegender  gegen  die  Wände  nach  dieser  Theorie  sein  müsste. 

Wollte  man  jedoch  gegen  diese  Folgerung  einwenden,  dass  die  Ein- 
wirkung der  Schwere  auf  die  Gasmolekel  im  Gefässe  mit  relativ  kleinen 
Dimensionen  eine  verschwindend  kleine  Grösse  hat,  so  spricht  das  Vor- 
handensein der  Erdatmosphäre  entschieden  gegen  diese  Theorie.  Die 
Molekel  der  atmosphärischen  Luft  sind  nach  der  Annahme  von  Claus! us 
sehr  weit  von  einander  entfernt.  Wenn  also  ein  Luftmolekel  mit  constan- 
ter  Geschwindigkeit  von  der  Erdoberfläche  vertikal  aufwärts  fliegt,  so  ist 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  es  mit  einem  anderen  Molekel  zusammen- 
stösst,  um  so  geringer,  je  dünner  die  Erdatmosphäre  in  den  oberen  Schich- 
ten im  Vergleiche  mit  jener  in  den  unteren  ist.  Demnach  könnte  es  ge- 
schehen, dass  einzelne  Luftmolekele  von  der  Erdoberfläche  bis  an  die 
Grenze  der  Erdatmosphäre  gelangten  und  von  da  in  den  Weltraum  über- 
gingen auf  ähnliche  Weise,  wie  sich  Clausius  S.  361,363  die  Verdampfung 
vorstellt.  Wird  jedoch  wegen  der  vorausgesetzten  Bewegung  der  Molekel 
in  allen  Richtungen  nicht  zugegeben,  dass  ein  Molekel  durch  die  ganze 
vertikale  Luftsäule  bis  zur  Atmosphärengrenze  ohne  Zusammenstoss  stei- 
gen könne,  so  gestattet  die  Theorie  wenigstens  den  Grcnzmolekeln  den 
Flug  in  den  Weltraum.  Denn  dieser  ist  nach  der  gewöhnlichen  Ansicht 
mit  Aether  gefüllt,  welchen  Clausius  auch  zulässt,  wenn  er  S.  355  jedes 
Gasatom  mit  einer  Quantität  eines  feinen  Stoffes  umhüllt.     Der  Aether, 


Kleinere  Mittheilongen.  221 

welcher  die  Materie  anziehen  and  von  ihr  angezogen  werden  soll ,  leistet 
als  etwas  nicht  Materielles  den  anfliegenden  Lnftmolekeln  keinen  Wider- 
stand. Enthält  aber  der  scheinbar  leere  Weltraum,  wie  ich  meine,  Atome 
angeformter  Materie,  so  haben  diese  eine  kleinere  Masse  &U  die  geformten 
Laftmolekel,  ferner  haben  sie  entweder  keine  oder  eine  viel  geringere  Ge- 
schwindigkeit als  sie  von  Claus  ins  den  Gasmolekeln  zugeschrieben  wird. 
Folglich  steht  den  Grenzmolekeln,  deren  Flugrichtung  von  der  Atmos- 
phäre abgewendet  ist,  kein  Hinderniss  zum  Eintritte  in  den  Weltraum  ent- 
gegen. Haben  sich  die  Luftmolekel  in  diesen  versenkt,  so  sind  sie  für 
die  Erdatmosphäre  verloren,  weil  die  molekulare  Anziehung  zwischen 
Lnftmolekeln  nur  in  unmittelbarer  Nähe  wirksam  ist,  S.  85d.  An  die 
Stelle  der  abgeflogenen  Molekel  treten  andere  als  Grenzmolekel ,  von  de- 
nen einige  wieder  in  den  Weltraum  abfliegen.  Auf  diese  Art  müsste  die 
Höhe  und  der  Druck  der  Atmosphäre  nach  und  nach  kleiner  werden  und 
in  nicht  gar  langer  Zett  müsste  die  ganze  Erdatmosphäre  in  den  unermess- 
liehen  Weltraum  übergehen. 

Klagenfurt,  den  10.  Nov.  1808. 

Robida. 


XTL  üeber  eine  neue  magnetitohe  Erscheinung.  Von  Prof.  Dr.  A.  von 
Waltehhofsk  in  Linsbruck.  Die  neueren  magnetischen  Untersuchungen 
haben  immer  mehr  die  Annahme  beweglicher  Molekularmagnete  begrün- 
det, durch  deren  übereinstimmende  Drehung  das  Auftreten  der  magne- 
tischen Polarität  erklärt  werden  kann. 

Es  fehlt  nicht  an  Thatsachen,  welche  mit  überzeugender  Evidenz  für 
diese  Annahme  sprechen.  Ich  erinnere  vornehmlich  an  die  Erscheinungen 
der  eloktromagnetischen  Tonerzengung ,  an  das  Verhalten  des  zwischen 
Magnetpolen  galvanisch  niedergeschlagenen  Eisens  und  an  die  zahlreichen 
Beziehnngen  zwischen  Torsion  und  Msgnetisirung.  An  diese  Thatsachen 
reiht  sich  nun  eine  neue  Erscheinung,  welche  den  Gegenstand  dieser  Mit- 
theilnng  bilden  soll;  sie  lässt  sich  unter  so  einfachen  Verhältnissen  beo- 
bachten und  ist  zugleich  so  überraschend,  dass  die  ungezwungene  und  zu- 
treffende Erklärung ,  welche  die  Theorie  der  Molekularmagnete  dafür  an 
die  Hand  giebt,  ganz  besonders  geeignet  erscheint,  die  Wahrscheinlichkeit 
dieser  Hypothese  sehr  anschaulich  vor  Augen  zu  legen. 

Ich  habe  durch  zahlreiche  und  entscheidende  Versuche  nachgewiesen, 
dass  der  magnetische  Rückstand  in  elektromagnetisirten  Eisenstäben  von 
der  Geschwindigkeit  abhängt,  mit  welcher  die  Intensität  des  magne- 
tisirenden  Stromes  bis  zum  gänzlichen  Verschwinden  desselben  vermindert 
wird,  oder  mit  welcher  die  bis  zum  Nullwerden  dieses  Stromes  eingeschalte- 
ten Widerstände  vermehrt  werden.  Der  besagte  Rückstand  ftillt  nämlich 
desto  grösser  aus,  je  langsamer  der  magnetisirende  äliom  ^ot  ^^t  ^^^- 
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liehen  Unterbrecliung  allmHlig  abgeschwächt  wird;  er  redncirt  sich  dage- 
gen aaf  ein  Minimum,  wenn  die  Unterbrechung  des  ma^netisirenden  Stro- 
mes plötKlich  stattfindet.  Im  letzteren  Falle  habe  ich  oft  sogar  negative 
Hückstände  beobachtet,  d.  i.  solche,  welche  im  Vergleiche  mit  dem  Ter* 
schwundenen  Elektromagnetismus  entgegengesetzte  Polarität  hatten. 

Diese  im  ersten  Augenblicke  befremdende  Erscheinung,  welche  ich 
künftighin  kurzweg  die  „anomale  Magnctisirung*^  des  Eisens  nennen 
will,  kann  offenbar  nicht  als  socundKre  Wirkung  inducirter  Ströme  ange- 
sehen werden,  weil  die  indncirten  Oeffnnngsströmo  mit  dem  primären 
Strome  gleichgerichtet  sind,  und  somit  im  Gegontheile  nur  eine  Vergrösse- 
rnag  der  magnetischen  Rückstände  im  positiven  Sinne  bewirken  können. 

Dagegen  gestattet  die  Hypothese  beweglicher  Molekularmagnete  eine 
ebenso  befriedigende  als  einfache  Erklärung,  wenn  man  sich  den  Umstand 
gegenwärtig  hält,  dass  bei  der  Drehung  der  magnetischen  Molekille ,  nebit 
den  Molekularkräfton,  welche  die  ursprünglichen  Gleichgewichtslagen  wie- 
der herzustellen  suchen,  auch  ein  gewisser  Reibungswiderstand  im  Spiele 
ist,  worauf  ja  eben  die  remanente  Magnetisirung  beruht.  Dieser  Reibnngs- 
widorstand  verhindert  nämlich  im  Allgemeinen  den  vollständigen  Rücktritt 
der  Molekularmagnetc  in  die  ursprünglichen  Gleichgewichtslagen,  nnd  swar 
desto  mehr,  je  langsamer  diese  rückgängige  Bewegung  durch  allmäliges 
Nachlassen  der  magnetisirenden  Kraft  veranlasst  wird;  wenn  dagegen  ein 
plötzliches  Aufliören  der  magnetisirenden  Kraft  stattfindet,  so  werden  die 
magnetischen  Moleküle  mit  grösserer  Schnelligkeit  ihre  rückgängigen  Bewe- 
gungen ausfüliren,  und  somit  weiter  gegen  die  ursprünglichen  Gleichgewichts- 
lagen zurückkehren,  indem  die  bei  pl('»tzlicher  Aufhebung  des  Spannungsin- 
Standes  auftretenden  lebendigen  Kräfte  vollständig  gegen  die  vorhandenen 
Reibungswiderstände  in  Arbeit  kommen.  Im  letzteren  Falle  liegt  sogar 
die  Möglichkeit  nahe,  dass  viele  von  den  magnetischen  Molekülen  bei  ihrer 
rückgängigen  Bewegung  noch  Über  ihre  ursprünglichen  Gleichgewichts- 
lagen hinaus  kommen,  und  in  Folge  der  Reibungswiderstände  jenseits 
derselben  zurückbleiben,  wobei  es  dann  leicht  geschehen  kann,  dass 
die  resultirende  Polarität  im  Vergleiche  mit  jener  des  verschwundenen 
Elektromagnetismus  entgegengesetzt  ausfüllt. 

Das  beschriebene  Verhalten  der  magnetischen  Moleküle  lässt  sich 
durch  eine  Feder  vorsinnlichen,  deren  Oscillation  mit  einiger  Reibung  ge- 
hemmt ist.  Spannt  mau  diese  Feder  und  lässt  sie  langsam  wieder  nach, 
so  wird  sie  wegen  der  Reibung  nicht  mehr  ganz  in  ihre  ursprüngliche 
Gleicligowichtslago  zurückkehren  und  weiter  davon  entfernt  bleiben,  als 
wenn  ein  rascheres  Naclilassen  ihrer  Spannung  eintritt;  spannt  man  sie 
aber  und  lässt  sie  hierauf  plötzlich  los,  so  wird,  bei  einem  gewissen  Ver- 
hältnisse zwischen  Spannung  und  Reibungswiderhtand  eine  Ueberschrei- 
tuug  der  ursprünglichen  Gleichgewichtslagen  stattfinden,  welche,  wenn  sie 
eine  gewisse  Grenze  nicht  übersteigt,  ein  Zurückbleiben  hinter  dieser  ur- 
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iprttnglichen   Gleiebgewichtslage,    also  eine  reinanente  entgegengesetzte 
Spannung  der  Feder  aar  Folge  hat. 

Die  Einzelnheiten  meiner  ilber  diesen  Gegenstand  angestellten  Ver- 
siehe erseheinen  in  einer  ausführlicheren  Abhandlang. 

Pas  Auftreten  grösserer  Rückstände  bei  langsamer  Stromaufhebung 
ist  so  aoffallend  und  sicher  zutreffend ,  dass  die  Nachweisung  dieser  That- 
saeha  aogar  ohne  Schwierigkeit  zum  Gegenstande  eines  einfachen  Vor- 
lesnngsversuches  gemacht  werden  kann.  Besonders  auffallend  zeigte  sich 
diese  Erscheinung  bei  einigen  Versuchen  mit  etwas  längeren  Stäben.  — 
Anders  verhält  es  sich  mit  der  Beobachtung  negativer  Rückstände,  welche 
immer  verhältnissmässig  sehr  klein  sind,  und  bei  deren  Hervorbringung  es 
viel  mehr  auf  die  Weichheit  des  Eisens  und  auf  die  Stärke  der  angewen- 
deten magnetisirenden  Kraft  ankommt,  weshalb  das  Gelingen  anomaler 
Magnetisirungen  sehr  bedingt  ist,  und  die  Nach  Weisung  derselben  feinere 
Beobachtungen  erheischt.  Ich  habe  indessen  auch  anomale  Magnetisirun- 
gen in  grösserem  Masse  sichtbar  gemacht,  indem  ich  zwei  Spiralen  über- 
einstimmend combinirte  und  in  jede  derselbeli  einen  weichen  Eisenkern 
einlegte,  welche  sofort,  nach  eingetretener  anomaler  Magnetisirung,  mit 
der  Summe  ihrer  negativen  Rückstände  auf  eine  zwischen  jenen  Spiralen 
aufgestellte  Bussole  wirkten. 

Die  besprochenen  Erscheinungen  sind  natürlich  auch  für  die  perma- 
nente Magnetisirung  des  Stahles  nicht  ohne  Bedeutung.  Der  Einfluss  der 
Scliaelligkeit  der  Stromaufhebung  wird  künftighin  auch  bei  quantitativen 
Untersuehangen  über  die  magnetischen  Rückstände  elektromagnetis^irter 
StaUstlbe,  insbesondere  bei  weicheren  Stahlsorten,  nicht  unbeachtet  blei- 
ben können. 

Dass  die  Schnelligkeit,  mit  welcher  man  eine  magnetisirende  Kraft  ausser 
Wirksamkeit  setzt,  auch  beim  Stahl  einen  solchen  Einfluss  geltend  macht, 
seigt  sehon  die  längst  bekannte  Thatsache,  dass  ein  Stahlmagnet  durch 
das«  Abreissen  des  Ankers  mehr  geschwächt  wird  als  durch  das  Abziehen 
dofs^lben»  eine  Erscheinung,  welche  in  dem  von  mir  nachgewiesenen  Ver* 
halten  magnetischer  Bückstände  eine  befriedigende  Erklärung  findet. 
Diese  bedarf  keiner  weitläufigen  Erörterung,  wenn  man  erwägt,  dass  der 
im  Anker  inducirte  Magnetismus  auf  den  Stahl  magnetisch  inducirend  zu- 
rückwirkt, und  somit  entsprechende  Drehungen  der  Molekularmagnete  her- 
Yorbringt,  die  im  ersten  Falle  schneller  als  im  zweiten  rückgängig  gemacht 
werden. 


XTIL  Darstellung  von  Sauerstoff  aus  ohlorsaurem  Kali  Sehr  be- 
kannt ist  die  Vorschrift  zur  Darstellung  von  Sauerstoff  aus  chlorsaurem 
Kali,  wobei  man  dieses  Salz  mit  einem  gleichen  Volum  Braunstein  ge- 
mengt in  einer  Retorte  gelind  erhitzt.     Schon  bei  ein^t  ^^twi^^TL'Y^vicc^^- 
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raturerliöhung  tritt  die  Zersetzung  des  Salzes  ein,  befördert  durch  den 
Contact  mit  dem  Braunstein,  dessen  Zusammensetzung  bei  diesem  Pro- 
cesse  keine  Aenderung  erleidet.     Man  rechnet  deshalb  die  Beförderung 
der  Zersetzung  des  chlorsauren  Kali*s  durch  Braunstein  zu  den  katalyti- 
schen  Wirkungen.     Wicderhold  hat  schon  in  Pogg.  Ann.  Bd.  116,  S.  171, 
nachgewiesen,  dass  nach  erfolgter  Mengnng  mit  folgenden  Sabstanzen  die 
Zersetzung  des  chiorsauren  Kali  bei  den  beigesetzten  Temperaturen  beginnt* 
Schwarzes  Manganüberoxjd  (durch  Schmelzen  von  kohlen- 
saurem Manganoxjdal  mit  chlorsaurem  Kali  erhalten)  und 
braunes  Manganüberoxjd  (aus  Manganchlorur  und  Chlor- 
kalk anf  nassem  Wege  erhalten)  bei 200 — 205*  C. 

Kupferoxjd  (aus  Knpfervitriollösung  mit  Kalilauge  unter 

Kochen  dargestellt)  bei 230—235*  C. 

Platinschwarz  (aus  Platinchlorid  in  alkalischer  Lösung  mit 

Zucker  gefüllt)  bei 200—270^  C. 

Natürlich  vorkommender  gepulverter  Braunstein  bei       •     •  260 — 270^  C. 
Bleiüberoxyd  (dargestellt  durch  Behandeln  von  Mennige  mit 

SalpetersXure)  bei 280— 28&P  C. 

Bei  der  Zersetzung  des  chlorsauren  Kali*s  unter  dem  Einflnss  der  genann- 
ten Substanzen  wird  allemal  Wärme  frei,  es  wird  nur  Chlorkalinm  und 
Sauerstoff,  kein  überchlorsaures  Kali  gebildet.  Bei  neueren  Versuchen 
(Pogg.  Ann.  Bd.  118,  S.  186)  über  die  katalytische  Einwirkung  von  Kör- 
pern auf  erhitztes  chlorsaures  Kali  fand  Wiederhold,  dass  eine  Misehnng 
von  1  Gewichtstheil  chlorsanrem  Kali  mit  \  Gowichtstheil  anf  naaaem 
Wege  bereitetem  Eisenoxyd  schon  bei  110°  bis  120^  C.  Sauerstoff  entbindet. 
Das  Sauerstoffgas,  welches  durch  Erhitzen  von  reinem  chlorsanrem  Kali 
oder  einer  Mischung  desselben  mit  reinem  katalytischen  Körper  erhalten 
wird,  enthält  etwas  Chlor,  wie  schon  früher  nachgewiesen  worden  ist.  In- 
dem wir  hier  nur  die  Hinweise  zur  Darstellung  des  Sauerstoffes  bei  Vor* 
lesungsvcrsuchen  hervorheben,  welche  sich  aus  Wiederhold*s  Arbeiten  ent- 
nehmen lassen,  bemerken  wir,  dass  sich  die  meisten  Versuche  und  Re- 
flexionen seiner  Arbeiten  auf  die  Erklärung  der  hier  erwähnten  katalyti- 
schen Wirkungen  beziehen.  Dr.  Kahl. 


X. 

Der  Heronische  Lehrsatz  über  die  Fläche  des  Dreieckes 
als  Function  der  drei  Seiten. 

Von  Dr.  Fr.  Hultsch  in  Dresden. 


Von  dem  Alexandriner  Ileron ,  der  um  das  Ende  des  zweiten  Jahr- 
hunderts Vor  Christus  blühte,  wusste  man  noch  vor  kurzer  Zeit  kaum  mehr, 
als  dass  er  mehrere  Schriften  mechanischen   und  physikalischen  Inhalts, 
die  zum  Theil  edirt  vorlagen,  geschrieben  und  einige  in  dieses  Gebiet  ein- 
schlagende Erfindungen  gemacht  habe.    Welche  Bedeutung  ihm  aber  auch 
in  der  Geschichte  der  Mathematik  gebühre ,  ahnte  noch  Niemand ,  obwohl 
die  eine  Thatsache,   die  von   einem   italienischen  Gelehrten  bereits  im 
Jahre  1812  authentisch  vorgelegt  war,  zu  weiteren  Nachforschungen  hätte 
fähren  können.     Es  zeigte  nämlich  Venturi  in  seinem  Werke  über  die 
Geschichte  und  die  Theorien^er  Optik,*)  dass  das  Problem,  die  Fläche  des 
Dreieckes  aus  den  drei  Seiten  zu  bestimmen,  dasselbe,  das  man  Anfangs 
Gelehrten  des  15.  Jahrhunderts,  dann  den  Arabern,  zuletzt  den  Indern  zu- 
tehrieb,  bereits  von  Heron  gefunden,  und  die  vollständige  Beweisführung 
in  der  Heronischen  Schrift  tkqI  SiOTcrgag  enthalten  sei.     Doch  diese  Spur 
wurde  vor  der  Hand  nicht  weiter  verfolgt;   selbst  Chasles  begnügte  sich 
mit  einigen  kurzen,  von  Venturi  entlehnten  Andeutungen.**)  Dagegen  sollte 
der  Anstoss  zu  weiteren  Forschungen  von  einer   Seite  kommen,  von  der 
man  es  schwerlich  erwartet  haben  würde.     Schon  seit  dem  Jahre  1688  wa- 
ren von  Montfaucon*)  aus  einer  Heronischen  Handschrift  zwei  Fragmente 
veröffentlicht  worden,  welche  Tabellen  der  Längen-  und  Flächenmaasse 
darstellten.     Vieles  war   darin  räthäelhaft,   aber  so  viel  doch  ersichtlich, 
dass  die  dem  Systeme  zu  Grunde  liegenden  Maasse  nur  dem  Namen  nach 
griechisch ,  in  Wirklichkeit  aber  ägyptisch  sein.     Trotzdem  dachte  länger 
als  ein  Jabrhnndert  Niemand  an  eine  nähere  Untersuchung,  bis  dis  histo- 
risch-philologische Abtheilung  der  französischen  Academie  als  Preisauf- 
gabe für  das  Jahr   1816  aufstellte :    Expliquer  le  sysUme  melrique  (VHeron 


*)  CommentarJ  sopra  la  storia  e  le  tcm^ie  defi*  ottira,  tomo  I.    Bologna  1814. 

*  •)  Aach  die  kürzlich  erschienenen  „Mathematischen  Beiträge  zum  Culturlehen 
der  Völker**  von  M.  Cantor,  die  hei  Ahtassung  vorstehenden  Aufsatzes  noch  nicht  he- 
DQtst  werden  konnten,  lassen  die  Heronische  Fra<^e  unberührt. 

*J  AnsUevia  Graeca  —  erueruni  monachi  BeneeUctini.    Paris  löö8. 
ZeiUchrin  1.  Maliiematik  u.  Physik.  IX.  4.  IQ 
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(fAlexandrie,  et  en  delerminer  les  rapports  avec  les  autres  mesures  de  longueur 
des  anciens.  Die  Aufgabe  wurde  gelöst  von  Letronne  und  mit  dem  Preise 
gekrönt.  Aber  wieder  musste  ein  langer  Zeitraum  verstreichen,  bis  die 
trefFlicbe  Arbeit  zum  Gemeingut  wurde,  denn  der  Verfasser  brachte  sie, 
ungewiss  aus  welchen  Gründen,  nicht  zur  Veröffentlichung.  So  wurde  das 
Werk  erst  nach  seinem  Tode  von  Vincent  im  Jahre  1851  herausgegeben 
unter  dem  Titel:  Recherches  criiiques^  historiques  et  geographif/ues  sur  les 
fragmenls  (THeron  d' Alexandrie.  Aber  trotz  dieser  ungewöhnlichen  Ver- 
spatigung  war  an  dem  ganzen  Werke  noch  nichts  antiquirt;  so  wenig  hatte 
die  Heronische  Frage  in  der  Zwischenzeit  Fortschritte  gemacht.  Letronue 
hatte  mit  richtigem  Blick  gesehen,  dass  die  Untersuchung  über  Heron  sich 
nicht  blos  auf  die  von  der  Academie  gestellte  Frage  beschränken  dürfe, 
oder  vielmehr,  dass  die  Beantwortung  dieser  Frage  gar  nicht  möglich  sei, 
wenn  nicht  die  noch  erhaltenen  geometrischen  Schriften  Heron's  einer 
näheren  Prüfung  unterworfen  würden.  Es  war  ein  glücklicher  Umstand, 
dass  die  Pariser  Bibliothek  bei  ihrem  fast  unerschöpflichen  Keichthum  ge- 
rade auch  für  Hcro  zahlreiche  Manuscripte  besitzt.  Von  diesen  nahm  Le- 
tronne Einsicht,  so  weites  ihm  für  seinen  Zweck  nöthig  erschien;  und  durch 
die  Mittheilungen,  die  er  aus  ihnen  machte,  hat  er  sich  für  alle  Zeiten  den 
Kuhm  gesichert,  als  der  Wiederentdecker  Ileron's  angesehen  zu  werden. 
Allein  das,  was  er  gab,  konnte  nicht  ausreichen,  um  ein  genügendes  Bild 
von  den  Heronischen  Schriften  zu  geben,  und  überdies  hatte  er  gerade  in 
einem  Hauptpunkte  geirrt,  indem  er  Alles,  was  als  Heronisch  überliefert 
war,  auf  einen  Heron  des  5.  Jahrhunderts  zurückführte,  wodurch  die 
ganze  Frage  in  eine  schlimme  Verwirrung  zu  kommen  drohte.  Vor  dieser 
Gefahr  sind  wir  durch  die  Verdienste  eines  Mannes  bewahrt  worden,  der 
mit  seltener  Ausdauer,  mit  dem  reinsten  wissenschaftlichen  Eifer  die  von 
Letronne  gegebenen  Aufschlüsse  nur  dazu  benutzte,  um  die  ganze  Unter- 
suchung wieder  von  vorn  zu  beginnen  und  sie  erst  nach  Erschöpfung  aller 
Quellen  zum  Abschluss  zu  führen.  Es  ist  dies  der  Franzose  Henri  Mar- 
tin, dessen  Recherches  sur  la  vic  et  les  ouvrages  d Heron  d' Alexandrie  im 
Jahre  1854  in  den  Memoircs  presentes  ä  V Academie  des  inscriptions  (/.  serie^ 
tome  IV)  erschienen  sind.  Es  ist  hier  nicht  der  Ort,  auf  eine  noch  so 
kurze  Besprechung  dieser  ausgezeichneten  Arbeit  einzugehen,  die  Übri- 
gens im  eigenen  Vaterlande  dos  Verfassers  wenig  Beachtung  gefunden  zu 
haben  scheint;  nur  zweierlei  möge  hervorgehoben  werden,  was  zum  Ver- 
ständniss  des  Folgenden  nothwendig  ist.  Erstlich  untersuchte  Martin 
sämmtliche  Heronischen  Manuscripte  der  Pariser  Bibliothek  und  theilte 
ausführliche  Analysen  aus  denselben,  zum  Theil  auch  Stücke  des  Original- 
textes mit.  Zweitens  brachte  er  die  Frage  über  die  Epoche  des  Verfassers 
und  die  Beschaffenheit  der  unter  seinem  Namen  Überlieferten  Schriften  in 
Ordnung.  Nachdem  er  nämlich  das  ausgeschieden  hatte,  was  einem  spä- 
ten Byzantiner,  Namens  Heron,  angehört  (g(;wöhnlich  Hero  iutiior  oder 
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recens  genannt),  wies  er  nach,  dass  die  übrigetf  Heronisclien  Schriften, 
vor  Allem  die  Geometrie,  auf  den  alten  Alexandriner  Heron  zarückzu- 
f&hren  seien,  dass  dieselben  aber  nicht  in  der  ursprünglichen,  sondern  in 
einer  mehr  oder  weniger  überarbeiteten  Form  vorliegen.  Ein  Haupt- 
inoment  der  Entscheidung  bildeten  dabei  dia  in  den  Schriften  Heron's  ein- 
gestreuten metrologischen  Tafeln ,  dieselben ,  die  auch  den  ersten  Anstoss 
anr  Wiederauffindung  Heron's  gegeben  hatten.') 

Aber  selbst  nach  Martin's  Untersuchungen  blieb  es  noch  übrig,  den 
letzten  Schritt  zu  thun ,  oder  vielmehr  eben  durch  dieselben  hatte  sich  die 
Nothwendigkeit  dieses  Schrittes  unabweisbar  herausgestellt:  es  mussten 
die  betreffenden  Werke  Heron's  im  Grundtext  veröffentlicht  werden.  Die- 
ser Aufgabe  hat  sich  der  Unterzeichnete  unterzogen,  er  hat  die  sämmt- 
lichen  geometrischen  und  stereometrischen  Schriften  Heron's  aus  9  Pariser 
Handschriften  entnommen  und  dieselben  bereits  der  Weidmännischen 
Buchhandlung  in  Berlin  zum  Drucke  übergeben. 

Die  Heronische  Geometrie  und  Stereometrie  sind  uns  in  verschiedenen 
Bearbeitungen  überliefert.  Die  umfänglichste  darunter  führt  den  Titel 
Dro^CT^ot/fievo ,  sie  ist  zugleich  diejenige,  welche  am  wenigsten  von  ihrer 
ursprünglichen  Gestalt  verloren  hat.  Alle  diese  Sammlungen  aber  sind 
nur  für  praktische  Zwecke  bestimmt  gewesen ,  sie  enthalten  Aufgaben  mit 
bestimmten  Zahlen  und  geben  deren  Lösung  ohne  Rücksicht  auf  den  allge- 
meinen Satz,  der  als  bekannt  vorausgesetzt  wird.  Schon  daraus  erhellt 
die  Stellung,  welche  diesen  Schriften  anzuweisen  ist.  Die  Mathematik 
als  Wissenschaft  wird  auf  der  Höhe,  wo  sie  jetzt  steht,  in  jenen  prakti- 
schen Hilfsbüchern  Ausbeute  weder  suchen  noch  finden;  aber  für  die  Ge- 
schichte der  Mathematik,  ja  für  die  Culturgeschichte  im  Allgemeinen  wer- 
den sie  von  einer  bis  jetzt  noch  gar  nicht  zu  übersehenden  Bedeutung  sein. 

Versuchen  wir  das  in  Kürze  anzudeuten.  Nach  dem  Untergänge  der 
griechischen  Freiheit  und  der  Zerstückelung  des  macedonischen  Reiches 
fand  die  Wissenschaft  ihre  sicherste  Stätte  in  Alexandria.  Hier  hatten 
schon  Euklid  und  Apollonius  gelehrt,  hier  wirkte  auch  etwas  später  Heron. 
In  Aegypten  bestand  eine  uralte  Wissenschaft  der  Geodäsie  und  damit 
zusammenhängend  gewisser  Elemente  der  Geometrie.  Bei  den  Aegyptern 
waren  die  ersten  Griechen,  die  geometrische  Studien  pflegten,  in  die  Lehre 
gegangen.  Jetzt  machte  es  sich  die  griechische  Dynastie,  die  Aegypten 
regierte,  umgekehrt  zur  Aufgabe,  die  alteinheimische  Weisheit  mit  den 
Resultaten  der  griechischen  Wissenschaft  zu  verschmelzen,  und  das  daraus 
gebildete  System  der  praktischen  Geometrie  ebenso  populär  zu  machen, 
als  es  bisher  die  Hegeln  der  einheimischen  Landvermesser  gewesen  waren. 
Diese   Popularisirung  der  griechischen   Wissenschaft  in   dem   Ptolemäer- 


*)  Von  diesor  Seite  hat  der  Unterzeichnete  die  ganze  Heronische  Frage  ausführ- 
lich behandelt  in  den  dcmnilchst  erscheinenden  Reliquiae  scriplorum  metrologirorum 
(Leipzig.  Tciibiicr). 
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reiche  hat  Heron,  gewiss  iin  Auftrage  der  Kegierang,  darchgeführt.  Es 
ist  eiu  höcht  interessanter  Gang,  dies  ins  Einzelne  za  verfolgen  nnd  nach- 
zuweisen; doch  muss  hier,  weil  es  uns  zu  weit  abführen  würde,  davon  ab- 
gesehen werden.  Aber  weiter  ist  wichtig  für  die  Geschichte  der  Mathe- 
matik, dass  die  Lehrbücher  Ileron's  eine  Verbreitung  gefunden  haben,  die 
auf  viele  Jahrhunderte  und  räumlich  auf  die  entferntesten  Länder  sich  er- 
streckt. Im  Osten  des  römischen  Reiches  und  später  im  byzantinischen 
Kaiserstaat  blieben  griechische  Lehrbücher,  die  nach  den  Herouischen  be- 
arbeitet waren ,  bis  weit  über  das  10.  Jahrhundert  in  Gebrauch.  Für  die 
andere  Hälfte  des  römischen  Reiches  vertraten  denselben  Zweck  lateini- 
sche Uebersetzungen  und  Bearbeitungen.  Der  römische  Schriftsteller 
über  den  Landbau  Columella  hat  ganze  Abschnitte  geodätischen  Inhaltet 
von  Heron  entlehnt;  ferner  in  den  Schriften  der  Groniatiker  finden  sich 
allenthalben  Anknüpfungen  an  Jleron;  ebenso  in  den  Lehrbüchern  des 
Boethius  und  den  i^päteren  Fortsetzungen  derselben,  die  wiederum  bis  in 
das  10.  Jahrhundert  hinabreichen.  Dass  auch  die  Araber  Heronisches 
aufgenommen  haben ,  ist  nach  den  eben  gegebenen  Thatsachen  selbst  ohne 
weiteren  Nachweis  wahrscheinlich;  wir  werden  aber  im  Folgenden  auf 
einen  Fall  noch  besonders  zurückkommen.  Endlich,  und  das  ist  gewiss 
das  Interessanteste,  auch  die  alten  Hindus,  die  seit  Alexanders  Erobe- 
rungszügen in  einer  wenn  auch  noch  so  schwachen  Vcrbiudung  mit  der 
Cultur  des  Abendlandes  geblieben  waren ,  haben  sicherlich  die  Ausläufer 
der  Ileronisclien  Lehrbücher  gekannt  und  benutzt. 

Es  wurde  vorhin  gesagt,  Heron  habe  seine  Lehrbücher  im  Auftrage 
der  Kegierung  abgefasst.  Das  würde,  von  irgend  einem  anderen  Staate 
des  Alterthuuies  gesagt,  unglaublich  erscheinen;  allein  mit  den  Verhält- 
nissen des  Ptolemäerreiches  stimmt  es  vollkommen.  Die  möglichste  Cen- 
tralisation  der  Verwaltung,  die  ausgebildetste  Regierungsallgewalt,  in  ähn- 
licher Weise  wie  in  den  meisten  modernen  Staaten,  war  von  Alters  her 
Aegypten  eigentliümlich.  Dies  blieb  unverändert,  mochten  die  Herren 
des  Landes  Perser,  Griechen  oder  Römer  heissen.  Die  Ptolemäische 
Dynastie  vor  Allem  begründete  ilire  Festigkeit  und  ihre  lange  Blüthe  auf 
weise  Beachtung  der  cigenthünilichen  Institutionen  des  Landes,  mit  denen 
sie  nur  mit  der  grössten  Vorsicht  die  Elemente  der  griechischen  Cultur 
verknüpfte.  Dies  bewies  sie  auch  in  der  Ordnung  aller  Maassverhältnisse, 
die  mit  der  uralten  Verinessungskunst  des  vom  Nil  alljährlich  über- 
sclnvennnten  Landes  und  demnach  mit  dem  allgemeinen  Wohlstand  in  so 
engem  Zusammenhange  standen.  Die  nöthigsten,  hierzu  gehörigen  An- 
ordnungen muss  schon  der  erste  Ptolemäer  getroÜen  haben,  allein  die 
eigentliclie  Popularisirung  derselben  —  das  last  sich  sicher  nachweisen  — 
ist  auf  die  Epoclie  Ileron's  und  auf  dessen  Mitwirkung  zurückzuführen. 

Jedoch  beschränken  sich  die  Verdienste  Ileron's  nicht  allein  auf  das, 
was  er  für  praktische  Bedürfnisse  gethan  hat;  er  hat  auch  das  Gebiet  der 
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BMtbematischen  WissenscLaft  durch  eigene  Entdeckungen  bereichert.  Lei- 
der lS88t  sich  das  nicht  mehr  vollständig  nachweisen,  da  seine  wissenschaft- 
lich mathematischen  Schriften  verloren  gegangen  sind;  aber  einzelne  Spuren 
sind  doch  noch  geblieben.  Theils  fähren  darauf  verschiedene  Citate  in 
den  uns  erhaltenen  Heronischen  Werken,  theils  lässt  sich  Einiges  aus  der 
Geometrie  des  Inders  Brahmegupta  folgern,  worauf  wir  noch  zurückkom- 
men; vor  Allem  aber  zeigt  es  der  durch  einen  glücklichen  Zufall  uns  er- 
haltene Lehrsatz  über  die  Fläche  des  Dreieckes  als  Function 
der  drei  Seiten,  dessen  nähere  Besprechung  wir  uns  hier  vorgesetzt 
haben. 

Dieser  Lehrsatz  ist  enthalten  in  der  Heronischen  Schrift  ntgl  öiontgag^ 
die  bisher  nur  durch  die  Uebersetzung  Venturi's  (oben  Anm.  1)  bekannt 
ist.  Die  Öi07ct(ftKi]  Tixvrj  der  Alten  hatte  nichts  mit  der  Wissenschaft  der 
Optik  zn  thun;  sie  war  lediglich  ein  Theil  der  praktischen  Geometrie,  in- 
sofern dieselbe  zur  Rauuimessung  sich  des  Instrumentes  bediente,  welches 
den  Namen  StoTtTga  führt.  Die  Heronische  Schrift  nfgi  öiontQag  enthält 
snnächst  eine  Beschreibung  dieses  Instrumentes,  und  danach  zahlreiche 
Aufgaben,  in  denen  dasselbe  seine  Anwendung  findet;  ausserdem  aber 
auch  einige  Probleme  der  praktischen  Geometrie  und  der  Mechanik ,  die 
nichts  mit  dem  Diopter  zu  thun  haben.  Diese  haben  sicher  nicht  ur- 
sprünglich zu  dem  Werke  gehört,  sie  sind  von  einem  späteren  Bearbeiter  aus 
anderen  Heronischen  Schriften  eingeschoben  worden.  Wir  sind  hier  ein- 
mal in  dem  Falle,  einem  unberufenen  Interpolator  Dank  zu  wissen,  denn 
nur  durch  ihn  ist  uns  der  Satz  über  das  Dreieck  erhalten. 

Venturi  benutzte  für  seine  Uebersetzung  eine  Pariser  und  eine  Strass- 
hurger  Handschrift.^)  Dies  sind  die  einzigen  Manuscripte,  die,  so  weit 
man  bis  jetzt  weiss,  das  Heronische  Werk  ni(^l  diOKtgag  vollständig  ent- 
halten,^) und  es  erhält  dadurch  Venturi's  Uebersetzung  fast  den  Werth 
eines  Originales,  weshalb  wir  dieselbe,  zumal  da  das  Buch  in  Deutschland 
selten  sein  dürfte,  hier  in  wortgetreuer  Uebertragung  hinstellen  wollen. 
Geändert  haben  wir  dabei  nur  die  Buchstaben,  welche  Venturi  italienisch 
^ebt,  z.  B.  C  für  y,  T  für  0,  was  die  Uebersicht  unnöthig  erschwert; 
ausserdem  sind  der  Deutlichkeit  wegen  einigemal  einzelne  Worte  in 
Klammern  von  uns  hinzugesetzt  worden.  £ndlic1i  in  Betreff  der  Figur 
bemerken  wir,  dass  Venturi  gemäss  dem  Beispiele,  welches  Heron  selbst 
am  Schlüsse  des  Beweises  giebt,  ein  Dreieck  genommen  hat,  dessen  Seiten 
rieh  wie  13  :  14  :  15  verhalten.  Allein  dabei  ist  die  Inconvenienz,  dass  die 
gebrochenen  Linien  j^riß  und  yv^  ^^^  ^^^  Auge  wie  Gerade  erscheinen, 
was  durch  eine  Aenderung  der  Figur  leicht  zu  vermeiden  war.  Ich  glaubte 


*)  8.  das  unter  Anm.  1  angeführte  Werk  S.  70  f.  Der  Heroniscbe  Satt  selbst 
nimmt  Cap.  30  der  Uebersetzung  (ö.  123  f.)  ein. 

*)  Eine  dritte  in  Wien  befindliche  (eod,  philo»,  gr.  HO  Nessel)  soll  unvollstHndig 
•ein. 
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mich  aber  um  so  mehr  berechtigt,  ein  beliebiges  Dreieck  zu  wählen,  da  die 
von  mir  benutzte  Pariser  Handscbrift  gar  keinen  Anhalt  bot.  Die- 
selbe enthält  nämlich  als  Figur  ein  regelmässiges,  aber  höchst  anvoll- 
kommen aus  freier  Hand  gezogenes  Siebeneck.  Aus  der  Mitte  sind  nach 
den  drei  oberen  Ecken  Radien  gezogen,  und  eben  daher  ist  in  dem  einen 
Dreieck  eine,  in  dem  anderen  zwei  Gerade  nach  der  Basis  gezogen.  So- 
wohl die  Berührungspunkte  dieser  Geraden  mit  den  Basen ,  als  die  Eck- 
punkte des  Siebeneckes  sind  in  ganz  confuser  Weise  mit  den  Buchstaben 
a  bis  X,  bezeichnet.  Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  diese  Figur  vollständig 
corrupt  ist,  und  dass  dagegen  Venturi  die  richtige  Construction  nach  der 
deutlichen  Beschreibung  bei  Heron  wieder  hergestellt  hat.  Nur  in  einem 
Punkte  hat  er  sich  geirrt.  Er  nennt  den  Radius,  der];auf  ay  trifft,  17  j,  und 
denjenigen,  der  aß  trifft,  rj^.  Allein  die  natürliche  Ordnung  ist  die  umge- 
kehrte: ö  gehört  zu  a/3  und  ^  zu  ay,  wie  Jeden  ein  Blick  auf  die  Figur 
überzeugen  wird.  Und  dem  entsprechend  lautet  anch^^die  Ueberlieferung 
in  dem  griechischen  Texte.  Wir  haben  daher,  um  die  kostspielige  Her- 
stellung einer  zweiton  Figur  zu  vermeiden  ,•  den  Text  bei  Venturi  so  geän- 
dert, dass  dieselbe  Figur  sowohl  für  diesen,  als  für  den  griechischen  Text 
benutzt  werden  kann.  Venturi  hat  (§4):  e  ABXIIZ  doppio  del  irian- 
golo  AHB  ed  ÄQXHD  doppio  di  AHG;  wofür  wir  setzen  :*„und  o/3Xi}d 
das  Doppolte  des  Dreieckes  aiy/3,  und  a^^Xi/^ldas  Doppelte  von  aiyy". 
Alles  übrige  bleibt  unverändert. 


Es  folgt  also  zunächst  der  Ileronische  Satz  nach  Venturi. 

(1)  Wenn  die  Seiten  eines 
Dreieckes  gegeben  sind,  die 
Fläche  desselben  zu  finden. 
Man  kann  allerdings,  indem 
man  eine  Kathete  zieht  und 
deren  Länge  misst,  die  Fläche 
des  Dreieckes  finden.  Aber 
es  sei  aufgegeben,  die  Fläche 
zu  messen,  ohne  die  Kathete 
zu  kennen. 

(2)  Es  sei  das  Dreieck 
aßy^  und  es  sei  jede  seiner 
Seiten  gegeben :  es  wird  auf- 
gegeben die  Fläche  dessel- 
ben zu  finden.  (3)  Man 
schreibe  in  dasselbe  den 
Kreis  ^^f  ein,  dessen  Mittelpunkt  rj  sei.  Man  ziehe  r^a  t;/3  riy  f}ö  r^B  i?f. 
(4)  Es  wird  ßyXrjt  das  Doppelte  des  Dreieckes  ßriy  sein,  und  aßXrid 
das  Doppolte   des  Dreieckes   a?/|3,   und   ayXi/J  das  Doppelte  von  ccfjy. 
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(5)  Also  das  Prodact  des  Perimeters  des  Dreieckes  aßy  mit  dem  Kadins  rjs 
des  Kreises  de  £  ist  das  Doppelte  des  Dreieckes  aßy, 

(6)  Man  verlängere  yß  önd  mache  /Sd  =  ad.  So  wird  yO  die  Hälfte 
des  Perimeters  des  Dreieckes  ctßy  sein.     Also   ist  die  Fläche  desselben 

y&Xfii  (7)  =  j/y^^X^~B\ 

(8)  Man  ziehe  ??xA  perpendikulär  zu  rjy^  ßX  perpendikulär  zu  ßy,  und 
verbinde  yA.  (9)  Weil  die  beiden  Winkel  yrjX  und  yßk  rechte  sind,  so 
sind  die  beiden  [Geraden]  yri  und  ßk  m  der  Peripherie  eines  Kreises,  und 
der  Winkel  rjiy  ist  =zfjßy.  Und  weil  die  beiden  [Winkel]  t;Ay  +  i^yA 
zusammen  in  ihrer  Summe  einen  rechten  Winkel  bilden ,  so  werden  auch 
die  drei  [Winkel]  rjßy  +  rjyß  +  ßyX  dieselbe  [Summe]  bilden.  (10)  Aber 
da  die  Geraden  ^jj3,  ^y,  ricc  die  drei  Winkel  des  vorliegenden  Dreieckes  in 
der  Mitte  schneiden,  so  bilden  auch  die  drei  Winkel  rjßy  +  rjyß  +  rjaö  in 
ihrer  Summe  einen  rechten  Winkel.  (11)  Also  ist  der  Winkel  riad  =  ßyk; 
und  das  Dreieck  rjad  ist  ähnlich  dem  [Dreieck]  yßL  (12)  Also  wird  sich 
yß:  ßX  =  €tö:8fiy  oder  ß&irie  verhalten;  und  andererseits  yß:ß^  =  ßk:fiB 
oder  =/Jx:xe*)  und,  indem  man  es  zusammenfasst,  y&  :ß^  =  eß:  ix. 
(13)  Und  folglich  wird  auch  sein  y^*:y^X/30  =  y€X£/3:  ycXfx,  oder 
[=y£X«/J:]t/t*.  (14)  Woraus  ferner  sich  ergiebt  y^Xj3^XycX€j3== 
y^*Xrji^]  die  Wurzel  aber  von  diesem  letzten  Product  war  die  Fläche 
des  Dreieckes.  (15)  Und  jede  von  den  vier  ersten  Geraden  ist  gegeben, 
insofern  yO  die  Hälfte  des  Perimeters  ist;  ß^  soviel  als  ebendieselbe 
Hälfte  des  Perimeters  über  ßy  hervorragt;  ye  soviel  als  dieselbe  Hälfte  über 
aß  hervorragt;  und  eß  ist  das  mehr  derselben  Hälfte  über  die  Seite  ay. 
Also  ist  die  Fläche  des  Dreieckes  gegeben. 

(16)  Dies  wird  so  zusammengestellt  werden.  Es  sei  o|3  =  13,  ßy  =  14, 
ya=:  15.  Ihre  halbe  Summe  wird  21  sein.  Ich  ziehe  davon  13  ab,  bleibt 
8,  nachher  14,  bleibt?,  nachher  15,  bleibt  0.  Indem  ich  unter  einander 
21X8X7X6  multiplicire ,  kommt  heraus  7056,  wovon  die  Wurzel  84  die 
Fläche  des  Dreieckes  sein  wird. 

Dieser  von  Venturi  gegebenen  Darstellung  des  Heronischen  Beweises 
fttge  ich  nun  unmittelbar  den  bisher  noch  nicht  edirten  Originaltext  an, 
wie  ich  ihn  ans  dem  Pariser  cod,  Graec.  2430,  demselben,  welchen  Venturi 
benutzt  hat,  entnommen  habe.  Die  Handschrift  ist  wie  die  meisten,  in 
welchen  die  griechischen  Mathematiker  uns  überliefert  sind,  sehr  jung;  sie 
gehört  dem  16.  Jahrhundert  an.  Eine  grosse  Schwierigkeit  machten  die 
ungewöhnlichen  Abkürzungen,  mit  denen  sie  geschrieben  ist.  Ich  ent- 
nahm daher  eine  in  jedem  Zug  getreue  Copie  und  probirte  dann  die  ver- 
schiedenen, fast  hieroglyphischen  Zeichen  so  lange  durch,  bis  Alles  unter 
einander  stimmte.  Eine  sichere  Aushülfe  bot  ausserdem  der  Sprachge- 
brauch bei  Euklid,  an  welchen,  wie  sich  mir  immer  deutlicher  zeigte,  Horon 
sich  genau  angeschlossen  hat.     Dagegen  Hess  mich  die  Aushülfe,  die  am 

*)  Venturi  hat  hier  irrthümlich  ff  E^  die  Pariser  Handschrift  richtig  «a. 
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nächsten  zu  liegen  schien,  die  Venturischo  Uebersetznng ,  gerade  an  einer 
entscheidenden  Stolle  im  Stich,  wo  offenbar  Yenturi  ebenfalls  die  Gorrnp- 
tel  gefunden  nnd  sich,  so  gut  er  konnte,  durch  eigene  Vermuthnng  darüber 
hinweg  geholfen  hatte.  Doch  um  wieder  auf  die  Zeichen  zu  kommen,  so 
waren  selbstverständlich,  nnd  auch  durch  andere  mathematische  Hand- 
schriften bekannt,  die  Noten  für  rglycovov  und  xvxAo^,  das  eine  ein  anf  dem 
Scheitel  stehendes  Dreieck,  ^,  das  andere  ein  kleiner  Ring  mit  einem 
Punkt  in  der  Mitte.  Schwieriger  war  schon,  dass  an  einer  Stelle  (S  5)  das- 
selbe Zeichen,  ein  Ring  mit  Punkt,  auch  für  xivTQov  vorkam ;  es  sind  die 
Worte  TovxiöTi  rrjg  ix  kIvtqov  tov  dfc  xvkXov,  Hier  stehen  also  für  xivxQov 
wie  für  xvxkov  die  gleichen  Zeichen,  und  das  Richtige  war  nur  ans  dem 
Zusammenhange  und  aus  Vergleichung  mit  Euklid ,  der  den  Radius  ij  {% 
nivTQov  nennt ,  herauszubringen.  Kurz  vorher  {§  3)  war  xivrQov  merk- 
würdiger Weise  bezeichnet  durch  ie,  was  anfangs  mit  Recht  ganz  räthsel- 
haft  erschien.  Doch  erklärte  es  sich  aus  einer  anderen  mathematischen 
Handschrift,  dem  cod.  Graec.  2301  pag.  401  extr.,  wo  xivxQov  durch  die  so 
einem  Monogramm  vereinigten  Buchstaben  K  E  gegeben  war,  was  leicht  in 
IE  verschrieben  werden  konnte.  Ferner  für  tcog  war  das  Zeichen  ein 
oben  offenes  ^,  enstanden  aus  den  Anfangsbuchstaben  J£,  wobei  man  sich 
jedoch  für  £  jenes  Zeichen  denken  muss,  welches  dem  lateinischen  C  ent- 
spricht. Das  alles  war  verh«'lltnissmä<«sig  leicht  herauszubringen.  Lange 
aber  entzogen  sich  der  Entzifferung  drei  räthselhafte  Zeichen ,  die  sich  oft 
wiederholten,  das  erste  entfernt  ähnlich  einem  f,  oder  einem  nach  rechts 
offenen  Halbkreis  mit  einem  Querstrich  in  der  Mitte,  das  zweite  eine 
schräge  Linie  mit  einem  Punkt  an  jeder  Seite,  das  dritte  ein  schiefliegen- 
des, unten  durchstrichenes  q."^)  llior  konnte  eben  nur  aus  der  Wieder- 
holung der  Zeichen  auf  deren  Bedeutung  geschlossen  werden.  Nach  viel- 
fachem Herumtasten  stellte  sich  sicher  heraus,  dass  das  erste  Zeichen  o^a, 
das  zweite  iar/,  das  dritte  Sotai  bedeute.  Erst  nachdem  dies  endlich  auf- 
gefunden war,  konnte  ich  daran  denken,  an  die  eigentliche  Constituirnng 
des  Textes  zu  gehen,  d.  h.  die  noch  übrigen  in  der  Handschrift  befind- 
lichen Fehler  durch  Kritik  zu  beseitigen  und  das  Fehlende  durch  Conjec- 
tur  wieder  herzustellen.  Denn  auch  das  Letztere  war  an  mehreren  Stellen 
erforderlich,  besonders  an  der  bereits  angedeuteten,  wo  Venturi  den  über- 
lieferten Text  verlassen  und  ein  ganz  neues  Beweisglied  eingefügt  hatte. 
Hier  galt  es  vor  Allem,  durch  eine  möglichst  geringe  Aenderung  dem  ur- 
sprünglichen Texte  wieder  zu  seinem  Rechte  zu  verhelfen. 

Wir  lassen  nun  den  griechischen  Text  folgen,  wobei  wir  nur  diejenigen 
Abweichungen  von  der  Handschrift  noch  angeben,  die  in  dem  eben  Gesagten 
nicht  ausdrücklich  bemerkt  worden  sind. 


^)  Die  IJüSchroibaiiüf  kann  natürlich  nnr  anniihernd  die  wirkliche  Form  der  Zei- 
chen andeuten.  Sicherer  würo  eine  antl»enti8''ht?  Wiedersähe  derselben  gewesen, 
doch  war  das  an  dieser  Stelle  aus  äusseren  (iründen  nicht  thunlich. 
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TQtytiivov  öod'natov  to5v  nXfvgdSv  fvgnv  ro  iaßccdov,     dvvcexov  filv  ovv    ^ 
löTiv  ayayovra  fiiav  xdd'nov  Kai  noQiactfiEvov  avxijg  t6  fiiyf'^og  iVQStv  xov 
TQtyoivov    To    ifißaöov.     didoö^CD   öe    x&)^i?    Tfjg    nad^ixov    xo     IfißccSov    no- 

"Eaxm  TO  öo^iv  xqiytüvov  xo  ccßy  xai  i'öxcD  iKotaxtj  xaov  nXEvgaS^v  ^ 
doüuca,  fVQflv  TO  iußaöov.  iyyEyQ(i(p^a}  6i  elg  xo  XQiyovov  xvxkog  6  dff,  ^ 
ov  xivxQOv  laxfo  xo  rj.  xa\  insj^tvx^^toaav  at  rjarjßrjyfiÖJjsrj^.  to4 
l*iv  Sifa  vno  ßy  V^  ömXdaiov  iaxi  xov  ßtjy  rgiycivov,  xo  öl  vno  aß  tyd 
TotT  «i?/3,  TO  dl  vno  «y  r/f  toi7  «yry.  to  ovv  vno  xijg  nfQifiixQOV  xov  aßy  5 
rfftyoivov  xai  xrjg  rjSy  xovxiaxL  xrjg  ix  nivxQov  xov  d;fs  xvkXov  dmXdaiov 
laxi  xov   aßy   xQiyoivov, 

^KßißXijßd^m  1]  yßy  xal  x^  ad  tatj  Ktia^oü  fj  ßd',     ?[  aQct  ^y  i^iiiasid    0 
iari  rrjg   ntQi^lxQov,    xo    aqa   vno   &y  cij   Ißov  iöxl  xa  xov  aßy  xQiycivov 
iltßadw,^^     dXXd  xo  vno  &y  {tj  nXtvQci  iaxt  xov  dno  &y^)  in\  xo   dno  xov    7 
ciy.     Tot;  Sqcc  ano  9y  in\  xo   dno  f »?  if  nXevgd  Icvat,  xov  xQiycivov  ifißadov. 

"Hx^m  T-Q  fiy^^)   nqog   OQ&ag  ij  t?A^^),  xy    öl   ßy  i^  ßXy   xal  ins^^vx^oü    8 
ff  yX^.     intl  ovv  oq^ij  iaxiv  iKaxiga  tdSv  vno  ytjX  yßX^^)^  Iv  nvnXcp  dqa    9 
Maxi  TO^'*)  rnßX,     al  aqa  vno  y^  yT^")  ^^^*^  o^^^ar^  laa*.     aAila  xaJ  10 
ai  vno  yriß  ar\ö  öva\v  oQ^alg  Xcai^^)  Öia  xo  ölxct  x^fivsad-at  xdg  ngog 
%£  fl  yoivlag^^)   xalg  arj  ßri  yrj.     To»?   aga  ioxiv  ij  vno  arjd   rrj  vno  yXß,  11 
Ofiotov  Squ  xo  atfö^'^}  TW  yßX  xQiycivo).     dg  aga  if  ßy  ngog  ßX,  ovx(Qg^^)  12 
1^  ai  ngog  Örj^  xovxiaxiv  r}  ^ß  ngog  rji.     xal    ivaXXd^  oSg  rj  yß  ngog  ß9, 
ovxwg^  ri  ßk  ngog  rje,^)  xovxiaxiv  i^  ßx  ngog  xf.     xai  avvtyivxt  cog  rj  yi)" 
ngog  ^/5,  ovxa)g   rj  ßB  ngog   «x^^).     Zoxz   xa)    (og  xo    dno  y^  ngog  xo  vno 
y^  ^ß^)^  ovxcog  xo  vno  ß e  ey  ngog  xo  vno  ys  fx^),  xovxian  ngog  x6^) 
ano  i}f.     äöxi  xo   dno   yd"  int  xo  ano  (77^^)9    ov  nXivgd   rjv    xo    xglymvov^ 
X0OV  füxai  TcJ  vno  yd'  ytß  inl  ro  vno  ys  fß»^)      xal  iaxai  öod'siaa  iKdaxrj  1"* 
tSv  yd  dß  ßs  iy.^)     ^  fiiv  yd  rjfilösid  laxiv  x'^g  nsginixgov  if  öl  dßj  ^^ 
tjv^)  vnsgoxfiv vntgix^i  rj  i^filasia  xrjg  negifiixgov  xijg ßy  if  ölyty^)  vnsglxfi  if 


")  Die  Handschr,  ifißaöov.     »)  Hs.  dv. 

*•)  Hs.  ry.  **)  Venturi  hat  genauer  lyxl;  doch  ist  die  Aenderiing  nicht  unum- 
gänglich^ nothwendig.  »•)  lls._y3r_J')  yßi  fehlt  in  der  Hs.  "»)  Hs.  t«.  ")  Für 
^n6  yrjß  yXß  hat  die  Hs.  dno  yrj  yX  ")  Die  Worte  dXXoi  his  fcJat  fehlen  in  der  Hs. 
*•)  Hs,  ngog  xo  rjymvtag  *^  Vor  ariB  schiebt  die  Hs.  irrthümliche  in  xovTeaviv  i^  dß, 
wa«  offenbar  ans  der  folgenden  Zeile  hier  herüber  gekommen  ist.  *")  Die  Hs.  hat  aßX 
und  l%88t  ovrag  wcjr.  Hinzugesetzt  ist  das<4elbc  nach  dem  constanten  Sprachgebrauch 
bei  Euklid.  '')  ovxmg  fehlt  wieder  in  der  Hs.  *^)  Hs.  v7.  «)  Hs.  17X.  ^)  Tis.  nghg 
xm  ^no  ydß,  ")  Hs.  xö  vno  ßiyngog  xm  vxb  y7n,  •<)  Hs.  xm.  **)  Hs.  drj. 
«)  H«.  x6  vno  ydß  •  iml  xö  vno  yTß.    ")  Für  T^  hat  die  Hs.  'EN.     ^)  riv  fehlt  in 
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i^filasia  xijg  nSQifiitgov   xrjg  aß'   if   6h  eßy   ?y  iSnegiiBi  tj  ripilatitt  Tifg 
ntQifiixQov   trjg  ay,^)     Öod'kv  Sga  xorl  ro  ifißaSov  tov   TQiydvov.^) 
lÖ  Uwisd^aexai  örj  ovxcog.     ^ax(o  if  {ihv  aß  (toigcov  ty\  'q  Öi  ßy   fioigtov 

id\  ij  8i  ya  fAOiQtav  u,  avvxi^n^^)  xag  xQilg'yivovxai  ^ßt'xovxiov  xo 
^fiKTv  na ,  S(psks  xa  iy\  komov  ri'^  xcel  xa  i8\  Xoinov  ^,  xori  to  ib'j  Xoiitov 
g'.  xa  xa  rf  ^  sr'  5/  akl^ktov  ylvovxai  ^fvsr"^).  tov  xtav  if  TtXivQa  laxoi 
7td\^)     xo  i^ßaöov  xov  xgiycovov  nö  •^^) 

Wir  wenden  uns  nun  dazu,  den  Originaltext  Heron's,  soweit  es  nöthig 
ist,  zu  erläutern  und  die  darin  von  uns  angebrachten  Aenderungen  zu  be- 
gründen. 

Der  Gang  des  Heronischen  Beweises  zerfllllt  deutlich  in  drei  Haupt- 
theile.  Zuerst  werden  durch  Construction  zwei  Gerade  gebildet, 
deren  Product  die  Flliche  des  Dreieckes  darstellt.  Die  eine  dieser  Gera- 
den ist  gleich  der  Hälfte  des  Perimeters  des  Dreieckes,  die  andere  ist  der 
Radius  dos  eingeschriebenen  Kreises.  Dabei  wird  noch,  um  den  Schluss 
des  Beweises  vorzubereiten,  vorläufig  ausgesprochen,  dass  man  anstatt  des 
Productcs  dieser  beiden  Geraden  auch  die  Wurzel  aus  dem  Product  ihrer 
Quadrate  setzen  könne.  Zweitens  wird  an  der  Basis  der  Figur  ein 
Hülfsdrcicck  construirt,  und  von  diesem  nachgewiesen,  dass  es  dem  Drei- 
ecke ähnlich  ist,  welches  rechts  an  der  Spitze  des  Hauptdreieckes  durch 
einen  Theil  des  Perimeters,  durch  die  Halbirungslinie  des  Winkels  an  der 
Spitze  und  den  Radius  gebildet  wird.  Nachdem  die  Aehnlichkeit  dieser 
beiden  Dreiecke  nachgewiesen,  so  folgt  drittens  eine  Kettenrechnang 
von  Proportionen,  die  zu  dem  Resultate  führt,  dass  das  im  ersten  Haupt- 
theil  aufgestellte  Product  der  Quadrate  des  halben  Perimeters  und  des 
Radius  sich  auflöst  in  das  Product  von  vier  Geradon,  welche  sämmtlich 
durch  die  drei  Seiten  gegeben  sind.  Die  erste  dieser  Geraden  nämlich  ist 
die  Hälfte  des  Perimeters,  die  drei. anderen  die  jedesmalige  Differenz  einer 
Seite  von  eben  derselben  Hälfte.  Endlich  die  Wurzel  aus  diesem  Product 
ist  die  Fläche  des  Dreieckes. 

Die  weiteren  Bemerkungen  lassen  wir  am  besten  folgen,  indem  wir  an 
die  boigeschriebenen  Paragraphenzahlen  anknüpfen. 

In  2$  1  wird  die  Aufgabe  ganz  nach  der  bei  den  griechischen  Mathe- 
matikern üblichen  Weise  aufgestellt.  Dabei  wird  bemerkt,  dass  man  die 
Fläche  auch  finden  könne,  indem  man  die  Kathete,  d.  h.  die  aus  der  Spitze 
zur  Basis  gezogene  Normale  berechne.  Diese  letztere  Bedeutung  näm- 
lich hat  das  griechische  noQiadfievov^  wofür  Venturi  falsch  misurando 
setzt.     Es  folgt  also  aus  den  Worten  Heron's,  dass  derselbe  auch  den  Satz 


der  Hs.  «»)  Hs.  ?.  '°)  Die  Worte  ^  6\  Bß  bis  xijg  ay  fehlen  in  der  Hs.  »^  Für  TO^ 
xQiy(6vov  hat  die  Hs.  blos  das  Dreieckszeichen.  ";  Hs.  cvvxi9'fvxBg.  •')  Hs.  Jiyg. 
**>)  Hs.  Tjd.  '^)  Am  Scliluss  fügt  die  Hs.  hinzu  l- ,  waa  hier  Interpunctionszeicheu, 
nicht  die  Note  für  icxL  ist. 
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ktnnte,  wonach  die  Höbe  des  Dreieckes  aus  den  drei  Seiten  berechnet 
wird.  Dies  wird  bestätigt  durch  das  VIII.  Kapitel  der  Jleronischen  Geome- 
trie (S.  63  ff.  meiner  Ausgabe),  wo  in  angewandten  Beispielen  die  Höhe  des 
Dreieckes  aus  den  drei  Seiten  gefunden  wird.  Die  allgemeine  Formel 
cltf&r  nebst  dem  Beweis  stand  jedenfalls  in  einem  jetzt  verloren  gegange- 
nen Werke  desselben  Schriftstellers.     (Vergl.  S.  149  meiner  Ausg.). 

S  2—5.  Anfang  des  Beweises.  Erste  Hülfsconstruction.  In  der  For- 
derung, den  eingeschriebenen  Kreis  zu  ziehen,  liegt  zugleich  die  andere, 
die  drei  Winkel  zu  halbiren ,  was  als  selbstverständlich  nicht  besonders 
bemerkt  wird.  Es  werden  nun  die  drei  Dreiecke  betrachtet,  die  als  ge- 
meinschaftliche Spitze  das  Centrum  des  eingeschriebenen  Kreises,  und  zu 
Grondlinien  je  eine  der  Seiten  des  Hauptdreieckes  haben.  Also  ist  die 
Dreiecksfläche  gleich  der  Hälfte  von  dem  Product  des  Perimeters  mit  dem 
fiadios  des  eingeschriebenen  Kreises. 

S  6.  Zweite  Hülfsconstruction.  Die  Basis  yß  ^ird  nach  rechts  so 
^eit  verlängert,  dass  ß&=^  aö  ist,  also  yö"  die  Hälfte  des  Perimeters  dar- 
^llt.  Der  Satz,  auf  dem  die  letztere  Folgerung  beruht,  wird  als  bekannt 
vorausgesetzt  (Eukl.  4,  prop.  4).  Die  Fläche  des  Dreieckes  ist  nun  gleich 
^er  Bälfte  des  Perimeters  y^X  dem  Radius  rii. 

S  7.  Dieses  Product  wird  gleich  gesetzt  der  Wurzel  aus  dem  Product 
^cp  Quadrate  der  beiden  Factoren.  Dies  hat  Venturi  mit  Hülfe  der  jetzt 
fiWiohen  Zeichen  ganz  kurz  angegeben  durch  y  ^  X  lyf  =  j/yO*  X  i/«*.  Im 
Qri^chischen  lautet  es  etwas  umständlicher:  „das  Product  von  d'y  (mal)  eri 
wt  die  Wurzel  des  Quadrates  von  d-y  (multipllcirt)  mit  dem  Quadrat  von 
*i|i  also  wird  die  Wurzel  des  Quadrates  von  d'y  mal  Quadrat  von  «ly  die« 
FlUcbe  des  Dreieckes  sein*'.  Die  Ausdrücke  sind  xo  vno  für  Product,  to 
«*o  für  Quadrat,  nkfVQu  für  Wurzel. 

S.  8.  Dritte  Hülfsconstruction.  Es  wird  ijA  normal  zu  ijy,  ßX  normal 
vx  ßy  gezogen,  und  die  Punkte  yX  durch  eine  Gerade  verbunden.  Dass 
die  Gerade  tjX  die  Basis  y/3  in  x  schneidet,  wird  in  dem  griechischen  Text, 
^ie  er  in  der  Pariser  Handschrift  überliefert  ist,  nicht  besonders  gesagt. 
I^och  ist  wohl  möglich,  dass  hier  ein  Fehler  in  der  Handschrift  vorliegt, 
und  Heron  geschrieben  hat:  *'Hx^(o  rij  lyy  nqog  oQ&ag  ij  lyxA,  wie  auch  bei 
Venturi  steht. 

$0 — 11.  Es  wird  nachgewiesen,  dass  das  Dreieck  yßX  ähnlich  dem 
Dreieck  aöri  ist  Hier  findet  sich,  wie  bereits  bemerkt,  in  der  Hand- 
schrift ein  Fehler,  durch  den  Venturi  veranlasst  worden  ist,  den  überliefer- 
ten Text  ganz  aufzugeben  und  nach  eigener  Erfindung  den  Beweis  weiter 
zu  fuhren.  Er  geht  davon  aus,  dass  die  Winkel  rjXy  und  rißy  angesehen 
werden  können  als  Peripheriewinkel  zu  der  Sehne  rjy^  woraus  ihre  Gleich- 
heit erfolgt.  Dann  beweist  er  durch  weitere  Combinationen ,  die  ich  hier 
nicht  wiederholen  will,   dass   der  Winkel   riaö  =  ßyX^  also   das  Dt^^l^^iW 
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fjaö  ähnlich  dorn  Dreieck  Xyß  ist.  Das  ist  alles  gans  gut,  aber  viel  la 
umständlich.  Wie  einfach  und  durchsichtig  ist  dagegen  der  Beweis  He* 
ron's,  wie  er  oben  mit  einer  kleinen  Aenderung  hergestellt  worden  ist. 
Er  sagt:  ,,da  nun  die  beiden  Winkel  ytik  yßX  rechte  sind,  so  [liegen  die 
Punkte  y,  rjy  ß,  k  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  und]  das  Viereck  y^ißh 
ist  einem  Kreise  eingeschrieben,  es  sind  also  die  [in  diesem  Viereck  gegen« 
überliegonden]  W^inkel  ytjß  und  yA/S  =  2  rechten  [nach  Eukl.  3,  22].  Aber 
auch  die  W^inkel  yvß  ^^^  ^V^  ^^^^  zusammen  gleich  2  rechten,  weil  die 
TVinkel  um  rj  durch  die  Geraden  ar/,  /5i/,  yrj  halbirt  werden.  Also  ist  der 
Winkel  ctrjö  gleich  dem  Winkel  ykß,  und  das  Dreieck  a-qö  ist  ähnlich  dem 
Dreieck  yßl'*'  Dies  ist  also  die  echte  Heronische  Form  von  diesem  Theile 
des  Beweises. 

§  12  — 14.  Nachdem  die  Aehnlichkeit  dieser  beiden  Dreiecke  nachge- 
wiesen, folgt  die  Proportionsrechnung,  die  zum  Schlüsse  des  Beweises 
führt.     Die  Uauptsätze  sind : 

1)  ßy:ßk  =  €id:dri  =  ß(^:rjE 

2)  ßy:ß&=ßX:fis  =  ßK',7iS 

3)  y^:ß^=eß:BX 

Es  ist  wohl  nicht  nöthig,  die  hierbei  zu  ergänzenden  Zwischenglieder  be- 
sonders aufzuführen. 

Die  letzte  Gleichung  wird  dahin  erweitert,  dass  die  erste  Proportion 
mit  yd'j  die  andere  mit  ey  miiltiplicirt  wird.     Dies  giebt 
ye*:ß[>Xy&  =  eßXsy:sKX£y. 
Es  ist  aber  das  letzte  Glied  sxXsy  nach  dem  Pythagoreischen  Lehrsatz 
=  t^e',  und  es  ist  also 

y^^Xtjs^  =  y&Xßi>XyeXBß, 
wobei  auf  der  rechten  Seite  die  Factorcn  mit  Rücksicht  auf  die  Figur  ge- 
ordnet sind. 


Es  war  aber  (nach  §  7)  j/yO^Xije^  gleich  der  Fläche  des  Dreieckes, 
wofür  nun  "/y^  Xßd'X  yeX  sß  gesetzt  wird. 

§  15.  Schliesslich  folgt  der  Nachweis,  dass  jede  der  zuletzt  angeführ- 
ten 4  Geraden  gegeben  ist.  Denn  yO-  ist  die  Hälfte  des  Perimeters,  ferner 
ßd",  yf,  iß  die  jedesmalige  Difforcnz  derselben  Hälfte  des  Perimeters  über 
jede  der  drei  Seiten  des  Dreieckes.  So  ist  also  auch  die  Fläche  des  Drei- 
eckes gegeben.  —  Id  der  Handschrift  war  liier  mancherlei  verderbt,  was 
ich  durch  Vermuthuug  wieder  hergestellt  habe. 

§  10.  Zuletzt  wird  die  Berechnung  an  einem  Beispiele  gezeigt.  Als 
solches  ist  j;ewählt  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  13,  14,  15  Längeneinheiten 
haben.  Also  Perimeter  42,  Hälfte  21,  die  Ditiferenzen  der  Seiten  8,  7,6. 
Dann  21  X  8  X  7  XC  =  7050,  wovon  die  Wurzel  84  die  Flächeneinheiten  des 
Dreieckes  giebt. 
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Die«  ist  der  Heronische  Beweis,  der  nun,  so  hoffen  wir,  für  Alle  in 
seiner  Tollen,  schönen  Klarheit  sich  darstellt.  Dass  Newton,  Euler 
u.  A.**)  für  denselben  Lehrsatz  andere  Beweise  erfunden  haben,  kann  dem 
Verdienste  des  alten  Alexandriners  keinen  Eintrag  thun;  im  Gegentheil, 
dasselbe  muss  um  so  glänzender  hervorstrahlen ,  da  er  fast  2  Jahrtausende 
früher  mit  viel  beschränkteren  wissenschaftlichen  Mitteln  dasselbe  Ziel  er- 
reicht hat.  Nicht  weniger  interessant  aber  als  der  Lehrsatz  selbst  ist 
dessen  weitere  Geschichte,  über  die  wir  jetzt  noch  einige  Bemerkungen 
hinzufügen  wollen. 

Verfolgen  wir  zunächst  die  unmittelbare  Ueberlieferung,  d.  h.  die- 
jenige in  griechischen  Schriften  und  lateinischen,  die  aus  dem  Griechischen 
geflossen  sind.  Der  Beweis  selbst  erscheint  nirgends  wieder;  der  allge- 
meine Satz,  ohne  Beweis,  jedoch  mit  der  Unterweisung,  wie  die  Anwen- 
dung auf  jedes  beliebige  Dreieck  zu  machen  sei,  findet  sich  nur  noch  ein- 
mal in  der  Sammlung  Heronischer  Aufgaben,  die  den  Titel  Fsadaiala 
führt. ^)  Die  besondere  Anwendung  auf  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  13, 
14,  15  Längenheiten  enthalten,  wird  gegeben  sowohl  in  der  eben  genannten 
Sammlung,  als  auch  in  der  weit  umfänglicheren  Heronischen  Schrift,  den 
I\mfiiT^ov(iiva,  Dieselbe  Aufgabe  ist  zuletzt  wiederholt  in  der  noch  un- 
edirten  Geometrie  des  Byzantiners  Johannes  Pediasimus ,  der  im  14.  Jahr- 
hundert eine  Bearbeitung  der  Heronischen  Geometrie  verfasste.  ^®)  Was 
in  den  Schriften  römischer  Gromatiker  und  Geometer  von  Heronischen 
Aufgaben  enthalten  ist,  lässt  sich  vor  der  Hand  noch  nicht  überblicken, 
da  man  eben  die  Quelle  selbst  bisher  nicht  kannte.  Vorläufig  weise  ich 
nur  auf  den  Podismus  des  M.  Junius  Nipsus*^^)  hin,  der  nichts  anderes 
als  ein  allerdings  sehr  entstellter  Auszug  aus  Herou  ist,  und  in  dem  sich 
auch  das  gleiche  Beispiel  vom  Dreieck,  freilich  mit  veränderter  Lösung, 
findet.  In  diesem  Tractat  des  Nipsus  steht  auch  jene  Aufgabe,  welche 
Venturi  (S.  125)  aus  zwei  Berner  Handschriften  anführt,  und  die  eben  auch 
Heronisch  ist  (bei  Lachmann  S.  300).  Dieselbe  ist  deshalb  wichtig,  weil 
im  Anfang  der  Anlauf  zu  einer  allgemeinen  Formel  genommen  wird,  ähn- 
lich wie  wir  sie  in  der  Heronischen  Geodäsie  finden:  Omne  irigonum  una 
ratione  podismare,  ul  pula  orlhogonium,  oxygomum  et  amblygonium,  sie  quae^ 
rilur,  cuiuslibet  ex  iribus  triunguHs  ires  numeros  iungo  in  unum.  So  weit  die 
allgemciuc  Formel,   welche  der  Compilator  nun  aufgiebt,  um  mit  der  Er- 


**)  Den  näheren  Nachweis  giebt  Klügel  im  mathem.  Wörterbach  unter  Dreieck 
§  36.     Vergl.  auch  Chasics,  Geschichte  der  Geometrie  S.  481.  483. 

•^  Vergl.  Martin  in  dem  oben  angeführten  Werke  S.  150.  Derselbe  giebt  den 
Text  8.  439  (in  meiner  Au<«grtbe  S.  151). 

^)  1  er  genaue  Titel  der  Geometrie  de»  Pediasimus  ist  Svvorpig  mgl  [iSTQijascag 
ruzl  (itQiü/iov  yrjg.  Handschriften  davon  giebt  es  in  Paris  (Gr.  237:^.  24'J6j ,  Wien 
(i.  Lninbecins  VII,  p.  3U7y,  Wolfenbüttel  (Ebort  n.  Ö47)  u.  a.  Die  Wiener  Uand- 
•cbrift  habe  ich  in  Händen  gehabt,  aber  nicht  mit  Bezug  auf  obige  Frage  benutzt; 
wohl  aber  bezeugt  das  Vorhandensein  der  Aufgabe  Venturi  S.  12G. 

'^)  Oromalici  vei,  ex  rec,  C,  Lac/wiatmi  S.  295  ff. 
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IfSnterung  eines  bostiminten  Beispieles  fortzufahren.  Er  gebraucht  dasu 
ein  Rechteck,  dessen  Seiten  G,  8,  10  Längeneinheiten  haben;  auch  dieses 
Beispiol  aber  ist  von  Heron  entnommen. 

Doch  wir  verlassen  dieses  Gebiet,  auf  welchem  wir  ohne  die  speciell- 
sten  Untersuchungen  nicht  weiter  vorwärts  kommen  würden,  und  wenden 
uns,  so  unerwartet  dies  auch  scheinen  mag,  zu  den  Indern.  Und  doch  be- 
obachton  wir  dabei  nur  die  chronologische  Folge,  denn  nächst  den  spttteren 
Griechen  und  Kömern  haben  die  gelehrten  Hindus  die  Grundztige  der 
griechischen  Mathematik  und  darunter  auch  heronische  Sätze  sich  ange- 
eignet. Dies  hat  für  den  vorliegenden  Dreieckssatz  bereits  Chasles  aner- 
kannt; doch  lässt  sich  noch  eine  wichtige  Consequenz  weiter  ziehen. 

Ln  Jahre  1817  veröffentlichte  der  um  die  Sauskritliteratur  hochTer- 
diente  Colebrooke  die  Uebersetzung  zweier  indischer  Werke  Über 
Arithmetik  und  Algebra,  und  erschloss  damit  ein  bisher  ungeahntes  Feld 
der  wichtigsten  Entdeckungen.  Das  Werk  enthält  laut  dem  Titel :  Jigebra, 
wilh  arithmetik  and  mensiiraiion ,  from  the  Sanscrit  of  Brahmegupta  and  Bhas- 
cara:  es  bietet  ausser  der  Uebersetzung  der  Sanscrittexte  in  der  Vorrede 
treffliche  Beiträge  zur  Geschichte  der  Mathematik,  die  keineswegs  bisjetat 
nach  Gebühr  gekannt  und  verwerthet  sind.  Der  erste  der  genannten  Au- 
toren Brahmegupta  hat  nach  Colebrooke*s  Untersuchungen,  die  aller- 
dings noch  einer  streng  kritischen  Revision  zu  bedürfen  scheinen,  im  6. 
Jahrhundert  nach  Christus  golebt;  der  andere,  Bhaskara,  vollendete  sein 
grosses  Work  über  Astronomie,  zu  dem  die  beiden  von  Colebrooke  ver- 
ött'entlichten  Bücher  Vijaganita  und  Lilawati  nur  die  Einleitung  bilden,  im 
Jahre  1150. 

Diejenigen  Sätze  des  Brahmegupta,  die  für  uns  vorzüglich  in  Betracht 
kommen,  stehen  zu  Anfang  des  4.  Abschnittes,  welcher  über  Dreieck  und 
Viereck  handelt  {^  21,  Colebrooke  S.  205  f.).  Vor  Allem  ist  zu  bemerken 
die  erfinderische,  fast  peinliche  Kürze,  mit  der  die  Kegeln  der  indischen 
Mathematiker  gefasst  sind.  Für  die,  welche  die  Grammatik  di's  Pnnini 
und  ähnliche  Werke  kennen,  hat  das  nichts  Auffallendes.  Diese  Regeln 
waren  nlle  auf  das  Memoriren  berechnet,  sie  waren  demgemäss  kurz  oft  bis 
zur  Unverstandlichkeit;  ihre  Erklärung  wurde  für  den  Schüler  dem  münd- 
liehen Vortrajr,  für  den  Leser  dem  Scholiasten  überlassen.  Um  insbeson- 
dere geometrische  Jlegeln  möglichst  kurz  ausdrücken  zu  können,  waren 
gewisse  conventioneile  Ausdrücke  nöthig,  die  die  Tlieile  einer  Figur  auch 
ohne  Mitliülfe  der  Buchstaben  bezeichneten.  Schon  Chasles  (S.  460  f.) 
machte  auf  solche  eigenthümliclie  Bezcichungen  bei  Brahmegupta  auf- 
merksam; er  konnte  aber  nicht  wissen,  wo  der  Ursprung  derselben  zu 
suchen  sei.  Das  niusste  der  zuerst  finden,  der  zuerst  die  Geometrie  Ue- 
ron's  las;  und  in  der  That  hat  Martin  (8.  ir>8  f )  die  directe  Entlehnung 
dieser  Sanscritausdrücke  aus  dem  Griechischen  des  Ileron  nachgewiesen. 
Aber  nicht  blos  diese  Ausdrücke,  sondern  auch  eine  Anzahl  von  Beispielen 
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•ind  bei  den  CommcntAtoren  Bralimegupia's,  mehrere  noch  bei  Bhaskara, 
ans  der  Ueroniscben  Geometrie  entnommen ,  wofür  wir  zunächst  blos  Mar- 
tin (S.  168)  als  Gewährsmann  nennen,  übrigens  aber  jeden  Augenblick  be- 
reit sind,  den  exacten  Beweis  zu  führen. 

Betrachten  wir  nun  nach  diesen  vorläufigen  Erörterungen  die  bereits 
erwfthnten  Sätze  des  Brahmegupta.  Sie  lauten  in  wörtlicher  lieber- 
setznng : 

„Das  Product  der  halben  [Summe  der]  Seiten  mit  [der  halben  Summe] 
der  Gegenseiten  giebt  die  ungenaue  Fläche  eines  Dreieckes  und  Vier- 
eckes*^ 

„Die  halbe  Summe  der  Seiten  [wird]  viermal  hingesetzt  und  jemalig 
Terkleinert  um  die  Seiten;  [dann  werden  die  vier  Zahlen]  mit  einander 
mnltiplicirt,  [und]  die  Quadratwurzel  des  Productes  ist  der  genaue  Flächen- 
inhalt".«) 

Die  eingeschlossenen  Worte  sind  von  mir  hinzugefügt  worden ;  doch 
ist  trotzdem  die  Kegel  noch  schwerverständlich  genug.  Die  Erklärung 
mas8  davon  ausgehen,  dass  der  indische  Mathematiker  die  Kegeln  über 
Dreieck  und  Viereck  in  eins  zusammengefasst,  also  das  Dreieck  betrachtet 
hat  als  ein  Viereck,  dessen  eine  Seite  =  0  ist.  So  wird  die  zweite  Kegel 
sofort  verständlich ;  übrigens  giebt  auch  der  Commentator  Chaturveda  aus- 
drücklich an,  dass  im  Falle  des  Dreieckes  die  halbe  Summe  der  Seiten  nur 
dreimal  verkleinert  werde,  das  viertemal  aber  unverändert  bleibe.  Con- 
seqoenter  Weise  ist  nun  auch  der  erste  Theil  der  Kegel,  der  die  leichtere 
Formel  zur  Auffindung  des  ungefähren  Flächeninhaltes  giebt,  allgemein 
für  Dreieck  und  Viereck  gefasst  worden.  Also  sind  beim  Dreieck  im  Sinne 
Brahmegupta's  die  „Seiten  {sidesy*^  die  linke  und  die  rechte  Seite,  die 
f^Gegenseiten  (countersidesY*"  die  Basis  und  die  Spitze,  d.  h.  da  letztere 
=  0  ist,  die  Basis  allein.  Das  mag  als  Spielerei  erscheinen,  aber  wir  ha- 
ben es  als  Thatsache  anzuerkennen,  und  müssen  jedenfalls  zugeben,  dass 
in  der  That  die  möglichst  kürzeste  Form  von  dem  indischen  Schrift- 
steller gefunden  worden  ist.  Unbegreiflicher  Weise  hat  Chasles  (S.  476  ff.), 
nachdem  er  ungefähr  übereinstimmend  mit  der  jetzt  gegebenen  Darlegung 
die  Stelle  erklärt  hatte,  noch  einen  ganz  abweichenden  Interpretationsver- 
siich  gemacht.  Um  dies  zu  ermöglichen,  unterdrückt  er  das  Wort  gross 
(d.  i.  ungenau),  ersetzt  telragon  durch  trapezium^  und  überträgt 
triangle  in  den  zweiten  Satz,  indem  er  telragon  hinzufügt.  Dadurch 
entsteht  allerdings  ein  ganz  anderer  Sinn,  und  es  kommen  zwei  Kegeln 
heraus,  wie  sie  recht  wohl  von  einem  alten  Mathematiker  hätten  aufgestellt 
werden  können;   aber  nimmermehr  wird  Jemand  glauben,   dass  Brahme- 


*•)  Es  scheint  nöthi^,  auch  den  englischen.  Worilaut  beizusetzen :  The  product  of 
kakf  tht  sides  and  countersides  is  the  gross  nrea  of  a  triangle  and  tetragim.  Half  the  sum 
of  the  $ide»  »et  down  four  tirnes,  and  severally  lesscntd  by  the  sidts,  being  muUiplied  to- 
getktr,  the  »quare-tvot  of  the  product  i»  the  exttct  area. 
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gupta  80  geschrieben  habe.  Chasles  hatte  wohl  keine  Vorstellong  davon, 
wie  gewissenhaft  dergleichen  äanscrittexte  tiberliefert  sind ;  und  doch 
konnte  er  es  bei  Colebrooko  lesen,  der  darüber  Mehrere«  bemerkt.  Die 
Hauptsache  ist,  wie  z.  B.  auch  bei  den  Veden,  dass  die  Scholien  jedes 
einzelne  Wort  des  Textes  wiederholen  und  erklären;  wollte  man  also 
solche  Aenderungen,  wie  Chaslos  vorschlägt,  für  zulässig  erklären,  so  hiesse 
das  soviel ,  als  einen  neuen  Brahmegupta  anstatt  des  überlieferten  schrei- 
ben. Jeder  Kenner  der  Sanscrittexte,  dessen  sind  wir  gewiss,  wird  uns 
hierin  beistimmen. 

Doch  wir  kehren  zu  der  noch  nicht  erledigten  Frage  zurück.  Brahme- 
gupta  vereint  also  den  Satz  vom  Dreieck  und  Viereck  zuerst  in  eine  An- 
weisung, den  ungefähren  Flächeninhalt  zu  ünden,  die  uns  jetzt  nichts 
weiter  angeht,  dann  in  die  genaue  Kegel.  Das  eine  Element  dieser  Re- 
gel, der  Satz  vom  Dreieck,  ist  nicht  von  ihm  gefunden,  sondern  direct  oder 
indirect  aus  dem  Griechischen  entlohnt  worden.  Das  wird  Niemand  be- 
streiten. Aber  wie  steht  es  mit  dem  Satz  vom  Viereck?  Hier  lässt  sieh 
kein  griechischer  Mathematiker  als  Gewährsmann  anführen;  Brahmegupt« 
ist  der  erste,  bei  dem  er  erscheint.  Chasles  (S.  480)  entscheidet  sich  kuri 
dahin,  dass  die  Formel  für  das  Viereck  dem  Brahmegupta  „unbestreitbar 
angehört,  da  wir  sie  in  keinem  früheren  Werke  finden^*.  Und  doch  ist  es 
nur  ein  ganz  besonders  glücklicher  Zufall,  dass  der  Hcronische  Satz  für  das 
Dreieck  uns  erhalten  ist;  wie  leicht  kann  also  anderes  verloren  gegangen 
sein.  Deshalb  schliesst  Martin  (S.  100  f.)  nicht  unwahrscheinlich,  dass 
lleron  auch  den  Satz  für  das  Viereck  gefunilen  habe,  was  überdies  ver- 
hältnissuiäsbig  leicht  war,  wenn  die  Formel  für  das  Dreieck  einmal  ent- 
deckt war.  Doch  wenn  sich  auch  die  Autorschaft  Heron's  für  den  Vier- 
ecksatz mit  Bestimmtheit  nicht  erweisen  iässt,  so  steht  auf  der  anderen 
Seite  fest,  dass  Brahmegupta  nicht  der  Erfinder  ist.  Den  eclatanten 
Beweis  dafür  hat  bereits  Martin  gegeben.  Brahmegupta  lässt  eine  Haupt- 
sache weg,  die  jeder  Kundige,  vor  allem  aber  der  Erfinder  des  Satzes, 
wahrhaftig  nicht  übersehen  konnte,  dass  das  Viereck  ein  in  den  Kreis  ein- 
geschriebenes sein  müsse.  Brahmegupta  hat  also  die  Kegel  ohne  volles 
Verständnis«  aus  einer  anderweitigen  Quelle  geschöpt;  diese  (Quelle  aber 
—  und  hierin  hat  wieder  Martin  recht  —  kann  nicht  das  Product  eines  in- 
dischen Geistes  gewesen  sein,  sondern  sie  ist  bei  den  Griechen  zu  suchen: 
ob  bei  Iloron,  wissen  wir  nicht;  aber  bei  den  Griechen  jedenfalls. 

Es  ist  hiermit  der  Weg  in  ein  Gebiet  eingeschlagen,  das  man,  wenn 
es  einmal  betreten  ist,  nur  ungern  wieder  verlässt.  Fast  jeder  Satz  bei 
Brahmegupta,  jede  Note  seiner  Scholiasten  kann  Anlass  zu  ähnlichen  Er- 
örterungen geben.  Ja  noch  weiter,  der  erst  im  12.  Jalirhundert  lebende 
Bhaskara  hat  aus  (,)uellen  gescliöpft,  die  den  uns  erhaltenen  lieronischen 
Schriften  noch  niiher  standen,  als  die  vom  Brahiiiegupta  benutzten,  denn 
wahrend  dieser  nur  die  allgemeinen  Kegeln  giebt,   hat  jener  ausser  den 
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Begeln,  ganas  nach  der  Art  der  Heronischen  Aufgaben,  bestimmte  Beispiele. 
So  giebt  er  auch  den  Satz  über  Dreieck  und  Viereck  (S  167,  S.  72)  in  einer 
Form,  die  wenigstens  eine  Andeutung  davon  enthält,  dass  das  Viereck  in 
dem  Kreise  müsse  einzuschreiben  sein.  Er  sagt,  nämlich,  nachdem  er  den 
Sats  lihnlich  wie  Brahmegnpta  gegeben  hat,  das  Kesultat  „sei  ungenau  bei 
dem  Viereck,  aber  ausdrücklich  genau  bei  dem  Dreieck".  Natürlich,  weil 
die  Formel  nur  für  das  in  den  Kreis  eingeschriebene  Viereck  gilt. 

Indess,  das  alles  können  wir  jetzt  an  diesem  Orte  nicht  weiter  ver- 
folgen ;  wir  ichliessen  also  diesen  Theil  ab,  indem  wir  das,  was  als  Resul- 
tat einer  weiteren  Untersuchung  sich  sicher  ergeben  würde,  vorläufig  nur 
als  Thesis  hinstellen:  Es  sind  zu  den  Hindus  im  Laufe  mehrerer  Jahr- 
hunderte, etwa  vom  Beginn  unserer  Zeitrechnung  bis  zum  Zeitalter  Dio- 
phants,  sowohl  die  Schriften  anderer  griechischen  Mathematiker  als  auch 
diejenigen  Heron*s  in  Uebersetzungen  und  Auszügen  gelangt.  Daraus  hat 
Brahmegupta  Einiges  geschöpft,  was  er  für  seine  allgemeinen  Kegeln 
brauchte;  anderes,  nämlich  die  angewandten  Beispiele,  meist  aus  Heron 
entnommen,  hat  er  im  mündlichen  Vortrage  gegeben :  diese  sind  uns  durch  die 
Commentatoren  erhalten.  Auch  noch  Bhaskara,  der  um  ein  halbes  Jahr- 
tausend später  lebte,  hat  aus  den  indischen  Bearbeitungen  Heronischer 
Schriften  geschöpft,  und  da  er,  dem  Plane  seines  Werkes  entsprechend, 
viele  angewandte  Beispiele  giebt,  so  zeigen  seine  Schriften,  obwohl  so  viel 
jünger,  noch  deutlichere  Spuren  der  ursprünglichen  griechischen  Quelle 
ab  diejenigen  Brahmegupta^s. 

Es  bleibt  noch  übrig,  den  letzten  Theil  der  Geschichte  des  Heroni- 
schen Satzes  nachzuweisen,  nämlich  seine  Fortpflanzung  von  den  Griechen 
auf  die  Araber,  und  durch  diese  auf  das  Abendland. 

In  einem  Manuscript  der  Baseler  Universitätsbibliothek  findet  sich 
ein  Liber  trium  fratrum  de  Geometria,  Es  beginnt  Verba  filio 
rum  Moysi  filii  Sehiae^  id  est  Mahumeii  Hameti  et  ffason.  Das- 
selbe Werk  ist  in  einer  Pariser  Handschrift  erhalten  unter  dem  Titel 
Verba  filiorum  Moysiy  filii  Schäker,  Mahumeii  Hameti  Hasen. ^^) 
Darin  findet  sich  unter  anderem  der  Satz  über  die  Messung  des  Dreieckes 
nach  den  drei  Seiten,  der  in  der  Baseler  Handschrift  (nach  Venturi's  Mit- 
theilung) folgendermassen  beginnt :  Et  posuimus  praeter  id  modum  convenien- 
fem  quo  scitur  embadum  omnis  trianguli;  et  isto  modo  quamvis  iam  usi  sunt  multi 
homines  et  sciverunt  ipsum,  iamen  ipsi  omnes  usi  sunt  eo,  aut  plures  eorum^  se- 
cundum  modum  credulitatis ,  praeterquam  quod  sciverint  demonslrationem  super 
eius  verilatc. 

Den  Beweis  selber  theilt  Venturi  leider  nicht  mit;  aber  er  sagt,  der- 
selbe stimme  sowohl  in  der  Figur  als  in  der  Schlussfolgerung  mit  dem  von 


^*)  Die  Nachricht  über  die  Baseler  Handschrift  giebt  Vouturi  S.  127,  über  diu 
Pariicr  (SuppUment  latin,  49)  Chasles  S.  481  nach  Libri,  tiistoirti  des  scitn- 
Cef  tHttihematiquts  eu  Italie  tom.  II  p,  2ÖG. 

ItiUchrift  f.  M^thfmutik  u.  Phftik,  IX,  |.  VI 
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Pacioli  veröffentlichten  überein,  und  wiederum  der  Beweis  des  Pacioli 
sei  fast  wörtlich  übersetzt  ans  der  Geometrie  des  Leonardo  von  Pisa, 
von  der  er  eine  Abschrift  aus  dem  cod,  7223  der  Pariser  Bibliothek  ge- 
nommen habe. 

Wir  sind  also  vollkommen  berechtigt  zu  behaupten,  Leonardo  von 
Pisa  habe  den  fraglichen  Satz  über  das  Dreieck  aus  einer  Quelle  gegeben, 
die  mit  dem  Buch  der  drei  Brüder  identisch  oder  wenigstens  sehr  nahe 
verwandt  war.  Was  liegt  in  diesen  Worten?  Leonardo  von  Pisa,  d.  i. 
Fibonacci  (er  selbst  nennt  sich  Leonardus  Pisamis  de  filiis  Bonacci)  ist 
der  hochberühmte  Vermittler  der  arabischen  Zahlen-  und  Rechenkunst  mit 
der  Wissenschaft  des  Abendlandes.  Seine  beiden  Hauptwerke,  der  Liber 
ahaci  compositus  in  anno  1202  und  die  Practica  geometriae  com- 
posita  anno  1220  sind,  nachdem  sie  Jahrhunderte  lang  zum  grossen  Scha- 
den für  die  Wissenschaft  verborgen  gehlieben  waren,  erst  ganz  vor  Kurzem 
veröffentlicht  worden,*^*)  und  es  hat  sich  dadurch  das,  was  wir  über  die 
bedeutende  Stellung  ihres  Verfassers  in  der  Geschichte  der  mathematischen 
Wissenschaft  bisher  nur  aus  den  sorgfältigen. Untersuchungen  Cossali*s, 
Libri's  u.  A.  wussten,  auf  das  Glänzendste  bestätigt.  Da  nun  überdies, 
was  insbesondere  unseren  Satz  über  das  Dreieck  betrifft,  die  arabische 
Quelle  nachgewiesen  ist,  so  steht  es  ausser  allem  Zweifel,  dass  wir  hinter 
dem  Satze  Leonardo^s  die  ganze  arabische  Wissenschaft  und  weiter  noch 
deren  ursprüngliche  Quellen  uns  zu  denken  haben. 

Vor  Herausgabe  der  Werke  Leonardo's  lag  der  Satz  nur  in  der 
Ueberarbeitung  von  Pacioli  vor.  Dieser  gelehrte  Mönch,  auch  Paciolo, 
Paciuolo,  oder  lateinisch  Lucas  de  Burgo  {sancli  scpulcri  ordinis  elc)  genannt, 
hat  bekanntlich  das  erste  grosse  Werk  über  Mathematik  durch  den  Druck 
veröffentlicht.^-)  Sein  Text  ist  nicht  gerade  leicht  zugänglich.  Abgesehen 
davon,  dass  uns  das  Italienisch  des  15.  Jahrhunderts  schwer  verständlich 
ist,  so  wird  diese  Schwierigkeit  noch  bedeutend  gesteigert  durch  das 
Aeussere  des  Druckes,  durch  die  Abwesenheit  der  Accente  und  Apostrophe, 
durch  den  Mangel  einer  durchgängigen  Distinction  der  Worte,  und  end- 
lich durch  eine  häufig  sinnwidrige  Interpunction.  Dazu  kommen  gegen 
Ende  des  Beweises,  gerade  in  dem  schwierigsten  Theile  desselben,  nicht 
weniger  als  15  Druckfehler  in  denjenigen  Buchstaben,  die  die  Winkel  und 


*'a)  S(ritti  di  Leonardo  Pisano  pubblicaii  da  B.  Boncompagni.  Roma  1857.  1862. 
Da  der  zweite,  in  Deutschland  noch  sehr  seltene  Rand,  der  die  Practica  geometriae 
enthält,  mir  erst  nach  Abfassung  dieses  Aufsatzes  zuging ,  so  konnte  der  Text  Leo- 
nardo's  (S.  40  f.)  nur  noch  nachträglich  mit  der  Uearbeitung  Pacioli's  verglichen 
werden.     Beide  stimmen  in  der  Hauptsache  vollkommen  überein. 

**)  Der  genaue  Titel  ist:  Summa  de  arithmetica  geomelvia.  proportioni:  et  proportio- 
nalita:  etc.  Dasselbe  soll  zuerst  erschienen  sein  im  J.  14'.)4,  zuletzt  1523.  Letztere 
Ausgabe  habe  ich  benutzt.  Der  Satz  über  das  Dreieck  steht  in  dem  zweiten  Theile, 
welcher  ohne  besonderes  Tiiclhlfittf  aber  mit  neuer  Folienzählung,  beginnt  mit  den 
yf^orten  Tractatus  Geometrie  pars  secundu  principalis  huius  operis. 
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Linien  der  Fi^r  bezeichnen;  und  die  Fignr  selbst  ist  höchst  fehlerhaft 
gezeichnet.  Ans  allen  diesen  Gründen  hielt  ich  es  auch  nach  dem  Er- 
scheinen von  Leonardo's  Geometrie  nicht  für  überflüssig,  den  ganzen  Be- 
weis, vollständig  hergestellt,  in  wortgetreuer  Uebersetzung  hier  aufzuführen. 
Die  allgemeine  Formel,  ohne  Beweis ,  steht  am  Ende  des  7.  Kapitels 
der  ersten  Abtheilnng  (disiinctio),  und  lautet  folgendermassen  (Fol.  9*»): 

(1)  „Auf  dasein  diesem  Buche  die  vollkommene  Wissenschaft  sei  die  Dreiecke 
sa  messen  und  za  zeigen,  wie  jedes  Dreieck  ohne  Auffindung  der  Kathete  gemessen 
werden  kann,  (so  verfahre  man  folgendermassen].  Die  Seiten  jedes  Dreieckes 
addire  zusammen,  und  davon  nimm  die  Hälfte ;  davon  ziehe  der  Reihe  nach  die  Sei- 
ten des  Dreieckes  ab,  und  multiplicire  den  Üebcrschuss  (avanzo)  der  einen  Seite 
mit  dem  anderen  Ueberschuss  der  anderen  Seite;  und  das  Prodact^)  maliiplicire  mit 
dem  Ueberschuss  der  dritten  Seite  (de  laliro  lato).  Und  alles  musst  du  multi- 
pUciren  mit  der  Hälfte  der  3  Seiten.  Und  von  dem  Product  suche  die  Wurzel.  Diese 
Wurzel  wird  die  Fläche  des  besagten  Dreieckes  sein". 

Schon  hier  sind  die  Anklänge  an  den  Heronischen  Satz  selbst  dem 
Wortlaut  nach  ganz  deutlich.  Nun  folgt  das  gleiche  Beispiel  wie  bei 
Heron  am  Ende  des  Beweises: 

(2)  „Zum  Beispiel  addire  zusammen  die  Seiten  des  Dreieckes  abg^  dessen  Seite 
ab  15  Ellen  (braccia)  beträgt,  und  bg  14,  und  ag  13.  Diese  zu  einem  verbunden, 
machen  42,  wovon  die  Hälfte  21  ist.  Davon  unterscheidet  sich  die  grösste  Seite  um 
6  Ellen,  und  die  andere  um  7,  und  die  dritte  um  8  Ellen.  Dann  mosst  du  6  mit  7, 
und  das  Ganze  mit  8  multipliciren ;  giebt  336.  Und  dies  multiplicire  mit  21,  d.  h. 
mit  der  Hälfte  der  Seiten ;  giebt  7056.  Die  Wurzel  davon  84  ist  [der  Betrag]  für  die 
Fläche  des  besagten  Dreieckes". 

Aach  hier  braucht  die  yollstftndige  Uebereinslimmung  mit  Heron  nicht 
besonders  nachgewiesen  zu  werden.  Endlich  den  Beweis  giebt  Pacioli 
am  Ende  des  8.  Kapitels  (Fol.  10  Anf.). 

(3)  „Nachdem  ich  gezeigt  habe,  in  welcher  Weise 
die  Kathete  jedes  Dreieckes  gefunden  wird,  scheint  es 
mir  nothwendig,  den  Grund  und  den  Beweis  zu  geben 
für  die  Auffindung  der  Fläche  der  Dreiecke  nach  der 
zweiten  angeführten  Art".  ^) 

(4)  „Die  Seiten  werden  zusammen  addirt;  und  von 
der  Summe  nehme  man  die  Hälfte ,  und  verfahre ,  wie 
wir  im  vorhergehenden  Kapitel  gezeigt  haben.  Und 
zu  diesem  Behufe  werden  wir  eine  dreieckige  Figur 
abg  annehmen  (indurremo).  Darin  theile  den  Win- 
kel b  und  den  Winkel  g  in  zwei  gleiche  Theile  durch 
die  Geraden  bi  und  tg.  Und  von  dem  Punkte  /  führe 
man  die  Katheten  ^e,  thj  tZj  und  ziehe  zur  Vervoll- 
ständigung al    (e  comp  ist  at).     (5)    Und   weil    der 


^)  Der  Druck  hat  l  a  soman^  d.  i.  Druckfehler  statt  la  Momma,  wie  auch  im 
Folgenden  übereinstimmend  mit  Leonardo  das  Product  heisst. 

**)  Das  Original :  »it  pare  di  necessita  dimostrare  la  cagione  e  il  perche  nel  irovare 
larea  etc,  —  „die  zweite  angeführte  Art"  ist  eben  die,  welche  wir  unter  §  i  gegeben 
haben. 


244  Der  Heronische  Lehrsatz  über  d.  Fläche  d.  Dreieckes  als  Function 


Winkel  tkg  ein  rechter  ist,  so  ist  der  Winkel  thg  gleich  dem  Winkel  tzg.  Und  der 
Winkel  tgh  ist  gleich  dem  Winkel  igt,  weil  wir  voraussetzten,  dass  der  Winkel  g  von 
der  Linie  gi  in  zwei  gleiche  Theile  getheilt  werde.  Woraus  folgt,  dass  der  Winkel 
gtz  gleich  ist  dem  Winkel  ^rA.  Also  ist  das  Dreieck  ztg  gleich  dem  Dreieck  htg. 
Und  weil  die  Seite  gt  gemeinsam  ist,  so  werden  die  übrigen  Seiten  des  einen  gleich 
sein  den  übrigen  Seiten  des  anderen,  d.  h.  die  Seite  tk  der  Seite  /z,  und  die  Seite  hg 
der  Seite  gt,  (6)  Aehnlich  zeigt  sich,  dass  die  Gerade  hb  gleich  ist  der  Geraden  6e, 
und  das  Dreieck  thb  gleich  ist  dem  Dreieck  teb,  (7)  Und  weil  die  eine  wie  die 
andere  der  Geraden  te  und  tz  gleich  sind  der  Geraden  /A,  so  werden  sie  unter  einander 
gleich  sein.  Daher  ist  die  Gerade  te  gleich  der  Geraden  tz.  Und  die  Gerade  fa  ist 
gemeinsam,  Und  demnach  sind  tennd  ta  gleich  tz  und  ta^  und  der  Winkel  aet  ist 
gleich  dem  Winkel  «x/,  und  die  Seite  at  ist  gemeinsam.  Daher  ist  das  Dreieck  a€t 
dem  Dreieck  azt  gleichseitig  und  gleichwinklig.  Und  deshalb  ist  die  Seite  az  gleich 
der  Seite  ae,  (8)  Und  weil  die  Gerade  az  der  Geraden  ae  gleich  ist,  so  wird,  wenn 
mau  auf  jeder  Seite  die  Gerade  eb  hinzufügt,  die  Gerade  ab  gleich  2  Geraden  sein, 
nämlich  az  und  eb^  d.  i.  az  und  bh.  (0)  Ferner,  da  die  Gerade  %g  gleich  ist  der  Ge- 
raden ^A,  so  werden  die  beiden  Geraden  ag^  hb  gleich  sein  den  beiden  Geraden  ab 
undpA,  insofern  als  ab  so  gross  ist  als  az  und  bh^  und^x^)  so  gros  als  gh.  Und 
wenn  wir  deshalb  gh  zu  ab  fügen,  werden  wir  ab  und  gh  gleich  ag  und  hb  erhalten, 
wie  wir  [schon]  sagten.  (10)  Also  sind  ag  und  hb  [zusammen]  die  Hälfte  der  Seiten 
des  Dreieckes.^  Daher  ist  «6  so  viel,  als  die  Hälfte  der  nämlichen  Seiten  hervor- 
ragt  über  die  Seite  ag.  Und  ähnlich  ist  ae  bo  viel,  als  die  Hälfte  der  nämlichen  Sei- 
ten hervorragt  über  die  Seite  bg.  Und  gz  ist  so  viel,  als  die  Hälfte  der  nämlichen 
Seiten  hervorragt  über  die  Seite  ab.  Daher  sind  die  Geraden  ab^)  [=:  ae^heb]  und 
hg  [in  ihrer  Summe]  die  Hälfte  der  Seiten  des  Dreieckes  abg  und  sind  [zugleich]  die 
drei  Differenzen.  ^ 

(11)  Man  verlängere  nun  die  Gerade  ab  und  ag  bis  zu  den  Punkten  /  und  m. 
Und  es  sei  bl  gleich  der  Geraden  hg  und  gm  sei  gleich  der  Geraden  hb.  Es  wird  also 
die  eine  wie  die  andere  Gerade  a/und  am  so  viel  sein  als  die  Hälfte  der  Seiten  des 
Dreieckes.  (12)  Und  nachher  verlängere  man  a/  bis  zum  Punkte  A;,  und  ziehe  die 
Gerade  Ik  und  km.  Und  es  sei  der  Winkel  alk  recht,  und  recht  sei  auch  der  Winkel 
amk.  Und  weil  die  beiden  Geraden  al  und  ak  gleich  sind  den  beiden  Geraden  ai; 
und  am,  und  der  Winkel  lak  gleich  ist  dem  Winkel  mak,  so  ist  die  Seite  Ik  gleich 
der  Seite  tnk,  und  die  anderen  Seiten  und  Winkel  sind  unter  einander  gleich. 

(13)  Man  schneide  nun  die  Linie  gb  in  2  Theile,  den  einen  gleich  der  Linie  6/, 
das  sei  bn;  und  man  ziehe  nk,  kg,  kb.  Weil  gh  der  Ueberschuss  der  Hälfte  der 
Seiten  des  Dreieckes  abg  über  die  Seite  ab  ist,  so  ist  es  [nämlich  gh]  gleich  bn, 
d.  i.  bl.  Daher  ist  ng  gleich  gm,  d.  i.  hb.  Daher  sind  die  Dreiecke  gmk  und  bkl 
rechtwinklig,  und  die  Potenz  der  Linie  kg  ist  gleich  den  beiden  Potenzen  der  beiden 
Linien  gm  und  mk ,  und  die  Potenz  der  Linie  bk  ist  gleich  den  beiden  Potenzen  der 
beiden  Linien  kl  und  bl,  d.  i.  kl  und  bn,  (14)  Aber  die  Potenz  der  Linie  Ik  ist  gleich 
der  Potenz  km.  So  viel  daher  die  Potenz  der  Linie  kg  die  Potenz  der  Linie  kb 
übertrifft,  so  weit  überragt  die  Potenz  ng  die  Potenz  nb.  Daher  ist  die  Linie  kn 
Kathetcte  über  der  Linie  bg,  was  deutlich  auf  folgende  Weise  sich  ergiebt.  *•)     Ge- 


**)  Der  Druck  hat  hz,  *•)  Der  Druck:  lamita  de  detti  lati  de  triangoU  posto  (7) 
*'')  Der  Druck  ah.  **)  Hier  fügt  der  Druck  hinzu  £  ancora  ag  e  hb  sonno  lamita  de 
3  lati  di  detto  triangolo. 

*'j  Das  Original:  che  chiaro  appare»  Jmpero  quando  si  negasse  dir  a 
avej'nario  etc.     Dieser  npagogische  Beweis  fehlt  bei  Leonardo. 
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••ist,  man  leag'nete  et  nnd  sag'te  im  Gegentheil,  dass  ko  die  Kathete  sei.  Weil  nun 
die  Potenz  von  kg  die  Potenz  von  kb  so  viel  übertrifft,  als  die  Potenz  von  go  die  Po- 
tenz Yon  bo  übertrifft,  und  wir  gezeigt  haben,  dass  dfe  Potenz  von  gk  die  Potenz  von 
bk  um  so  yiel  fibertrifft,  als  die  Potenz  von  gn  die  Potenz  von  nb  äbertrifft,  so  wür- 
den also  ob  nnd  nb  nnd  ebenso  gn  und  go  gleich  sein,  was  unmöglich  ist.  Und  des- 
halb ist  Ir»  die  Kathete  und  keine  andere.  (15)  Und  ferner  ist  An  gleich  Ar/,  weil  kb 
gemeinsam  ist  zwischen  den  beiden  rechtwinkligen  Dreiecken  klb  und  knb^  nnd  bn 
und  bi  gleich  sind.  Und  daraus  folgt,  dass  kn  und  kl  gleich  sind.  Und  weil  die 
Winkel  knb  und  klb  rechte  sind,  so  bleiben  [in  dem  Viereck  blkn]  die  beiden  Win- 
kel 116/  und  Ikn^)  übrig  als  [zusammen]  gleich  2  rechten  Winkeln.  (10)  Aber  die 
Winkel  ebn  und  nbl  sind  in  ähnlicher  Weise  gleich  2  rechten  Winkeln  nach  der  13. 
[Proposition]  des  ersten  [Buches  Euklid's],  weil  die  Linie  nb  auf  die  Linie  el  fällt* 
Daher  ist  der  Winkel  ebn  gleich  dem  Winkel  Ikn.  (17)  Nun  ist  der  Winkel  Ik  b  die 
HXlfte  des  Winkels  /Arn,  weil  die  Linie  kb  die  beiden  gleichen  Dreiecke  trennt.  Also 
ist  der  Winkel  ebt^  als  die  Hälfte  des  Winkels  ebh,  gleich  dem  Winkel  Ikb,  Und 
der  Winkel  e  als  rechter  ist  gleich  dem  rechten  Winkel  /.  *>)  (18)  Also  ist  der  Win- 
kel etb**)  gleich  dem  Winkel  Ibk,  und  das  Dreieck  kbl  ist  ähnlich  dem  Dreieck  bte. 
(10)  Also  ist  die  Proportion  von  klzulb  wie  die  Proportion  von  be  zu.  et,^)  Es 
macht  also  kl  mit  et  multiplicirt  so  viel  als  Ib  mal  be.  Aber  die  Proportion  des  Qua- 
drates [von]  ei  zu  dem  Product  ei  mal  kl  ist  wie  die  Proportion  von  ei  zu  Ik.  Und 
die  Proportion  von  ei  zu  Ik  ist  wie  ae  zu  al  nach  der  zweiten  [Proposition]  des 
sechsten  [Buches] ,  weil  ^eund  Ik  gleichweit  entfernt  sind  (sonno  equiditianii). 
Also  ist  die  Proportion  von  ae  zu  al  wie  die  Proportion  des  Quadrates  [von]  ei  zu 
dem  Product  von  ei  mal  kl.  Und  das  Product  von  ei  mal  A;/  ist  gleich  dem  genann- 
ten [Product]  von  eb  mal  bl.  Also  ist  die  Proportion  von  ae  zu  al^)  wie  die  Pro- 
portion des  Quadrates  [von]  ei  zu  dem  Producte  von  eb  mal  bl.  Also  ist  auch  das 
Quadrat  [von]  ei  multiplicirt  mit  al  [ebensoviel]  wie  ae  multiplicirt  mit  dem  Producte 
6emal  bL  Und  die  Multiplication  des  Quadrates  [von]  ei  mit  dem  Quadrat  [von]  al 
ist  [soTiel]  wie  die  Multiplication  von  ae  mit  dem  Product  von  eb  mal  6/  multiplicirt 
mit  ai. 

(20)  Aber  die  Multiplication  des  Quadrates  [von]  ei  mit  dem  Quadrat  [von]  al 
ist  [soviel]  wie  das  Quadrat  der  Oberfläche  des  Dreieckes,  wie  wir  [noch]  zeigen  wer- 
den. Wenn  man  daher  ae,  welches  der  Ueberschuss  der  Hälfte  der  Seiten  des  Drei- 
eckes abg  über  die  Seite  bg  ist,  multiplicirt  mit  «6,  welches  der  Ueberschuss  der 
Hälfte  der  Seiten  des  nämlichen  Dreieckes  über  die  Seite  ag  ist;  nnd  dieses  Product 
moltiplicirt  mit  bl^  welches  der  Ueberschuss  der  Hälfte  der  Seiten  des  Dreieckes 
abg^)  über  die  Seite  ba  ist;  und  endlich  dieses  Product  multiplicirt  mit  «/,  d.  i.  mit 
der  Hälfte  der  Seiten  des  Dreieckes  abg:  so  wird  dies  das  Quadrat  der  Fläche  des 
Dreieckes  abg  ergeben. 

(21)  Nun  bleibt  uns  noch  übrig  zu  zeigen,  in  welcher  Weise *^  das  Quadrat  von 
ei  mal  dem  Quadrat  von  a/das  Quadrat *7)  der  Fläche  des  Dreieckes  abg  ergiebt. 


^)  Der  Druck  hat  hier,  und  nachher  mehremale  wiederholt,  A  für  Ar. 

*')  Der  Druck  hat  e  langolo  e  e  reiio  che  equale  a  langolo  l  reiio;  es 
ist  aber  zu  lesen  e  i^angolo  e  che  reiio  k  equale  u.  s.w. 

»•)  Der  Druck  hat  eih.  »»)  Der  Druck  ai.  •*)  Der  Druck  del  ac  ab  al  ••)  Der 
Druck  deii  laii  agb  del  iriangolo,  ^^)  Nach  in  che  modo  hat  der  Druck  noch 
a  meare.  *')  In  §  19  und  20  ist  Quadrat  überall  gegeben  durch  ieivagono;  zu 
Anfang  von  §  21  steht  zweimal  quadraio^  und  dann  an  dieser  Stelle  el  ietragono 
eioe  el  quadraio,  £s  lag  sehr  nahe,  zu  vermuthen,  dass  ieiragono  der  über- 
lieferte, quadraio  der  von  Pacioli  hinzugesetzte  Ausdruck  ist;  wie  es  «.u&lai.  ^^x 
Text  bei  Leonardo  bestätigt. 
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Weil  das  Dreieck  ahg  aufg^elöst  ist  in  drei  Dreiecke  von  dem  Paukte  /  aai,  nämlich 
a/6,  atg^  btg^*^),  und  die  Katheten  jedes  Dreieckes ••)  unter  einander  g^leich  waren 
—  es  sind  dies  /e,  tz^  th  — ,  so  wird  et  mnltiplicirt  mit  der  Hälfte  der  Basis  die 
Fläche  des  Dreieckes  atb  geben.  AehnlicH  wird  M,  d.  i.  /e,  mit  der  Hälfte  von  ^6 
multipUcirt  die  Fläche  des  Dreieckes  btg  geben.  Und  auch  £z,  d.i.  te^  mit  der 
Hälfte  von  ag  mnltiplicirt,  wird  die  Fläche  des  Dreieckes  atg  geben.  Daher  wird  te 
multlplicirt  mit  a/,  d.  i.  mnltiplicirt  mit  der  Hälfte  der  Seiten  des  Dreieckes  abg  die 
Fläche  des  Dreieckes  abg  geben.  Daher  wird  das  Quadrat  von  et  roultiplieirt  mit 
dem  Quadrat  [von]  al  das  Quadrat  der  Fläche  des  angeführten  Dreieckes  geben. 
Und  das  war  zu  beweisen. 

Soweit  der  Beweis  der  drei  Brüder  bei  Pacioli,  mit  dem  Leonardo,  wie 
schon  bemerkt,  in  allem  Wesentlichen  tibereinstimmt.  Wir  hätten  denselben 
mit  Hülfe  der  jetzt  üblichen  Rechnangszeichen  und  nach  Weglassang  der 
selbssverständlichen  Zwischensätze  dm  Vieles  kürzer  geben  können;  aber 
zum  Zweck  der  vorgesetzten  historischen  Untersnchung  kommt  es  ja  ebenso 
sehr  auf  die  Form  als  den  Inhalt  des  Beweises  an. 

Vergleicht  man  nun  den  eben  gegebenen  Beweis  mit  dem  Heroni- 
schen, so  springen  die  Verschiedenheiten  sogleich  ins  Auge ,  während  die 
Aehnlicbkeiten  nicht  so  offen  dazuliegen  scheinen.  Zunächst  die  Weit- 
schweifigkeit und  Umständlichkeit  bei  Leonardo,  die  keineswegs  blos  auf 
Rechnung  der  Uebersetzung  zu  setzen  ist.  Wie  einfach  und  elegant  ist 
die  Form  der  Heronischen  Deduction,  die  allerdings  eine  vollständige 
Kenntniss  der  Euklidischen  Sätze  voraussetzt,  aber  auch  dann  für  den, 
der  dieselbe  besitzt,  nicht  die  geringste  Unklarheit  lässt.  Dagegen  werden 
in  dem  Beweise  der  drei  Brüder  nur  so  geringe  Kenntnisse  in  der  Geome- 
trie vorausgesetzt,  dass  man  fast  sagen  möchte,  einer,  dem  so  viel  Selbst* 
verständliches  noch  vordemonstrirt  werden  müsse,  sei  gar  nicht  weit  genug, 
um  den  schwierigen  Beweis  im  Ganzen  zu  verstehen.  Zweitens,  und  das 
ist  das  hauptscächlichste  Moment,  ist  bei  Leonardo  der  Gang  des  Beweises 
ein  wesentlich  anderer,  als  bei  lleron,  und  zwar  bei  letzterem  wiederum  ein- 
facher, bei  erstercm  viel  umständlicher.  Heron  braucht  nur  ein  Hülfsdreieck, 
um  seinen  Satz  zu  erweisen;  dagegen  der  Verfasser  des  jüngeren  Beweises 
bedarf  einer  sehr  zusammengesetzten  Construction,  um  zu  seinem  Ziele  zu 
gelangen.  Diese  Verschiedenheit  hat  die  Gelehrten ,  die  bis  jetzt  über 
diese  Frage  sich  geäussert  haben,  zu  der  Annahme  geführt,  der  jüngere 
Beweis  sei  von  den  Indern  oder  Arabern  ohne  Zusammenhang  mit  Heron 
erfunden  worden.  Chasles  (S.  481  f.)  sagt:  „die  Formel  (der  drei  Brüder) 
ist  auf  geometrischem  Wege  bewiesen,  der  aber  verschieden  ist  von  dem 
des  Hero  von  Alexandrien,  was  uns  annehmen  lässt,  dass  die  Araber  sie 
von  den  Indern  empfangen  haben**.  Etwas  abweichend  äussert  sich  Mar- 
tin (IGO)  dahin,  der  Beweis  der  drei  Brüder  sei  wahrscheinlich  nachträg- 


^J  Im  Druck  fehlt  6/^. 

*^  Hinter  Iriangolo  steht  im  Druck  peruatnmo. 


der  drei  öeiten.     Von  Ur.  i^K,  JHüLTSCH.  247 

lieh  von  einem   arabischen  Schriftsteller  erfunden   worden,   welcher  yon 
Brahmegupta  nichts  als  die  allgemeine  Formel  ohne  Beweis  erhalten  hatte. 
Beide  Ansichten  sind  entschieden  falsch,  wie  sich  sonnenklar  nach- 
weisen iXsst. 

Zuerst,  so  bemerklich  anch  die  Verschiedenheit  zwischen'"dem  arabi- 
schen und  dem  Hcronischen  Beweis  sein  mag,  so  entschieden  sind  auf  der 
anderen  Seite  die  Aehnlichkeiten.  Heron  Iftsst  den  Kreis  in  das  Dreieck 
einschreiben;  der  arabische  Verfasser  vermeidet  es,  von  dem  eingeschrie- 
benen Kreise  zu  sprechen,  aber  nimmt  die  gleiche  Construction  vor.  Dann 
wird  bei  beiden  die  Fläche  des  Dreieckes  dargestellt  als  das  Product  des 
Radius  mit  der  Hälfte  des  Perimeters;  bei  beiden  wird  die  Lösung  da- 
durch vorbereitet,  dass  anstatt  dessen  die  Wurzel  aus  dem  Product  der 
quadrirten  Factoren  gesetzt  wird;  bei  beiden  endlich  wird  letzteres  Product 
in  gleicher  Weise  aufgelöst  in  das  Product  von  vier  Geraden,  welche 
durch  die  drei  Seiten  des  Dreieckes  gegeben  sind ,  und  so  ganz  überein- 
stimmend die  Formel  für  die  Fläche  gefunden.  Mag  der  Jüngere  dabei 
auch  einen  weiteren  Weg  einschlagen,  er  folgt  doch  der  gleichen  Kichtung, 
er  gebraucht  genau  die  gleichen  Beweismittel.  Hier  wie  dort  wird  unter- 
halb der  Grundlinie  ein  Dreieck  hergestellt,  welches  einem  der  oberen 
Dreiecke  ähnlich  ist;  hier  wie  dort  folgt  darauf  eine  viel  gegliederte  Pro- 
portionsrechnung, welche  zu  der  gleichen  Lösung  führt.  Wer  solchen 
Thatsachen  gegenüber  noch  behaupten  will,  dass  der  jüngere  Beweis  un- 
abhängig von  dem  echten  Heronischen  enstanden  sei,  der  leugnet  Über- 
haupt die  Continuität  der  historischen  Entwickelung. 

Doch  wir  haben  nicht  nöthig,  uns  auf  irgend  eine  Polemik  einzu- 
lassen, die  doch  allemal  das  verborgene  Zugeständniss  enthält,  dass  die 
eigene  Behauptung  noch  nicht  ganz  sicher  ist.  Wir  sind  vielmehr  in  dem 
glücklichen  Falle,  die  unmittelbarste  Gewissheit  vor  uns  zu  haben.  Die 
Reihenfolge  der  Buchstaben  in  dem  Beweise  bei  Leonardo  ist 

abgtezhklmn. 
Diese  Reihenfolge,  das  wird  Niemand  bestreiten,  hat  erstens  nicht  Leonardo 
erfunden,  zweitens  überhaupt  keiner,  der  italienisch  oder  lateinisch  schrieb, 
drittens  kein  Araber,  viertens  kein  Hindu.  Wir  bitten  hierbei  jeden 
Kenner  des  Arabischen  und  Sanscrit  um  Entschuldigung,  dass  wir  die  bei- 
den letzten  Fälle,  wenngleich  negirend ,  überhaupt  auf  das  Papier  gesetzt 
haben;  beide  Annahmen  sind  eben  zu  ungereimt. 

Aber,  wird  man  einwenden,  die  Reihenfolge  ist  auch  nicht  die  des 
griechischen  Alphabetes.  Allerdings  nicht  rein;  a^®^  dieses  Alphabet  hat 
doch  sicher  dabei  zu  Grunde  gelegen,  und  die  Abweichungen  erklären  sich 
ungezwungen.  Vergleichen  wir  zuerst  den  Heronischen  Satz.  Hier  haben 
wir  die  vollständige  ßuchstabenreihe  von  a  bis  A,  mit  Ausnahme  des  Jota. 
Aber  dasselbe  Jota  fehlt  auch  allenthalben  bei  Euklid.    Nach  dem  Grunde 
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davon  haben  wir  hier  nicht  weiter  zn  fragen;  es  ist  einfach  als  Thatsache 
anzuerkennen.  Nnn  weicht  die  oben  aufgeführte  Reihe  von  der  Heroni- 
schen Reihe  nnr  noch  darin  ab,  dass  für  ö  ein  /  gesetzt,  und  d  ausgelassen 
ist  Aber  das  gerade  stimmt  vortrefflich  mit  der  Geschichte  des  Beweises. 
Denn  das  arabische  Alphabet  fängt  an  a,  6,  t.  Alio  ein  arabischer  Bear- 
beiter war  es ,  der  das  5  in  /  verwandelte ,  und  nachher  wiederum  war  es 
ein  lateinisch  schreibender  Bearbeiter,  der  das  d ,  wofür  er  eben  wieder  t 
hätte  setzen  müssen,  wegliess.^)  Nnn  bleibt  noch  der  einzige  Einwand, 
es  fehle,  wenn  man  einmal  den  griechischen  Ursprung  annimmt,  zuletzt 
zwbchen  n  und  o  das  £.  Mit  nichten;  denn  der  apagogische  Beweis  in 
$14,  in  dem  allein  das  o  vorkommt,  ist  ja  erst  von  Pacioli  hinzu ^ 
gefügt  worden;  —  und  überdies,  selbst  wenn  er  schon  in  der  griechi- 
schen Quelle  gestanden  hätte,  so  würde  der  griechische  Verfasser,  der  das 
9'  noch  hatte,  immer  erst  bis  zum  v  gekommen  sein. 

Genug,  die  Buchstaben  beweisen  sicher  den  griechischen  Ursprung 
des  von  Leonardo  überlieferten  Beweises«  Es  bleibt  nun  blos  noch  die 
Schwierigkeit  zu  heben,  dass  derselbe  doch  nicht  identisch  mit  dem  Heroni- 
schen ist.  Wir  geben  auch  dafür  die  Erklärung,  indem  wir  zugleich  zum 
Scbluss  uniere  Ansicht  über  das  Ganze  in  ein  kurzes  Resum^  zusammen- 
fassen. 

Der  Heronische  Beweis  wurde  einige  Jahrhunderte  nach  Heron,  zu 
einer  Zeit,  wo  die  Wissenschaft  des  Alterthums  immer  mehr  in  Verfall  ge- 
rieth,  von  einem  griechischen  Mathematiker  umgeändert.  Sei  es,  dass 
derselbe  die  Heronische  Deduction  selbst  nicht  vollkommen  verstand,  sei 
es,  dass  er  sie  für  Andere  unverständlich  hielt,  genug,  er  erdachte  sich 
eine  Beweisführung,  die  ihm  weniger  Schwierigkeiten  zu  enthalten  schien, 
und  führte  den  Beweis  in  sehr  umständlicher  Weise  mit  Angabe  auch  der 
selbstverständlichen  Zwischensätze  aus.  Im  übrigen  aber  blieben  sowohl 
der  Gang  des  Beweises  im  Allgemeinen,  als  die  Methode  und  die  Beweis- 
mittel derselben.  Diese  umgeänderte  Form  des  Heronischen  Beweises 
wurde  von  einem  arabischen  Mathematiker  genau  in  seine  Sprache  über- 
tragen; von  da  ging  sie  über  in  eine  lateinische  Bearbeitung;  und  aus  die- 
ser wiederum  —  vielleicht  auch  unmittelbar  aus  der  arabischen  Quelle  — 
schöpfte  Leonardo.     Endlich  Leonardo^s  Beweis  wurde  von  Pacioli  in  das 


*^)  Man  könnte  noch  fragen,  wie  der  arabische  Bearbeiter  überhaupt  die  ihm 
überlieferten  griechischen  Buchstaben  ausgedrückt  habe.  Gewiss  nicht  durch  Buch- 
staben des  arnbischen  Alphabetes,  denn  dann  hätten  «  und  rj  nicht  erhalten  bleiben 
können.  Er  behielt  vielmehr  die  griechischen  Buchstabenzeichen  bei,  gerade  so,  wie 
er  die  Ziffern  mit  den  indischen  Zeichen  schrieb.  Nur  für  Ö  schlich  sich  gemäss  der 
Kcihcnfolge  des  arabischen  Alphabetes  ein  t  ein ;  aber  selbst  diesen  Fehler  braucht 
ja  nicht  der  arabische  Uebersetzcr  gemacht  zu  haben,  sondern  er  kann  ebensowohl 
ron  einem  späteren  Abschreiber  herrühren. 
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lUlienische  übertragen  und  veröfFentlicht.  Jeder  von  diesen  Terschiede- 
nen  Bearbeitern  mag  im  Einzelnen  Mancherlei  geändert  haben;  aber  die 
wesentliche  Gestalt  des  Beweises  rührt  von  keinem  derselben  her,  sondern 
ist  anf  den  Griechisch  schreibenden  Umarbeiter  des  Heronischen  Satzes 
inrttckznfUhren. 

Es  ist  das,  was  wir  behandelt  haben,  nur  eine  ganz  specielle  Frage, 
die  ihren  Anlass  hatte  in  der  Herausgabe  des  ursprünglichen  Heronischen 
Beweises;  aber  wir  glauben  damit  zugleich  manchen  Gesichtspunkt  von 
allgemeinerer  Bedeutung  für  die  Geschichte  der  Mathematik  gefunden 
in  haben. 


XL 

üeber  vertikale  Lnftströme  in  der  Atmosphftre. 

Von  Dr,  Th.  Reye, 

Privatdocent  in  Zürich. 


Im  Folgenden  soll  nicht  yon  den  ausgedehnten  aufsteigenden  Laft- 
strömen  der  heisscn  Zone  die  Kede  sein,  von  denen  die  Passatwinde  her- 
rühren. Sondern  ich  werde  die  mehr  örtlichen,  anf-  oder  abwärts 
gerichteten  Bewegungen  in  der  Atmosphäre  untersuchen,  denen  die 
Meteorologen  eine  bedeutende  Rolle  zuschreiben,  namentlich  bei  der  Wol- 
kenbildung, und  auf  welche  schon  manche  Theorie  der  Wettersäulen  und 
Wasserhosen,  der  Gewitter  und  Hagelstürme  und  sogar  der  verheerenden 
Orkane  gegründet  wurde.  Namentlich  will  ich  mich  nach  den  Ursachen 
umsehen,  von  denen  solche  vertikale  Luftströme  herrühren,  nach  den  Er- 
scheinungen, von  welchen  sie  begleitet  sind,  und  nach  den  Bedingungen, 
unter  denen  ihr  Eintreten  möglich  ist. 

Die  Anregung  zu  dieser  Untersuchung  verdanke  ich  einer  Theorie 
des  Hagels,  welche  Frd.  Mohr  im  117.  Bande  von  Pogg.  Ann.  veröffent- 
licht hat.  Mohr  ist  der  Ansicht,  dass  die  Hagelwolke  durch  einen  starken, 
niedersinkenden  Luftstrom  hervorgebracht  wird ,  welcher  die  grosse  Kälte 
der  oberen  Luftschichten  hinabträgt  in  die  Wolkenregion,  dort  den  at- 
mosphärischen Wasserdarapf  verdichtet  und  sogar  das  so  gebildete  Wasser 
zu  Hagel  gefrieren  macht.  Ein  heftiges  Herabstürzen  kalter  Luft  ist  oft 
genug  bei  Hagelstürmen  beobachtet  worden.  Mohr  glaubt  die  Ursache 
dieser  Bewegung  in  der  Condensation  des  atmosphärischen  Wasserdampfes 
gefunden  zu  haben. 

Er  geht  nämlich  von  der  Tliatsache  aus,  dass  gesättigter  Wasserdampf 
ein  ungemein  viel  grösseres  (z.  B.  bei  0  Grad  ein  mehr  als  180000  mal  so 
grosses)  Volumen  hat,  als  das  Wasser,  aus  welchem  er  entstanden  ist. 
Durch  Verdichtung  desselben  an  irgend  einem  Punkte  der  Atmosphäre 
muss  daher  nach  Mohr  eine  ,,ganz  ungeheure'*  Raumverminderung  ein- 
treten. Diese  ,,VacuumbiIdung"  hat  eine  starke  Ansaugung,  ein  „Ein- 
schlürfen"  von  Luft ,  namentlich  aus  den  oberen  Schichten  zur  Folge, 
welche  dann  durch  ilire  Kälte  eine  neue  Condensation  verursacht  u.  s.  w. 


Von  Dr.  Th.  Reye.  251 

Könnte  der  Dampf  sich  irgendwo  ganz  oder  theilweise  verdichten 
ohne  seine  latente  Wärme  abzugeben,  so  würde  allerdings  das 
Volnmen  der  mit  ihm  gemischten  Laft  sich  verkleinern  in  dem  Verhältniss 
des  verschwindenden  Dampfdruckes  zum  ganzen  atmosphärischen  Druck. 
Doch  ist  diese  Volumverminderung  nicht  bedeutend,  weil  bei  atmosphä- 
rischen Temperaturen  die  Spannung  des  Wasserdampfes  sehr  gering  ist. 
Nun  aber  vergrössert  ausserdem  die  frei  gewordene  Verdampfungswärme 
das  Luftvolumen  beträchtlich.  Die  Rechnungen  am  Schluss  dieser  Arbeit 
werden  zeigen,  dass  bei  den  gewöhnlichen  Lufttemperaturen  von  — ^  10 
bis  +35  Grad  Geis,  diese  Volumvergrösserung  um  mehr  als  das  Fünf- 
fache jene  Verkleinerung  übersteigt.  .  Die  Mohr'sche  Einschlürfnngs- 
theorie  ist  daher  nicht  statthaft;  und  durch  die  Condensation  des  at- 
mosphärischen Wasserdampfes  kann  ein  niedersinkender  Luftstrom 
nicht  hervorgerufen  werden.  Wohl  aber  kann  der  Wasserdampfgehalt  der 
Luft  zur  Ursache  aufsteigender  Luftströme  werden;  denn  die  Verdich- 
tung des  Dampfes  ruft  eine  Ausdehnung  der  Luft  hervor,  vergrössert  also 
den  Auftrieb  derselben. 

Sowohl  aufwärts  als  abwärts  gerichtete  Luftströme  werden  ferner  nach 
der  Meinung  wohl  aller  Meteorologen  hervorgerufen  durch  die  ungleich- 
massige  Vertheilung  der  Temperatur  in  der  Atmosphäre.  Die  unteren 
Luftschichten,  erwärmt  durch  den  von  der  Sonne  erhitzten  Erdboden, 
können  trotz  des  grösseren  Luftdrucks  durch  ihre  höhere  Temperatur 
so  stark  aufgelockert  werden,  dass  sie  durch  die  kälteren  oberen  Schiebten 
sieh  einen  Weg  suchen,  oder  auch  dass  diese  sie  durchbrechen  und  zur  Erd- 
oberfläche herabsinken  müssen.  Die  Beobachtungen  vertikaler  Luftströme 
weisen  tiberall  hin  auf  derartige  Vorgänge.  Wir  wollen  eine  Anzahl  solcher 
Beobachtungen  zusammenstellen,  um  an  ihnen  die  Erscheinungen  kennen 
zu  lernen ,  von  denen  vertikale  Luftströme  begleitet  sind. 

Es  lassen  sich  zwei  Arten  vertikaler  Bewegungen  in  der  Atmosphäre 
unterscheiden,  ein  discontinnirlich  auftretende  und  eine  continuirliche,  bei 
welcher  die  bewegte  Luft  einen  zusammenhängenden  Strom  bildet.  Die 
erstere  Art  ist  wahrscheinlich  die  häufiger  vorkommende,  doch  hat  meines 
Wissens  nur  ein  einziger  Meteorologe,  nämlich  Hennessjin  L'land,  eine 
Reihe  von  Beobachtungen  über  dieselbe  veröfifentlicht.  Mittelst  eines  an 
einem  Mastbaume  befestigten  Anemoscopes*  beobachtete  Hennessy  an  der 
irischen  Küste  die  Windrichtung ,  und  fand  dieselbe  fast  immer  um  einige 
Grade  gegen  den  Horizont  geneigt.  Das  Tagebuch  über  seine  dreimonat- 
lichen Beobachtungen  hat  er  im  Philosophical  Magazine  Bd.  19,  1800  ver- 
öffentlicht, und  er  zieht  daraus  den  Schluss:  „Dass  der  Wind  selten 
„parallel  zur  Erdoberfläche  wehe,  dass  vielmehr  seine  Richtung  —  in 
„vertikaler  Ebene  —  gewissen  Schwankungen  unterworfen  sei,  gerade 
„so  wie  die  Windrichtung  häufig  im  Azimuth  um  eine  mittlere  Lage 
„sehwanke." 
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Hennessy  fttgt  hinzu,  „dass  die  Lufttemperatar  gemeiniglich  zugeiioin* 
„men  habe  und  das  Wetter  schön  gewesen  sei  beim  Vorherrschen  aufwärts 
„gerichteter  Luftströmungen.  Abwärts  gerichteten  dagegen  schien  gewöhn- 
,,lich  eine  plötzliche  Temperaturabnahme  voranzugehen  oder  sie  zu  begleiten, 
„und  in  der  Regel  folgte  ihnen  Regen  oder  unangenehmes  Wetter/'  Ueber 
diese  bemerkenswerthen  Temperaturschwankungen  stellte  Hennessj  noch 
besondere  Beobachtungen  an  mittelst  frei  und  in  verschiedenen  Höhen  auf- 
gehängter Thermometer.  „Das  Quecksilber  fiel  oder  stieg  manchmal  um 
„drei  Grad  Fahrenheit  in  drei  Minuten.  Die  längsten  Schwankungen 
„dauerten  nur  sechs  Minuten.  Sie  nahmen  ab  je  mehr  die  Thermometer  vor 
„dem  Einfluss  der  Luftströme  geschützt  wurden.*^  Wie  sich  erwarten  lässt, 
zeigten  sich  die  Schwankungen  besonders  stark  bei  wolkenfreiem  Himmel, 
wenn  die  Sonne  am  entschiedensten  erhitzend  auf  den  Boden  einwirkte. 

Offenbar  werden  also  die  unteren  Luftschichten  durch  den  heissen 
Boden  erwärmt,  und  steigen  empor,  wenn  der  Wind  ihr  Gleichgewicht 
stört.  Gleichzeitig  sinkt  an  anderen  Orten  die  kältere  Luft  herab  und 
verbreitet  sich  über  den  Boden,  wo  sie  von  Neuem  sich  erwärmt.  Hennessy 
vergleicht  diese  Bewegungen  in  der  Atmosphäre  mit  denjenigen ,  welche 
in  einer  siedenden  Flüssigkeit  beobachtet  werden;  die  aufsteigenden  Luft- 
massen lösen  sich  wie  kleinere  oder  grössere  Blasen  vom  Boden  ab.  Zu- 
gleich erklärt  er  durch  sie  das  Zittern  der  Luft  über  Dampfkesseln,  erhitz- 
ten Kieswegen  u.  s.  w. 

Bevor  ich  die  schon  hier  sich  aufwerfende  Frage  löse,  um  wie  viel 
denn  die  Temperatur  der  unteren  Luftschichten  wärmer  sein  müsse  als  die 
der  oberen,  damit  vertikale  Strömungen  entstehen,  mögen  die  merkwürdigen 
und  zum  Theil  grossartigen  Erscheinungen  näher  erörtert  werden,  von 
welchen  continuirliche  verticale  Luftströmo  in  der  Regel  begleitet  sind. 
Am  unbefangsten  lassen  sich  diese  Erscheinungen  prüfen  bei  künstlich 
erzeugten  aufsteigenden  Luftströmen,  wie  sie  z.  B.  bei  grossen  Bränden 
vorkommen.  Redfield  hat  in  Sillimann's  Journal  Bd.  36,  pag.  50  u.  flgde. 
mehrere  sehr  interessante  Berichte  über  die  ausgedehnten  Waldbrände  zu- 
sammengestellt, mit  deren  Hülfe  die  amerikanischen  Farmer  ihren  Boden 
urbar  machen.  Grössere  Flächen  Waldlandes  (in  einem  der  angeführten 
Fälle  sieben  Akres)  werden  abgeholzt,  man  lässt  das  Holz  einige  Zeit  zum 
Austrocknen  liegen  und  zündel  es  hernach  an  bei  ruhiger  Luft,  sodass  die 
Flammen  nicht  leicht  auf  den  angrenzenden  Wald  sich  ausdehnen.  Feuer 
und  Rauch  vereinigen  sich  dann  regelmässig  zu  einer  einzigen ,  gewaltigen 
Säule,  und  steigen  in  derselben  heftig  wirbelnd  empor.  Alle  Augenzeugen 
sind  sich  einig  in  Ausdrücken  der  Bewunderung  über  den  grossartigen  An- 
blick dieser  ungeheueren  Säule,  deren  unterer  feuriger  Theil  allein  in 
einem  Falle  zu  etwa  200  Fuss  angegeben  wird,  während  die  Rauchsäule  so 
hoch  emporstieg  als  man  nur  mit  den  Augen  folgen  konnte.  Wegen  ihrer 
bedeutenden  Höhe  schwankt  die  Säule  majestätisch  hin  und  her  im  Luft- 
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rmmne.  Ein  Sansen  und  Brausen  wie  bei  starken  Kaminbrftnden  ist  meilen- 
weit hörbar.  Durch  die  Gewalt  des  Wirbels  werden  grosse  Aeste,  selbst 
ausserhalb  der  Brandstätte,  und  in  einem  Fall  sogar  kleine  Baumstämme 
Ton  6  bis  8  Zoll  Durchmesser,  ergriffen  und  hoch  emporgetragen,  um  dann 
aoaserhalb  des  brennenden  Feldes  wieder  zur  Erde  zu  fallen« 

Die  erhitzten,  zum  Aufsteigen  gezwungenen  Luftmassen  yereinigen 
sieh  also  selbst  über  grösseren  Flächen  leicht  in  einem  einzigen  Canale, 
und  ein  Beobachter  eines  solchen  Brandes  giebt  ausdrücklich  an ,  dass  die 
Luft  ausserhalb  der  wirbelnden  Säule  gemeiniglich  gänzlich  frei  gewesen 
sei  von  Feuer  sowohl  als  Rauch.  Aehnliches  wird  häufig  bei  Bränden 
menschlicher  Wohnstätten  wahrgenommen.  Und  Redfield  schon  erinnert 
an  die  heftigen ,  säulenförmigen  Wirbelwinde,  welche  so  oft  über  den  Kra- 
tern thätiger  Vulkane  sich  bilden.  Die  Analogie  mit  letzteren  Wirbel- 
winden erstreckt  sich  nun  aber  nicht  auf  die  Rotationsbewegung  allein; 
sondern  auch  den  yulkanischen  Gewittern  entsprechen  nicht  selten  heftige 
Gewitter  des  aufsteigenden  Luftstroms. 

Dor  Amerikaner  Espy,  welcher  die  Stürme  durch  ausgedehnte  auf- 
steigende Luftströme  sich  entstanden  denkt,  giebt  in  seinem  Second  and 
ikhrd  Report  on  Meteorology^  1840,  sehr  interessante  Berichte  von  Regenfällen, 
welche  durch  grosse  Feuer  erzeugt  wurden,  u.  A.  einen  von  dem  amerika- 
nischen Officier  George  Mackay.  Dieser  hatte  während  der  regenlosen 
Monate  April,  Mai  und  Juni  in  Florida  Vermessungen  auszuführen,  bei  denen 
ihm  nicht  selten  ausgedehnte  Schilffelder  {sawgrass  ponds)  sehr  hinderlich 
waren.  Nun  lag  unter  dem  fünf  bis  sechs  Fuss  hohen  grünen  Schilfgras 
oft  eine  Schicht  trockenen  Schilfes  von  2  bis  4  Fuss  Mächtigkeit,  die  sehr 
leicht  anzuzünden  war.  Und  an  heissen  Tagen ,  wenn  es  seinen  Leuten 
besonders  beschwerlich  wurde,  durch  diese  wohl  fünfhundert  Akres  grossen 
Felder  sich  hindurchzuarbeiten,  brach  Mackay  sich  manchmal  durch  das 
Feuer  Bahn.  Auch  hier  erhob  sich  eine  einzige  wirbelnde  Rauchsäule  über 
der  Brandstätte;  über  der  Säule  aber  ballten  sich  die  Dunstmassen  zu 
einer  compacten  Wolke  zusammen ,  die  sich  mehr  und  mehr  über  den  an- 
fangs wolkenfreien  Himmel  ausbreitete  und  schliesslich  unter  Donner  und 
Blitz  in  starken  Regengüssen  sich  entlud.  Diese  Gewitter  zeigten  sich  so 
regelmässig  nach  jedem  grösseren  Schilf  brande ,  dass  Mackay  häufig  ohne 
Noth  die  Schilffelder  anzündete,  um  sich  und  seinen  ermatteten  Leuten 
einen  erfrischenden  Regen  zu  verschaffen.  Auch  wenden  nach  seiner  An- 
gabe die  Pflanzer  in  Florida  dasselbe  Mittel  nicht  selten  an ,  um  ihre  neuen 
Saaten  zu  tränken. 

Sehr  lebhaft  erinnern  diese  wirbelnden  Rauchsäulen,  aus  denen  sich 
Regenwolken  entwickeln,  an  die  räthselhaften  Wasserhosen,  in  denen  Luft 
und  Dampf  ebenfalls  heftig  wirbelnd  emporsteigen  zu  den  Wolken ,  welche 
letztere  dann  meistens  rasch  sich  vergrössern  und  den  Charakter  wirklicher 
Gewitter  annehmen.    Boussard  sah  sogar  (nach  Gehler's  phys«  Wort«  X.« 
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pag.  1664)  bei  wolkenfreiem  Himmel  eine  Wasserhose  sich  bilden ,  welche 
oben  eine  Gewitterwolke  erzeagte,  aus  der  es  später  donnerte.  Er  will 
wiederholt  bei  fast  wolkenfreiem  Himmel  beobachtet  haben,  dass  die 
Wasserhosen  zuerst  an  der  Meeresfläche  entstehen  nnd  erst  hernach  die 
zugehörigen  Wolken  erzeugen  oder  doch  vergrössern.  Sollten  demnach 
die  Wasserhosen,  sollten  überhaupt  die  Tromben,  diese  heftigen,  hoch  em- 
por sich  erstreckenden,  aber  wenig  ausgedehnten  Luftwirbel,  vielleicht 
nichts  weiter  sein  als  vertikale  Luftströme,  die  den  Temperaturunterschie- 
den der  Luftschichten  oder  dem  atmosphärischen  Wasserdampf  ihr  Ent- 
stehen verdanken? 

Ich  muss  mich  Denjenigen  anschliessen ,  welche  diese  Frage  bejahen. 
Denn  einmal  zeigen  unzweifelhafte  vertikale  Luftströme,  auch  da,  wo  sie 
durch  natürliche  Einwirkung  der  Sonnenwärme  auf  den  Boden  eingeleitet 
werden,  leicht  den  Charakter  von  Tromben;  andererseits  aber  lassen  sich 
alle  Erscheinungen  der  letzteren,  sowie  auch  ihr  Entstehen  erklären  durch 
den  vertikalen  Luftstrom.  Ich  hoffe  dieses  im  Einzelnen  nachweisen  zu 
können. 

Der  französische  Marine  -  Capitän  Bai  Heul  erzählt  in  den  Comptes 
rendus,  Bd.  31,  pag.  8,  von  einem  Besuche,  den  er  dem  Vesuv  im  Juni  1850 
fünf  Wochen  nach  seinem  Ausbruch  abstattete.  Die  ausgeworfene  Lava 
war  noch  zu  heiss,  um  sie  zu  betreten;  die  Temperatur  war  an  einigen 
Stellen  noch  besonders  hoch.  An  diesen  Stellen  nun  sah  Bailleul  manch- 
mal „kleine  Tromben"  sich  erheben,  die  mächtig  genug  waren,  um  Bim- 
steinstücke  fortzubewegen  und  von  benachbarten  Bäumen,  die  sie  beim 
Ueberschreiten  der  Lavagrenzen  etwa  erreichten,  Laub  abzureissen.  Das 
Gleichgewicht  der  Luft  stellte  sich  dann  aber  bald  wieder  her.  Offenbar 
stieg  in  diesen  Wirbeln  die  von  der  Lava  erhitzte  Luft  empor.  —  Grössere 
Wirbelwinde  ähnlichen  Ursprunges  beobachtete  Olmsted  (nach  Sill. 
Journ.,  11.  Ser. ,  Bd.  11)  bei  dem  Brande  eines  ausgedehnten  Rohrge- 
btisches und  theilweise  über  der  noch  heissen  Asche,  welche  durch  ihr 
Aufsteigen  die  vertikale  Bewegung  innerhalb  der  Wirbelwinde  ganz  augen- 
scheinlich machte. 

Aber  auch  überall,  wo  die  Sonne  den  Erdboden,  und  damit  die  unte- 
ren Luftschichten  stark  erhitzt,  namentlich  an  ruhigen,  windstillen  Sommer- 
tagen, zeigen  sich  wirbelnd  emporsteigende  Luftströme.  Auf  unseren 
schmalen  Landstrassen  sind  es  häufig  etwa  10  Fuss  hohe,  wie  Kreisel  über 
dem  Boden  hingleitende  Staubwirbel,  die  nach  oben  hin  sich  konisch  er- 
weitern. Auf  grösseren  Plätzen  zeigen  sie  sich  wohl  als  dünne,  schlang- 
artige  Säulen ,  die  Staub  und  Blätter  oft  mehrere  hundert  Fuss  wirbelnd 
in  die  Höhe  treiben.  Humboldt  beobachtete  sie  in  den  Llanos  von  Süd- 
amerika, und  bemerkt,  dass  sie  nur  bei  völlig  ruhiger  Luft  sich  zeigen. 
Die  vertikalen  Sandsäulen,  welche  Bruce  in  den  Wüsten  Afrika's  und 
Clarke  in  den  russischen  Steppen  wahrgenommen  hat,  sind  wieder  die- 
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selben  Erseheinnngen,  nnd  es  ist  ja  bekannt,  dass  die  anfsteigenden  Luft- 
ströfne  der  Sahara  den  Wüstensand  in  solchen  Massen  and  so  hoch  and 
weit  mit  sich  fortreissen ,  dass  bis  weit  Über  die  Canarischen  Inseln  hinaas 
die  Sonne  nicht  selten  dadurch  verfinstert  wird.  Ueberhaapt  zeigen  sich 
die  wirbelnd  aufsteigenden  Luftströme  in  allen  Welttheilen,  und  es  sei  mir 
nnr  gestattet,  noch  einige  interessante  Beobachtungen  hier  anzuführen, 
welche  der  Engländer  B  e  1 1  in  Australien  angestellt  hat. 

Belt  erzählt  im  Philos.  Magazine  1859,  Bd.  17,  von  den  rotirenden 
Stanbsäulen  Australiens,  die  in  der  heissen  Jahreszeit  den  Goldsuchern 
hSnfig  ihre  leichten  Gezelte  niederwerfen.  „Der  Staub  und  die  mitge- 
„rissenen  Blätter  lassen  ihre  schraubenförmige  Bewegung  nach  oben  deut- 
„licher  hervortreten.  Bisweilen  stehen  die  Säulen  still ;  gewöhnlich  aber 
„haben  sie  eine  regelmässige  horizontale  Bewegung.  Staubwolken  nm- 
„hüllen  ihren  Fuss,  aus  denen  sie  zu  beträchtlicher  Höhe  emporsteigen, 
„oft  durch  obere  Luftströmungen  aus  ihrer  lothrechten  Lage  abgelenkt. 
„Besonders  häufig  sind  sie  in  den  Ebenen,  wo  bei  mangelndem  Baumwuchs 
„die  Sonnenstrahlen  grosse  Wirkung  ausüben** .... 

„Werden  solche  Luftwirbel  aufmerksam  beobachtet,  so  bemerkt  man, 
„dass  Luftströme  von  allen  Seiten  nach  dem  unteren  Säulcnende  sich  hin- 
„bewegen.  Die  Temperatur  der  Luft  an  der  Erdoberfläche  wird  durch  sie 
„merklich  erniedrigt.  Wenn  ich  (Belt)  durch  die  ausgedörrten  Ebenen 
„reiste ,  sah  ich  häufig  die  Luft  zittern  über  dem  heissen  Boden  wie  über 
„einem  Feuerheerde.  Plötzlich  erhob  sich ,  vielleicht  wenige  Schritte  von 
„mir,  ein  Sturm  im  Kleinen;  und  wenn  sein  Ungestüm  nach  wenigen  Mi- 
„nnten  ebenso  plötzlich  sich  legte,  war  das  Zittern  der  Luft  nicht  länger 
„bemerklich,  und  die  Atmosphäre  war  weniger  drückend.  Immer  von 
„Nenem  wiederholte  sich  derselbe  Vorgang,  bis  der  Schluss  unvermeidlich 
„wurde,  dass  jene  Wirbelwinde  die  Canäle  seien,  welche  die  erhitzte  Luft 
„von  der  Erdoberfläche  zu  den  höheren  Regionen  führen**. 

Dieses  Aufwirbeln  der  heissen  unteren  Luftschichten  vergleicht  Belt 
sehr  treffend  mit  den  Strudeln,  welche  durch  Bodenöffnungen  in  flachen 
Wasserbehältern  hervorgerufen  werden.  „Ist  einmal  die  Oeffnung  er- 
„zwungen ,  so  strömt  die  ganze  erhitzte  Luftschicht  zu  ihr  hin  und  wird 
„fortgerissen;  die  schwereren  Schichten  sinken  nieder  und  pressen  jene  her- 
„aus**.  Der  Umfang  und  die  Gewalt  des  Wirbelwindes  wächst  deshalb 
mit  der  Ausdehnung  der  verdünnten  Luftschicht.  Daher  die  grössere 
Wuth  des  gofürchteten  Samum,  dieses  gefahrbringenden  Wirbelwindes  der 
afrikanischen  Sandwüstenl  Daher  die  ungeheure  Gewalt  der  Drehstürme 
im  atlantischen  und  im  stillen  Ocean,  die  bezeichnend  genug  in  der  heissen 
Zone  ihren  Ursprung  nehmen !  Giebt  nicht  die  glühende  Luftschicht  ihre 
Gegenwart  deutlich  zu  erkennen  durch  trügerische  Spiegelung,  bevor  sie 
mit  Wolken  von  Sand  die  flüchtige  Caravane  tiberschüttet?     Und  verkiln- 
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digt  nicht  drückende  Schwüle  der  Luft  dem  Seemann  zum  Voraus  den 
wüthenden  Orkan?  — 

Ich  will  diesen  Spekulationen  Belt's  über  die  Entstehung  der  Stürme 
nicht  weiter  folgen,  weil  ich  sonst  auch  auf  die  entgegenstehenden  Ansich- 
ten eines  Doye,  eines  Red  fiel  d  weitläufig  eingehen  müsste.  Ehe  ieh 
jedoch  die  Bedingungen  untersuche,  unter  denen  sich  vertikale  Luftströme 
bilden ,  will  ich  noch  einige  beiläufige  Worte  zur  Begründung  der  Ansicht 
sagen,  dass  Wettersänlen  und  Wasserhosen  eben  auch  nur  auf-  oder  ab- 
wärts gerichtete  Luftströme  seien. 

Obgleich  die  grossartige  Erscheinung  der  Wettersäule,  ihre  gewalti- 
gen mechanischen  Wirkungen,  das  betäubende  Brausen  und  die  rasende 
Drehbewegung  die  Sinne  des  Beobachters  leicht  völlig  gefangen  nehmen, 
so  ist  doch  bei  den  meisten  Tromben  eine  vertikale,  meist  aufsteigende 
Bewegung  wirklich  wahrgenommen  worden.  Sehr  deutlich  zeigte  sie  sich 
B.  B.  bei  der  Wettersäule  von  Königswinter,  welche  Dr.  O.  vomRathin 
Pogg.  Ann.,  Bd.  104,  trefflich  geschildert  hat.  Als  dieselbe  zum  zweiten 
Male  den  Rhein  überschritten  hatte  und  sich  aus  einer  Wasserhose  wieder 
in  eine  Staubhose  verwandelte,  sah  man  den  weissen  Dampf  rasch  auf- 
steigen zu  den  Wolken,  und  ihm  folgte  dunkler  Staub,  durch  eine  scharfe 
wagerechte  Linie  gegen  jenen  abgegrenzt.  Oft  konnte  die  vertikale  Be- 
wegung in  den  Wettersäulen  auch  anderweitig  festgestellt  werden.  Briefe 
und  andere  leichte  Gegenstände  wurden  bei  son|Jb  ruhiger  Luft  meilenweit 
fortgetragen;  Blätter  und  mitgerissene  Zweige  fielen,  mit  einer  Eiskruste 
bedeckt,  wieder  zur  Erde  nieder.  Auch  strömt  zum  Fusse  der  Säule  die 
Luft  mit  Wucht  heran,  so  dass  sie  an  der  Erdoberfläche  entweder  gar  nicht 
rotirt,  oder  doch  in  mehr  oder  weniger  steilen  Spiralwindungen  sich  dem 
Ceutrura  nähert,  wo  sie  emporsteigt.  Die  niedergeworfenen  Bäume  oder 
das  zu  Boden  gedrückte  Korn  zeigen  deshalb  regelmässig  nach  der  Linie 
bin,  die  der  Fuss  der  Säule  durchlaufen  hat.  Die  vielen  Tornados,  deren 
Wirkungen  von  Redfield,  Espy,  Koomis,  Olmsted,  Hare  unter- 
sucht und  meistens  in  Silliman^s  Journal  dargestellt  sind,  machen  diese 
Thatsache  unzweifelhaft.  Ein  glänzender  Beleg  dafür  ist  auch  die  Wetter- 
säule von  Königswinter,  die  überhaupt  ganz  und  gar  den  Character  eines 
aufsteigenden  Luftstromes  hat. 

Selbst  die  Gegner  der  hier  vorgetragenen  Ansicht,  wie  Peltier,  Bec- 
querel  und  Hare,  oder  wie  Redfield  und  Oersted,  mussten  daher  das 
Vorkommen  eines  vertikalen  Luftstromes  in  der  Wettersäule  zugeben.  Die 
letzteren  erklärten  nämlich  die  Tromben  für  Wirbelwinde  mit  Saug- 
wirkung,  welche  durch  entgegengesetzte  Windstösse  hervorgebracht 
würden;  die  ersteren  aber  hielten  dieselben  für  Wirkungen  statischer 
Electricität,  welche  zwischen  ihren  Trägern,  den  Wolkeu  und  der  Erd- 
oberfläche, zunäclist  einen  vertikalen  Luftstrom  erzeuge,  und  waren  im 
Uebrigen  der  der  hier  ausgeführten  Ansicht.     Dabei  bleiben  aber,  anderer 
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wiehtiger  Bedenken  zu  gesohweigen,  diejenigen  häufig  beobachteten  Trom- 
ben  unerkUrt,  welche  keine  merkliche  Drehbewegung  oder  keine  elec- 
trische  Erscheinungen  zeigen.  —  Ist  dagegen  der  vertikale  Luftstrom  in 
der  Wettersäule  das  Ursprüngliche,  so  wird  derselbe,  wie  aus  den  oben 
angeführten  Thatsachen  zur  Genüge  hervorgeht,  leicht  eine  starke  Rota- 
tion annehmen.  Auch  wird  eine  grosse  Anhäufung  von  Eiectricität  mit 
Leichtigkeit  eintreten,  weil  im  aufsteigenden  Luftstrom ,  wie  unten  gezeigt 
werden  soll,  der  mitgerissene  Wasserdampf  sich  sehr  schnell  verdichtet. 
Wie  diese  Rotation  etwa  durch  Ungleichheiten  des  Luftdruckes,  wie  diese 
Eiectricität  durch  die  Condensation  hervorgebracht  wird,  darüber  lassen 
sich  hia  jetzt  freilich  nur  Vermuthungen  aufstellen ;  die  Wasserwirbel  und 
die  vulkanischen  Gewitter,  obwohl  lange  bekannt,  sind  ja  auch  noch  nicht 
vollständig  erklärt. 

Wenn  übrigens  die  Wettersäulen  und  Wasserhosen  nichts  weiter  als 
vertikale  Lnftströme  sind,  so  bedarf  es  wohl  keiner  eingehenden  Erörte- 
rung ttber  die  beträchtliche  Abnahme  des  Luftdruckes  am  Fusse  der  Säule, 
über  das  weithin  vernehmbare  Sausen  im  Luftkanale  und  über  die  erstaun- 
lichen mechanischen  Wirkungen  des  Meteors.  Die  Erklärung  dieser  Er- 
scheinungen ,  welche  sogar  als  Bestätigungen  unserer  Annahme  angesehen 
werden  dürfen,  ergiebt  sich  von  selbst. 

Die  Plötzlichkeit,  mit  der  sich  die  strudelnden  vertikalen  Luftströme 
wie  von  selbst  in  ruhiger  Atmosphäre  bilden,  und  die  Heftigkeit,  mit  der 
sie  auftreten,  legen  den  Gedanken  nahe,  dass  ihnen  ein  labiles  Gleich- 
gewicht der  Luft  vorangehe,  und  dass  durch  sie  die  gewaltsame  Um- 
wälzung der  Luftschichten  geschehe,  durch  welche  das  stabile  Gleichge- 
wicht wieder  hergestellt  wird.  Wirklich  müsste  auch  im  anderen  Falle 
die  Bewegung  eines  verhältnissmässig  wenig  ausgedehnten  Luftstromes 
ratch  an  den  passiven  Widerstand  der  durchbrochenen  ruhenden  Luft  er- 
lahmen, wenn  man  nicht  eben  äussere,  z.  B.  electrische  Kräfte  als  wirk- 
sam annehmen  will.  Auch  ist  die  Entstehung  jenes  labilen  Gleichge- 
wichtes in  ruhiger  Atmosphäre  leicht  denkbar,  da  durch  den  erwärmten 
Boden  die  unteren  Luftschichten  ganz  allmälig  eine  höhere  Temperatur 
annehmen  und  sehr  langsam  sich  demnach  ausdehnen.  Die  Fragen :  „bei 
welchen  Temperatur  Verhältnissen  können  vertikale  Luftströme  eintreten?** 
und  i,bei  welchen  ist  die  Luft  im  labilen  Gleichgewichte?**  sind  deshalb 
fttr  unsere  Untersuchung  gleichbedeutend. 

Man  wird  mit  Belt  geneigt  sein,  auf  letztere  Frage  au  antworten: 
„Wenn  die  unteren  Luftschichten  so  stai'k  erwärmt  sind ,  dass  sie  trotz  des 
„höheren  Druckes,  dem  sie  ausgesetzt  sind,  specifisch  leichter  werden,  als 
„irgend  welche  über  ihnen  befindlichen  Schichten**.  Allein  die  unten  zu- 
sammen gestellten  Rechnungen  zeigen,  dass  dieses  erst  dann  eintritt,  wenn 
von  den  unteren  Schichten  zu  den  oberen  die  atmosphärische  Temperatur 
abnimnit  um  mehr  als  8,42  Grad  Celsinj  für  je  100  Mel^t  ^«t\äk^^x  ^x- 
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hebung.  Die  bei  Luftfahrten  und  Bergersteigungen  wirklich  beobachteten 
Temperaturabnahmen  betragen  aber  selten  mehr  als  den  vierten  Theil 
dieser  Grösse,  und  nie,  auser  bei  der  sehr  merkwürdigen  Luftfahrt  von 
Barral  und  Bixio,  ist  wohl  die  angegebene  Temperaturabnabme  von  3,42 
Grad  pr.  100'°  direct  wahrgenommen  worden.  Ich  halte  deshalb  die  An- 
nahme für  unzulässig,  dass  bei  jeder  Wasserhose  oder  WettersHule  die 
unteren  Luftschichten  leichter  seien  als  die  oberen ,  wenn  dieses  auch  bis- 
weilen in  Wüsten  der  Fall  sein  mag,  indem  nur  durch  jene  Annahme  die 
Luftspiegelung  genügend  sich  erklären  lässt. 

Gleichwohl  sind  wir  keineswegs  genüthigt,  den  labilen  Gleichgewichts- 
zustand der  Atmosphäre  zu  verwerfen.  Ein  ähnlicher  Fall  kann  eintreten, 
wie  bei  einem  ausdehnsamen  Luftschlauch ,  der  durch  zweckmässige  Be- 
lastung im  Wasser  schwebend  erhalten  wird.  Drückt  man  denselben  um 
ein  Weniges  unter  seine  Gleichgewichtslage  hinab,  so  sinkt  er  sofort  zu 
Grunde,  weil  er  durch  den  grösseren  Wasserdruck  zusammengepresst,  sein 
Auftrieb  also  verringert  wird.  Ebenso  steigt  er  sofort  zur  Oberfläche  em- 
por, wenn  er  über  seine  Gleichgewichtslage  gehoben  wird;  denn  die  Ver- 
minderung der  Druckhöhe  veranlasst  eine  Ausdehnung  des  Schlanches  und 
damit  eine  Vergrösserung  des  Auftriebes.  Das  Gleichgewicht  des  Schlau- 
ches ist  also  ein  labiles.  Ganz  ähnliche  Erscheinungen  können  in  der 
Atmosphäre  eintreten ,  wenn  eine  beliebige  Luftmenge  eine  Ortsverände- 
rung erleidet;  nur  dass  hier  nicht  immer  das  Gleichgewicht  ein  labiles  sein 
musS)  sondern  je  nach  den  Temperaturverhältnissen  auch  indifferent  oder 
stabil  werden  kann. 

Versetzen  wir  eine  beliebige  Luftmasse  ohne  änsserliche  Zuführung 
oder  Entziehung  von  Wärme  in  eine  höhere  Schicht  der  Atmosphäre,  so 
dehnt  sie  sich  aus  wegen  Verminderung  des  äusseren  Druckes,  und  ihre 
Temperatur  sinkt  gleichzeitig.  Ist  diese,  dem  Poisson'schen  Gesetz  ent- 
sprechende Temperaturabnabme  grösser  als  die  atmosphärische, 
welche  der  durchlaufenen  Höhe  entspricht,  ist  also  unser  Luftquantuni  bis 
unter  die  Temperatur  seiner  neuen  Umgebung  erkaltet,  so  muss  dasselbe, 
sicii  selbst  überlassen,  zu  seiner  früheren  Lage  wieder  hinabsinken.  Das 
Gleichgewicht  der  Atmosphäre  ist  dann  ein  stabiles.  Dagegen  wird  das 
Luftquantum  noch  höher  steigen,  wenn  seine  bei  der  Ausdehnung  vermin- 
derte Temperatur  grösser  bleibt,  als  diejenige  der  umgebenden  Luft- 
schicht; das  Gleichgewicht  ist  ein  labiles.  Die  Rechnung  wird  zeigen, 
dass  die  Ltiftmenge  in  ihrer  neuen  Lage  bleibt,  und  dass  folglich  die 
Atmosphäre  im  indifferenten  Gleichgewicht  sich  befindet,  wenn  die 
Temperaturabnahme  für  einen  Höhenunterschied  von  100  Metern  je  einen 
Grad  Celsius  (genauer  0,993  Grad)  beträgt.  Nimmt  also  die  Temperatur 
für  eine  lothrechte  Erhebung  von  100  Metern  um  mehr  ab  als  einen  Grad,  so 
ist  das  Gleichgewicht  der  Atmosphäre  ein  labiles.  Gleichzeitig  aber  ist 
jede  Luftschicht  specifisch  schwerer  als  alle  darüber  befindlichen,  wenn  die 
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Temperaturabnahine  ^^eniger  beträgt  als  3,42  Grad  per  100  Meter.  So  z.  B. 
war  bei  GlaUher's  acht  Laftschi£ffabrten  (siehe  ,,Au»land^^  1862,  No.  45) 
die  Luft  bis  zu  1000  Fuss  Egl.  über  der  Erdoberfläche  im  labilen  Gleichge- 
wicht. Denn  die  Temperaturabnahoie  betrug  im  Mittel  3,1  Grad  Celsius 
für  die  ersten  1000  Fuss,  oder  1,02  Grad  für  je  100  Meter.  Sieher  werden 
daher  ähnliche  aufsteigende  oder  nach  unten  gerichtete  Luftströmungen 
geherrscht  haben,  wie  sie  Hennessy  in  Irland  beobachtet  hat.  Barral  und 
Bixio  fanden  auf  ihrer  ausserordentlichen  Luftfahrt  vom  27.  Juli  1850  in 
der  Höhe  von  18900  Pariser  Fuss  eine  Temperatur  von  — 10,5  Grad  Geb., 
dagegen  schon  in  21060  Fuss  Höhe  nur  noch  — 39  Grad.  Der  Temperatur- 
unterschied betrug  also  28,5  Grad  für  2070  Fuss,  oder  4,2  Grad  für  je  100 
Meter  Erhebung.  Die  Luft  war  folglich  in  den  unteren  Schichten  wirk- 
lich leichter  als  in  den  oberen,  und  daraus  mag  sich  auch  die  merk- 
würdige Spiegelung  der  Sonne  erklären ,  welche  die  beiden  Forscher  un- 
terhalb des  Ballons  wahrnahmen.*)  Das  labile  Gleichgewicht  der  Luft 
war  aber  auch  schon  durch  einen  mächtigen  niedersinkenden  Luftstrom 
unterbrochen,  wie  nicht  blos  aus  der  raschen  Bildung  der  mehr  als  10000 
Fuss  hohen  Wolke  sich  ergiebt,  deren  obere  Grenze  die  Luftfahrer  nicht 
einmal  erreichen  konnten,  sondern  vor  Allem  auch  aus  dem  Umstände, 
dass  beim  Sinken  des  Ballons  in  dön  unteren  Luftschichten  die  Temperatur 
weit  niedriger  war,  als  beim  Aufsteigen,  obwohl  die  ganze  Fahrt  kaum 
1%  Stunden  in  Anspruch  nahm. 

Es  ist  sehr  möglich,  dass  durch  solche  niedersinkende  Luftströme 
unter  Umständen  Gewitterwolken  erzeugt  werden,  so  dass  die  Mohr'sche 
Hageltheorie,  welche  offenbar  auch  einen  labilen  Gleichgewichtszustand 
in  der  Atmosphäre  voraussetzt,  vielleicht  nicht  in  allen  Stücken  zu  ver- 
werfen ist.  Dass  bei  Windstille  auf  öden,  baumlosen  Flächen  ein  solcher 
labiler  Zustand  ungestört  eine  Zeitlang  bestehen  kann,  ist  um  so  leichter 
denkbar,  als,  wie  schon  bemerkt,  die  Luft  dabei  nach  unten  hin  specifisch 
schwerer  bleiben  darf.  Eine  geringe  Störung,  wie  die  durch  einen  Heiter, 
durch  den  Schatten  einer  Wolke  u.  dgl.  m.  verursachte,  mag  dann  hinrei- 
chen, die  Atmosphäre  zur  plötzlichen,  gewaltsamen  Herstellung  des  stabi- 
len Gleichgewichtes  zu  veranlassen. 

In  der  Kegel  nun  geschieht  diese  Hers^Unng  des  stabilen  Gleichge- 
wichtes durch  einen  aufsteigenden  Luftstrom.  So  wird  bei  fünfzehn 
unter  den  56  von  Peltier  verzeichneten  Wasserhosen  angegeben,  die  Dünste 
seien  in  ihnen  aufgestiegen,  und  nur  bei  acht,  sie  seien  niedergesunken. 
Sehr  oft  sieht  man  am  Himmel  grosse  Haufenwolken  sich  aufthürmen,  die 
nach  oben  hin  rasch  wachsen  und  deren  konisch  abgerundete  Gipfel  durch 
die  dünnen  Wolkenschichten   der   oberen  Atmosphäre  sich   sehr  schnell 


*)  Die  Annahme  der  beiden  Luftfabrer  und  Arago*8,  dass  die  Sonne  sich  in  den 
horiEontalen  (warum  nicht  aucb  in  beliebig  geneigten?)  Grenzflächen  der  in^dcr  Luft 
idiwebenden  Ei^nadeln  gespiegelt  habe,  ist  mir  höchst  UQwahrsch^vxiU^iVL. 
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Bahu  brechen.  Dieses  Vorherrschen  der  aufsteigenden  Laftstrfime  gef^a 
die  niedersinkenden  mag  hauptsächlich  herrühren  Yon  der  Anwesenheit 
des  Wasserdampfes  in  der  Luft,  den  ich  bisher  ganz  nn berücksichtigt  ge- 
lassen habe.  Da  bei  atmosphärischen  Temperaturen  auf  diesen  Wasser» 
dampf  das  Mariotte'sche  Gesetz  ohne  Bedenken  angewendet  werden  kann, 
auch  sein  Gewicht  nicht  in  Betracht  kommt  gegen  dasjenige,  der  mit  ihm 
gemischten  Luft,  so  ist  dieses  Verfahren  gewiss  zulässig,  so  lange  der 
Wasserdanipf  seine  Dunstform  beibehält.  Aber  bei  aufsteigenden 
Luftströmen  schlägt  sich  der  Dampfgehalt  der  rasch  erkaltenden  Luft  nie- 
der; und  die  bedeutende  hierbei  frei  werdende  und  der  Luft  mitgetheilte 
Verdampfungswärme  darf  nicht  mehr  vernachlässigt  werden. 

Die  Frage  nun:   „Wann   kann   ein  vertikaler  Strom  feuchter  Luft 
in  der  Atmosphäre  sich  bilden?^*  hängt  innig  zusammen  mit  der  folgenden 
für  die  Meteorologie  überhaupt  nicht  unwichtigen  Aufgabe:   „Zu   anter« 
„suchen,  wie  Temperatur  und  Spannung  einer  mit  Feuchtigkeit  gesättigten 
„Luftmasse  sich  ändern,  wenn  dieselbe  ohne  äusserliche  Zuführung  oder 
„Entziehung  von  Wärme  sich  allmälig  ausdehnt'S    Der  Fall  nämlich,  in 
welchem  feuchte  Luft  comprimirt  wird,  bedarf  keiner  besonderen  Unter« 
snchung;  denn  es  schlägt  sich  bei  der  Compression  kein  Wasserdampf  nie- 
der, weil  die  Temperatur  der  Luft  selir  rasch  steigt.     Andererseits  aber 
zeigt  die  Rechnung  sowohl,  als  auch  zahlreiche  Versuche  mit  Luftpumpen, 
dass  bei  der  Expansion  feuchter  Luft  sich  Wasserdampf  verdichtet.     Bei 
gegebenem  Expansionsvcrbältniss  werden   also  unter  sonst  gleichen  Um- 
ständen die  Spannung  und  die  Temperatur  feuchter  Luft  lange  nicht  in 
demselben  Masse  sinken,  wie  diejenige  trockener  Luft.     Aus  den  hierher 
gehörenden,  unten  ausgeführten  Rechnungen  ergiebt  sich  folgender  Satz: 
Dehnt  sich  feuchte  Luft  ohne  äussere  Wärmozn- 
führung    oder    Wärnieentziehung    allmälig    aus,     so 
schlägt     sich    ihr    Wasserdampf    t heilweise     nieder. 
Die  Ausdehnung  erfolgt  näherungsweise  nach  einem 
Gesetz,    welches    dem   Poisson^schen    durchaus   ähn- 
lich   ist.     Die   Anwesenheit    des    Wasserdampfes   hat 
nämlich    ganz    dieselbe    Wirkung,    welche    eine   Ver- 
grösser ung    der   speci fischen   WUruien    der    Luft    ha- 
ben würde. 
Die  Vermuthung  liegt  nahe  und  wird  durch  die  Rechnung  bestätigt, 
dass  diese  Wirkung  des  atmosphärischen  Wasserdampfes   um   so  stärker 
sich  äussern  werde,  je  grösser  das  Gewicht  des  Dampfes  ist  im  Verhält- 
niss  zum  Gewicht  der  ihn  enthaltenden  Luft.     So  z.  B.  wird  der  gesättigte 
Wasserdampf  sich  mehr  geltend  machen   in  feuchter  Luft  bei  2(f  als   in 
solcher  von  0°,  und  mehr  bei  geringem  Luftdruck  als  bei  hohem.      Denn 
die  Dampfmenge,   welche  irgend  ein  Raum  aufnehmen  kann,  wächst  sehr 
schnell  mit  der  Temperatur  und  ist  unabhängig  vom  Luftdruck ,  während 
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gleiehzeitig  das  Gewicht  der  in  demselben  Raum  enthaltenen  Luft 
durch  Expansion  abnimmt  bei  wachsender  Temperatur  oder  abnehmen- 
dem Druck. 

Aus  diesen  Ergebnissen  lässt  sich  folgern,  dass  feuchte  Luft  weit 
leiehter  in  der  Atmosphäre  aufsteigt  als  trockene.  Letztere  steigt  erst  auf, 
wenn  die  Temperatur  um  mindestens  einen  Grad  Celsius  abnimmt  für  je 
100  Meter  lothrechter  Erhebung  in  der  Atmosphäre ;  dagegen  kann  feuchte 
Luft,  wie  wir  sehen  werden,  unter  Umständen  schon  aufsteigen ,  wenn  die- 
selbe Temperaturabnahme  nur  %  Grad  beträgt.  Und  zwar  ist  die  er- 
forderliche Grösse  dieser  Abnahme  wesentlich  abhängig  von  derjenigen 
Temperatur  und  Spannung,  welche  die  aufsteigende  Luft  bei  ihrem  Sätti- 
gungspunkte hat,  oder  von  dem  Gewichtsverhältniss  des  Dampfes  und  der 
Luft,  die  gleichzeitig  in  demselben  Kaum  enthalten  sind.  Bei  der  Span» 
nung  von  einer  Atmosphäre  z.  B.  wird  gesättigte  Luft  von  (f  erst  dann  mit 
Beschleunigung  sich  erheben  können,  wenn  die  genannte  Temperaturab- 
nahme etwas  über  %  Grad  beträgt;  dagegen  solche  von  20°  schon  bei  einer 
Temperaturabnahme  von  nicht  viel  über  ^k  Grad  Cels.  per  100  Meter  Er- 
hebung. Fast  dieselbe  Abnahme  von  reichlich  %  Grad  ist  erforderlich 
sam  beschleunigten  Aufsteigen  feuchter  Luft  von  0  Grad  bei  %  Atmos- 
phäre Spannung;  während  hierzu  bei  gleicher  Spannung  und  bei  20  bis  30 
Grad  nur  eine  Temperaturabnahme  von  reichlich  ^  Grad  nöthig  ist. 
Penchte  aufsteigende  Luftströme  treten  also  weit  leichter 
in  höheren  Schichten  der  Atmosphäre  ein,  als  in  tieferen. 
Wiriciich  sehen  wir  an  warmen,  klaren  Sommertagen  gar  oft  prächtige 
Hanfenwolken  sich  bilden,  die  in  mächtigen  Säulen  nach  oben  hin  sich 
ausdehnen.  Grössere  aufsteigende  Luftströme  an  der  Erdoberfläche,  wie 
Wettersäulen  und  Wasserhosen,  gehören  dagegen  immerhin  zu  den  Selten- 
heiten. Freilich  ist  dabei  wohl  zu  berücksichtigen,  dass  die  .Luft  unten 
weit  seltener  ihren  Sättigungspunkt  erreicht,  als  in  der  Wolkenregion; 
nnd  dass  dort,  wo  dieses  durch  Abkühlung  und  nächtliche  Strahlung  den- 
noch geschieht  (wie  z.  B.  in  Gebirgsthälern ,  wenn  ein  Nebelmeer  sich  bil- 
det), gewöhnlich  die  für  aufsteigende  Luftströme  nothwendige  Bedingung 
nicht  erfüllt  sein  wird,  dass  nämlich  die  untere  Schicht  wärmer  sei,  als  die 
snnächst  über  ihr  befindlichen  Schichten.  Bei  Wettersäulen  wird  daher 
in  der  Regel  die  für  trockene  Luftströme  erforderliche  Temperaturabnahme 
in  der  Atmosphäre  vorhanden  sein  müssen ,  und  erst  in  einiger  Entfernung 
von  der  Erdoberfläche  verdichtet  sich  der  mitgerissene  Dampf  und  tritt 
dessen  frei  werdende  Verdampfungswärme,  das  Aufsteigen  beschleunigend, 
in  Wirksamkeit.  So  erklärt  sich  beiläufig  auch  der  konische,  rüsselartige 
Ansatz,  der  bei  Tromben  häufig  unter  den  Wolken  beobachtet  ist  und  von 
diesen  zur  Erde  herabhängt. 

Haben  die  Wasserdämpfe  der  Luft  ihren  Sättigungspunkt  nock  \!w\^Vi\. 
erreicht,  so  ist  bei  e'mer  Temperaturabnahme  von  elNva«  "«^DA^^t  ^%'>^  ^^%- 


262  Ueber  vertikale   LuftstrÖrae  in  der  Atmosphäre. 


per  100™  Erhebnng  die  Atmosphiire  im  stabilen  Gleichgewicht.  Aber  die 
Grenzen  der  StAbilität  sind  nm  so  enger,  je  näher  der  Dampf  seinem  SXtti- 
gungspunkto  ist.  Wird  nHmlich  ein  Luftqiiantum  aus  einer  unteren  Schicht 
in  eine  obere  versetzt,  so  nähert  sich  bei  der  hierbei  eintretenden  Abküh- 
lung der  Dampf  rasch  seinem  Sättigungspunkte;  aber  so  lange  sich  nicht 
wirklich  Dampf  niederschlägt,  bleibt  die  Luftmassc  kälter  als  ihre  neue 
Umgebung,  und  hat  das  Bestreben,  zu  ihrem  früherem  Standort  zurückzu- 
sinken. Ist  aber  der  Sättigungspunkt  überschritten  und  hat  sich  hin- 
reichend viel  Dampf  niedergeschlagen,  so  kann  die  Temperatur  der  ge- 
hobenen Luftraasse  über  diejenige  ihrer  neuen  Umgebung  steigen,  und  es 
entsteht  ein  immer  wachsender  Auftrieb  nach  oben  hin.  Meine  Rech- 
nungen geben  genau  an,  unter  welchen  Umständen  dieser  Fall  eintreten 
muss.  Zur  Entstehung  von  aufteigenden  Luftströmen  ist  also  nicht 
einmal  das  Vorhergehen  eines  labilen  Gleichgewichtszustandes  nothwen- 
dig ,  obwohl  ich  glaube,  dass  derselbe  bei  Wettersäulen  in  der  Regel  vor- 
handen sein  wird.  Dagegen  können  niedergehende  Luftströme  nur  bei 
einem  solchen  labilen  Gleichgewichtszustande  eintreten,  und  werden  schon 
deshalb  seltener  sein  müssen,  als  aufsteigende. 

Durch  meine  Rechnungen  erleidet  auch  Espy's  Theorie  der  Stürme 
wesentliche  Einschränkungen.  Espy  nimmt  an,  dass  überall  da,  wo 
Wasserdampf  in  zufallig  emporgerissenen  Luftmassen  sich  verdichtet,  die 
frei  werdende  Verdampfungswärme  gross  genug  sei,  um  die  Luftmasse  zum 
heftigen,  immer  rascherem  Aufsteigen  zu  zwingen,  bis  sie  die  Grenze  der 
Atmosphäre  erreicht.  Wir  wissen  aber  jetzt,  dass  diese  Wirkung  der  Con- 
densation  erst  dann  eintritt,  wenn  die  Temperaturabnahme  bei  lothrechter 
Erhebung  in  der  Atmosphäre  eine  gewisse  Grösse  überschreitet. 


Die  Rechnungen,  auf  denen  die  obigen  Entwickelnngen  zum 
Theil  beruhen, 

und  zu  deren  Ausführung  ich  jetzt  übergehen  will,  habe  ich  deshalb  in  die 
allgemeineren  Betrachtungen  nicht  eingeflochten ,  weil  ich  sonst  deren 
Gang  hätte  unterbrechen  müssen,  und  weil  diese  Rechnungen  Mancherlei 
enthalten,  was  vielleicht  an  sich ,  nicht  aber  in  Bezug  auf  vertikale  Luft- 
ströme von  Interesse  sein  kann.  Aus  ähnlichen  Gründen  sondere  ich  sie 
in  drei  Gruppen  und  untersuche  zunächst: 

1.    Die   Ausdehnung   der   atmosphärischen  Luft   bei   der 
Wolkenbildung. 

Regnault  hat  bekanntlich  durch  mehr  als  hundert  Versuche  bewiesen, 
dass  die  sppcißschf^  Wärme  der  Luft  bei  constATvlem  Druck  innerhalb  sehr 
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weiter  Grenzen  unabhängig  ist  von  Temperatur  nnd  Spannung.  Hieraus 
und  ans  dem  Mariotte*8chen  Gesetz  lässt  sich  folgender  sehr  allgemeine 
Satz  beweisen: 

Wird  einer  beliebigen  Luftmenge  ohne  Aende- 
rang  der  Spannung  eine  Wärmeeinheit  zugeführt, 
80  dehnt  sich  idie  Luft  aus  und  verrichtet  dabei  eine 
äussere  Arbeit  von  123,15  Meter-Kilogrammen,  wie 
gross  auch  anfänglich  ihre  Volumen  und  die  Span- 
nung und  Temperatur  ihrer  einzelnen  Theile  sein 
mögen. 
Hier  nnd  im  Folgenden  sind  als  Masseinheiten  Kilogramm,  Meter  und  Cen- 
tesimalgrad  zu  Grunde  gelegt. 

Sei  /  die  Temperatur,  p  die  Spannung,  k  das  Gewicht  und  kv  das 
Volumen  der  gegebenen  Luftmenge,  so  dass  v  das  Volumen  der  Gewichts- 
einheit bezeichnet;  dann  ist  nach  Mariotte^s  und  Gay-Lussac^s  Gesetz: 

1)  p.kv=^kR{a  +  t), 

indem   «  =  273   und  /?  =  29,272.     Wird  nun  bei  constantem  Druck  p  die 

Wärmemenge  fF  gleichmässig  über  jene  k  Kilogramme  vertheilt,  so  steigt 

W 
die  Temperatur  der  Luft  um  -r —  Grade,   wenn  c  =  0,2377  die  specifische 

K  •  C 

W 
Wärme  bezeichnet.     Das  neue,  dieser  Temperatur  /  +  —     entsprechende 

Luftvolum  Ar .  p,  ergiebt  sich  nach  1)  aus  der  Gleichung : 
p  .  Art;,  =  ArÄ  Tfl  +  r  +  —  j , 

Und  wenn  1)  von  dieser  Gleichung  subtrahirt  wird,  so  folgt: 

2)  p  .(kv^—kv)  =  ~  .W  =•  123,15  W. 

Da  nnnp  den  constanten  Druck  und  {kv^  —  kv)  die  Volumen-Zunahme  der 
Lnftmenge  bezeichnet,  so  ist  p.(At;| — kv)  die  bei  der  Ausdehnung  ver- 
richtete äussere  Arbeit,  Dieselbe  ist  der  zugefährten  Wärme  W  propor- 
tional, und  gleich  123,15,  wie  oben  behauptet  wurde,  wenn  W^=.\  ist. 

Die  einschränkenden  Bestimmungen,  dass  alle  Theile  der  Luftmenge 
anfangs  gleiche  Temperatur  und  Spannung  haben,  und  dass  W  gleichroässig 
über  die  Luftmenge  vertheilt  werde,  dürfen  wir  jetzt  fallen  lassen.  Denn 
nacb  dem  eben  Bewiesenen  verrichtet  auch  sonst  jeder  einzelne  Theil  der 
Luftmenge  eine  äussere  Arbeit,  welche  der  ihm  zugeführten  Wärme  pro- 
portional ist.  Die  Arbeit  der  ganzen  Luftmenge  ist  also  wieder  =123,15  W^ 
wenn  auch  W  ungleichmässig  vertheilt  wird.  Also  wird  keine  neue  äussere 
Arbeit  verrichtet,  wenn  W  sich  nachträglich  gleichmässig  in  der  Luft- 
menge  verbreitet:  die  letztere  behält  ihr  einmal  erlangtes  Volumen ^  tLtk«.h- 
bXngig  von  der  Vertheiinng  ihrer  inneren  Würme.  Haw^xx^  lo\%\.  ^^^t  ^^V'^*- 
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Wenn  beliebige  Mengen  trockener  Luft  von  glei- 
cher Spannung  und  ungleicher  Temperatur  sich  mi- 
schen,  so  ändert  sich   bei   der  Temperatur- Ausglei- 
chung ihr  Gesammt- Volumen  nicht. 
Jetzt  lasst  sich  ohne  grosse  Mühe  die  Ausdehnung  berechnen,  welche 
durch  die  Condensation  einer  beliebigen  Dampfmenge  in  der  Atmosphäre 
hervorgerufen  wird.     Eine   solche  Condensation  tritt  vielfach  ein,  wenn 
zwei  mit  Wasserdampf  gemischte  Luftmengen  von  ungleicher  Temperatur 
einander  durchdringen,  und  namentlich  bei  der  Wolken-  und  Nebelbildung. 
Sei  beispielsweise  10  Grad  die  Temperatur,  bei  welcher  die  Condensation 
eintritt.     Dann  wird  der  Luft  eine  Wärmemenge  von  etwa  590,0  Einheiten 
mitgctheilt,  wenn  ein  Kilogramm  Wasserdampf  sich  verdichtet;  denn  ao 
viel  beträgt  nach  Begnault  die  Verdampfungswärme  desselben.     Die  sich 
ausdehnende  Luft  verrichtet  deshalb  nach  Gleichung  2)  die  äussere  Arbeit : 

123,15  .  500,0  =  73877,7  Meter- Kilogramm. 
Die  Ausdehnung  beträgt  daher  bei  der  Spannung  p  =  10336^^^-  oder  bei 
einer  Atmosphäre : 

73877,7 


10336 


=  7,147  Cubikmeter. 


Sie  beträgt  7,147  n  Cubikmeter  bei  dem  Druck  von  —    Atmosphäre.        Da 

n 

aber  in  diesem  Falle  das  specifische  Gewicht  der  Luft  nur  den  n***  Theil 
ausmacht  von  dem  bei  einer  Atmosphäre  Spannung  ihr  zukommenden,  so 
ist  offenbar  das  Gewicht  der  7,147 ;i  Cubikmeter  unabhängig  vom  Luftdruck. 
Das  Gewicht  der  Luft,  welche  bei  der  Condensation  von  l*''^*  atmosphäri- 
schen Wasserdampfes  (von  10")  durch  die  verursachte  Ausdehnung  ver- 
drängt wird,  beträgt  daher: 

273 
7,147  .  1,20319  .  ;—  =  8,916  Kilogramm, 
283 

weil  nach  Hegnault  ein  Cubikmeter  Luft  bei  (f  und  bei  einer  Atmosphäre 
Spannung  1,29310  Kilogramm  wiegt.  —  Auf  ähnliche  Weise  sind  in  der 
unten  folgenden  Tabelle  I  auch  die  übrigen  Ziffern  der  fünften  Spalte  be- 
rechnet worden. 

Diese  Ausdehnung  der  Luft  ist  aber  nicht  die  wirklich  eintretende. 
Sie  wird  vielmehr  vermindert  durch  die  gleichzeitige  Contraction,  welche 
bei  dem  Ausscheiden  des  Wasserdampfes  in  Folge  der  Spannungsverminde- 
rung stattfindet.  Die  Grösse  dieser  Contraction  nimmt  auch  unabhängig 
von  der  gleichzeitigen  Ausdehnung  ein  gewisses  Interesse  in  Anspruch. 
Wenn  nämlich  von  der  Erdoberfläche  Wasserdampf  in  die  Atmosphäre 
eindringt,  so  übernimmt  derselbe  einen  Theil  der  atmosphärischen  Span- 
nung und  veranlasst  daher  eine  Expansion  der  Luft,  welche  der  bei  seiner 
Ausscheidung  eintretenden  Contraction  gleichkommt.  Wie  die  Kechnung 
ergeben  wird,  nimmt  je  ein  Kilogramm  Wasserdampf  in  der  Atmosphäre 
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die  Stelle  ein  von  etwa  1,62.  Kil.  Luft,  so  dass  folgt: 

Bei  gleicher  Temperatur  und  Spannung  ist 
feuchte  Luft  specifisch  leichter  als  trockene. 
So  z.  6.  zeigt  eine  leichte  Rechnung,  dass  bei  1  Atmosphäre  Spannung 
feuchte  Luft  von  2(f  nicht  mehr  wiegt,  als  trockene  von  22^,6,  und  viel- 
leicht verdient  dieser  Satz  bei  der  Theorie  der  Land  -  und  Seewinde  Be- 
rücksichtigung. 

Bei  10^  ist  das  Volumen  von  einem  Kilogramm  gesättigten  Wasser- 
dampfes =  107,70  Cubikmeter,  die  Spannung  =0,01200  Atmosphären.  Wird 
also  in  107,79  Cubikmeter  atmosphärischer  Luft  sämmtlicher  Wasserdamf, 
d.  h.  1^"',  bei  10^  condensirt,  jedoch  ohne  dass  der  Luft  die  freigewordene 
Wärme  zugeführt  wird,  so  vermindert  sich  die  Spannung  der  Luft  um 
0,01206  Atm.,  oder  vielmehr  ist  ihr  Volum  um: 

0,01206 .  107,79  =  1,300  Cubikmeter, 
wenn  der  Luftdruck  eine  Atmosphäre  beträgt.     Die  Volnmverkleinerung 

beträgt  1,900  n  Cubikmeter,  wenn  der  Luftdruck  nur  —    Atmosphäre     aus- 

n 

macht.  Immer  aber  ist  das  Gewicht  der  bei  dieser  Contraction  ange- 
sogenen Luft  gleich 

273 
1,300, 1,29319  .  -—  oder  1,622  Kilogr. 
283 

Scheidet  aus  dem  k  fachen  Luftvolum  von  107,79  k  Cubikmeter  ein  Kilogr. 

0  Ol^fM 

Wasserdampf  aus,  so  vermindert  sich  die  Luftspannung  um  -^-7 — Atmos- 

n 

phären  innerhalb  jenes  Raumes.  Denn  bei  niedrigen  Temperaturen,  wie 
hier,  findet  das  Mariotte'sche  Gesetz  auf  den  Wasserdampf  unbedenklich 

Anwendung.  Die  Contraction  -^-r —  •  107,79  Ar  ist  also  wieder  =1,300  Cu- 
bikmeter, wie  oben.^  Ueberhaupt  erhalten  wir  aus  Tabelle  I  die  Contrac- 
tiaa  für  je  ein  Kilgramm  ausscheidenden  Wosserdampfes  dem  Volumen 
nach,  wenn  wir  irgend  einen  Werth  aus  der  zweiten  Spalte  mit  der  zuge- 
hörigen Zahl  der  vierten  Spalte  multipliciren.  Da  aber  diese  Volumina 
nur  für  den  Luftdruck  von  einer  Atmosphäre  gelten,  so  habe  ich  vorge- 
zogen/unter  6  in  der  Tabelle  die  entsprechenden  Gewichte  der  ange- 
sogenen Luft  aufzuführen. 

Die  wirkliche  Ausdehnung  der  atmosphärischen  Lufit  bei  der  Ver- 
dichtung von  einem  Kil.  Wasser  dampf  ist  in  Tabelle  I  unter  7  angegeben, 
nnd  zwar  wieder  durch  das  Gewicht  der  verdrängten  Luft.  Sie  nimmt,  wie 
man  sieht,  ab  mit  der  Temperatur,  und  lässt  sich  bis  zur  ersten  Decimal- 
stelle  genau  darstellen  durch 

7,7  —  0,04 1  Kilogramm. 
Das  Volumen  der  verdrängten  Luft  wird  bis  zur  dritten  Decimale  genau 
dargestellt  durch 
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5,972  —  0,0126  /  Cubikmeter, 
wenn  der  Luftdruck  eine  Atmosphäre  beträgt. 


Tabelle  I. 


Die  CondensalioD        Yerui 

-sacht 

folgende  Voloninjerongei 

einem  Kilo^amm  gesättigten 

atmosph.  Luft,  ansgedrfickt  dnrch  das  Oew. 

• 

Wasserdampfe». 

der  angesogenen  oder  verdrängten  Luft. 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 
DifTereni 

8. 
Verhiltoiss 

Terape- 

Ver- 

Expansion 

Contraction 

der 

der 

ratnr' 

Volumen 

dampFungs« 

Spannang 

durch 

Wiirmezu- 

darch 

Spannangs* 

Expansion 

nnd 

Expansion 

lor 

i 

warme 

tTiliruiig 

verlast 

Contraction 
(5)-(6) 

ContradioB 
CS): (6) 

(Geis.) 

(Cab.-M.) 

(Calorien) 

(in  Atm.) 

(Kilogr.) 

(Kilogr  ) 

(Kilogr.) 

-10° 

447,6 

614.1         0.0027 

9,82 

1.62 

8,20 

6.05 

-  b' 

800.4 

610.5         0.0041 

9.58 

1.62 

7,96 

5.91 

(f 

207.36 

607.0         0.00605 

9.35 

1,62 

7,73 

5.76 

5» 

148.61 

603.5         0.00860 

9,13 

1,62 

7,51 

5.63 

10» 

107.79 

599.9      1   0.01206 

8,92 

1.62 

7.29 

5.50 

15° 

79.12 

596.4      i    0.01672 

8.71 

1.62 

7,09 

5.37 

20° 

58,70 

592.8         0.02288 

8.51 

1.62 

6.89 

5.26 

25° 

44,03 

580.3      ,    0,0309'» 

8.32 

1.62 

6.70 

5.14 

30° 

33.37 

585,8      !    0.041 5J 

8.i3 

1.61 

6.52 

5.04 

35° 

25.54 

582.2 

0.05503 

7.95 

1,61 

6.34 

4.93 

Die  Spalte  8  der  Tabelle  bestätigt  meine  frühere  Behauptung,  dass  bei 
der  Condensation  des  atmosphärischen  Wasserdampfes  die  Contraction  der 
Luft  durch  Spannungsverlnst  kaum  ein  Fünftel  betrSgt  von  der  Expansion 
durch  die  frei  gewordene  Wärme. 

Die  Zahlen  der  7.  Spalte  will  ich  noch  benutzen  zur  Lösung  einer 
meteorologischen  Frage:  bis  zu  welchem  Grade  nämlich  die  Schwankun- 
gen des  Barometers  der  Condensation  und  dem  Ausscheiden  des  atmos- 
phärischen Wasserdampfes  zuzuschreiben  seien.  Ich  denke  mir  aus  der 
Atmosphäre  eine  lothreclite  Säule  von  einem  Quadratmeter  Grundfläche 
ausgesondert.  In  dieser  Säule  möge  ein  Kilogramm  Wasser  als  liegen 
herabstürzen  ,  so  dass  die  Regenhöhe  ein  Millimeter  beträgt.  Die  Luft 
dehnt  sich  dabei  bedeutend  aus,  und  wenn  ihre  Temperatur  an  der  Con- 
densationsstelle  z,  B.  10  Grad  beträgt,  so  entweichen  wegen  dieser  Expan- 
sion 7,3  Kil.  Luft  entweder  seitwärts  oder  nach  oben  hin,  wo  sie  an  der 
Grenze  der  Atmosphäre  nach  den  Seiten  abfliessen  kann.  Das  Gewicht 
der  Luftsäule,  welches  durchschnittlich  10336  Kilogramm  beträgt,  hat  also 
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abgenommen  um  8,3  Kil. ,  den  niedergeschlagenen  Wasserdampf  einge- 
rechnet. Die  durchschnittliche  Barometerhöhe  von  760"*"  mnss  sich  also 
Tcrmindert  haben  um 

8,3  .  760  ,,.„. 

-^—-—r  =  0,61  Millimeter, 
10330 

also  nm  7s  ^^^^  Regenhöhe.     Das  macht  auf  einen  Zoll  Regen  etwa  sieben 

Linien  Fall  im  Barometerstande. 

Natürlich  giebt  unsere  Rechnung  nur  das  Maximum  der  Barometer- 

schwanknng,   welches  in   Wirklichkeit  bei  Weitem  nicht    erreicht  wird. 

Denn  die  verdrängte  Luft  wird  nicht  sofort  abfliessen  können ,  und  zudem 

an  der  Erdoberfläche  durch  seitlich  heranströmende  kältere  Luft  grössten- 

theils  ersetzt.     Aber  dennoch  wirft  diese  Rechnung  vielleicht  einiges  Liebt 

auf  die  geringe  Höhe  des  Barometerstandes,  welche  häufig  genug  bei  den 

regenreichen  Drehstürmen  beobachtet  worden  ist. 

2.     Das  Spannungsgesetz   feuchter  Luft,   welche   sich   ohne 

Hnsserliche   Zuführung   oder  Entziehung  von   Wärme 

allmälig  ausdehnt. 

Wenn  in  y-Kil.  atmosphärischer  Luft  von  der  Temperatur  i  nnd  der 
Spannung  p  eine  Vergrösserung  der  Temperatur  di  und  der  Spannung  um 
dp  hervorgebracht  werden  soll,  während  die  Luft  stets  einem  äusseren 
Drucke  ausgesetzt  ist,  der  ihrer  Spannung  p  gleichkommt,  so  muss  dieser 
Luftmasse  die  Wärmemenge 

3)'  y,aQ,=yc.dt-y^i^^^+^.dp 

SQgeführt  werden  (vergl.  Zeuner,  Grundzüge  der  mechan.  Wärmetheorie9 

pag.  43,  61.  37).     Hierin  ist  ^=  — ,  und  wie  oben  c  =  0,2377;  Ä  =  29,272; 

fl  =  273.  Wird  ebenso  in  einem  Gemisch  von  m-Kil.  Wasserdampfund 
M — m  Kil.  Wasser  die  Temperatur  t  um  dt  erhöht,  während  der  Dampf 
steta  gesättigt  bleibt  nnd  das  Volumen  der  Mischung  nur  unendlich  wenig 
aieh  ändert,  so  muss  dieser  Mischung  die  Wärmemenge 


dO,  ^Mc,.d(+{a  +  i).d  (~-^ 


ssageführt  werden.  (Vergl.  Zeuner  a.  a.  0.,  pag.  105,  61.  V.).  Hierin  ist 
r,  =  1,0024  die  specifische  nnd  r  =  607 — 0,708^  die  sogenannte  Ver- 
dampfungswärme des  Wassers.  Befinden  sich  die  Luftmasse  y  und  das 
Gemisch  M  von  Wasser  nnd  Dampf  in  demselben  Räume,  so  muss  diesem 
also  die  Wärmemenge 

zugeführt  werden,  damit  die  angegebenen  AenAetxxTv^^Tv  ^XwVt^V^xv»  ^Hä^'^.^ 
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Verhalten  der  mit  Wasser  und  Dampf  geschwängerten  Laft  ergtebt  siek 
daher  nnter  der  Voraussetzung,  dass  ihr  Wärme  weder  sugeftthrt  noch  ent* 
zogen  werde  (oder  dass  y.rf^i  +  dO^=0  sei),  folgende  Gleichung: 

Durch  Integration  folgt  hieraus,  wenn  Z^,  p^,  m^  und  r^  die  anfänglichen 
Werthe  von  /,  p,  m  und  r  bezeichnen : 

0^{yc+Mc,).lgnat^^rARlgnai^  +  ^^^. 
fl  +  'o  Po       ö+'      fl  +  'g 

Dividiren  wir  mit  yARAognat  (10)  und  schaffen  wir  log  —  auf  die  linke 
Seite  der  Gleichung,  so  ergiebt  sich : 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  das  ursprüngliche,  der  Temperatur  /, 
und  der  Spannung  Pg  entsprechende  Volumen  der  y  Kilogr.  Lufl  ein  Cubik- 
meter  sei.  Da  bei  0^  und  bei  1  Atmosphäre  oder  10336  Kil.  Spannung  ein 
Cubikmeter  Luft  1,2932  Kil.  wiegt,  so  ist  dann  nach  Mar.  und  Oay-Lussac's 
Gesetz : 

y  =  1,2932        ^ 


fl  +  ^c 


0 


wenn  der  Kürze  wegen  — ^-  =  n  gesetzt  wird.     Es  bedeutet   also  n  den 

Luftdruck  in  Atmosphären,  welchem  das  Lnftquantum  y  anfänglich  ausge- 
setzt war.  Ferner  wollen  wir  annehmen,  dass  die  Luft  anfänglich  zwar 
mit  Wassordampf  sei  gesättigt  gewesen,  nicht  aber  ausser  dem  Dampf  noch 
tropfbares  Wasser  enthalten  habe,  dass  also 

M  —  m^  =  0  oder  M^^m^ 
sei.     Dann  ist  also  M  oder  m^  das  Gewicht  von  einem  Cubikmeter  gesättig- 
ten Wasserdampfes  bei  der  Temperatur  /q.     Möge  m    dieselbe  Grösse  für 
die  Endtemperatur  t  bezeichnen,  bei  welcher  ja  die  Spannung  der  y-Kil. 

Luft  =  p  und  folglich  (nach  Mariotte)  ihr  Volumen  gleich  —  .  -^^^    Cub.- 

Meter  ist.  Die  Gesammtmasse  m  des  Wasserdampfes,  welche  bei  dieser 
Temperatur  /  und  Spannung  p  noch  in  der  Luftmenge  y  sich  befindet,  er- 
giebt sich  dann  zu 

m  =  m  ,  —  . . 

P     fl  +  ^o 
Durch  Einsetzung  dieser  Ausdrücke  für  y,  M  und  m  und  durch  Einführung 
der  Zahlenwerthc  für  die  Constanten  geht  nun  die  Spannungsgleichung  in 
folgende  über: 


'^^^^*v^^^*^*^^wrf•. 
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0^017878    /  p,\ 
;^— .(^«.r.-mr.-j. 

Nehmen  wir  für  die  anfängliche  Temperatur  i^  der  Mischung  und  für 
die  schliessliche  iy  sowie  für  die  anföngliche  Spannung  p^  =  10336 . n  be- 
stimmte Werthe  an,  so  erhalten  wir  für  —  eine    transcendente    Gleichung, 

Pq 
ans  welcher  diese  Grösse  leicht  berechnet  werden  'kann.  Denn  die  Ge- 
wichte m^  und  m  des  gesättigten  Wasserdampfes,  welche  bei  resp.  t^  und  t 
Grad  in  einem  Cubikmeter  enthalten  sein  kann ,  ergeben  sich  ans  den  Ta- 
bellen, welche  Zeuner  u.  A.  berechnet  haben;  und  für  r  haben  wir  schon 
oben  die  Gleichung  r  =  607  —  0,708/  angegeben.  Doch  ist  wohl  zu  be- 
achten, dass  die  Formel  nur  dann  gültig  ist,  wenn  die  Endtemperatur  / 
kleiner  ist  als  die  anfängliche  Z^,  weil  sonst  der  Dampf  nicht  im  gesättigten 
Zustande  bleibt. 

Beispielsweise  erhalten  wir  für  /o  =  20,  /=:0  und  p  =  10336  oder 
iis=l  Aim.  die  Gleichung: 

log  brigg  -  =  —  0,20167  +  0,05192  .  — % 
Po  P 

wenn  wir  den  Tabellen  gemäss  setzen : 

m«  =  0,0170 ;  m=  0,0048 ;  r„  =  592,84 ;  r  =  607,00. 

Durch  Probiren  finde  ich  leicht  — ==  0,620.     Ferner  folgt  ans 

Po 

.    Po     ö  +  ^ 
tn  =  m  ,  —  •  — - — 

P     a  +  'o 
für  m  der  Werth  0,0072  Kil.,  und  somit  wird 

_    m*  — iw 
m^  —  m  =  0,0098  und  — ^ =  0,58. 

Das  Resultat  dieser  Rechnung  ist  also :  Wenn  sich  ein  Cubikmeter  mit 
WaBserdampf  gesättigter  Luft,  deren  Anfangsspannung  eine  Atmosphäre, 
und  deren  Anfangstemperatur  20°  Gels,  beträgt,  allmälig  ausdehnt  ohne 
äosserliche  Zuführung  oder  Entziehung  von  Wärme ,  bis  ihre  Temperatur 
auf  0^  gesunken  ist,  so  nimmt  ihre  Spannung  bis  auf  0,620  Atmosphären  ab, 
und  es  verdichten  sich  0,0098  Kilogr.  oder  58  Procent  ihres  Wasserdampfes. 
Unter  denselben  Umständen  würde  nach  Poissons  Gesetz  die  Spannung 
troekener  Luft  nur  bis  auf  0,980  Atmosph.  gesunken  sein.  Diese  Ergeb- 
uisae  der  Rechnung  werden  sich  durch  Versuche  leicht  prüfen  lassen ,  und 
und  derartige  Versuche  dürften  für  die  Theorie  des  Wasserdampfes  des- 
halb besonders  wünschenswerfh  und  wichtig  sein,  weil  feuchte  Luft  sich 
zum  Experimentiren  wahrscheinlich  weit  besser  eignet,  als  reiner  Wasser« 
dampf. 
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Auf  diese  Weise  sind  die  Uauptziffern  der  Tabelle  II  eutstandeD,  die 
ich  jetzt  erklären  will. 


Tabelle  II. 


1 
30°      1      20° 

1 

! 

! 

10°     1      0° 

—  10° 

-20° 

30» 

0,990    '  0,980       0,970 
0,745  i  0,563  i  0,431 
0,705    i  0,579    1  0,434 

0,960 
0,334 
0,322 

0,949 
0,273 
0,236 

€=8 

20<> 

0,990 
0,686 
0,691 

0,990 
0,781 
0,801 

0,980 
0,620 
0,636 
0,990 
0,811 
0,820 

0,909 

0,498 

0,501 

0,979~ 

0,666 

0,668 

0,958 
0,416 
0,380 

c  =  M 

10» 

0,980 
0,470 
0,472 

0,990 
0,722 
0,732 

0,968 
0,564 
0,540 

£  =  5,5 

0" 

0,970 
0,321 
0,318 

0,980 
0,525 
0,529 

0,990 
0,760 
0,703 

0,989 
0,833 
0,845 

0,978 

0,710 

0,710 

1  =  4,5 

—  10" 

0,900 
0,217 
0,211 

0,909    ;'   0,979 
0,385  1  0,585 
0,378    i   0,584 

0,989 
0,793 
0,799 

0,989 
0,857 
0,850 

£  =  4,0 

—  20" 

0,949 
0,162 
0,138 

0,958 
0,304 
0,207 

0,908 
0,477 
0,440 

0,978 
0,659 
0,034 

0,989 
0,841 

0,840 

t=ll 


£=u9     £==:7,33    £  =  0     £=4,49 


Von  dieser  Tabelle  ist  die  eine  dreieckige  Hälfte  rechts  oben  unter 
der  Annahme  berechnet,  dass  die  Spannung  p^,  welche  die  Luft  bei  dem 
Sättigungspunkte  ihres  Wasserdanipfes  besitzt,  10330  Kilogr.  oder  eine 
Atmosphäre  betrage;  für  die  andere  dreieckige  Hälfte  links  unten  ist  diese 
Anfangsspannung  zu  5108  Kilogr.  oder  einer  halben  Atmosphäre  angenom- 
men worden.  An  den  Spitzen  der  Horizontal-  und  der  Vertikalspalten 
stehen  die  Temp(u'aturen ,  welche  zu  Anfang  und  zu  p]nde  der  Expansion 
herrschen,  und  zwar  gilt  die  höhere  dieser  beiden  Temperaturen  für  den 
Anfang  der  Expansion.  Für  den  Theil  der  l'abelle  rechts  oben,  für  wel- 
chen die  Anfangsspannung  eine  Atmosphäre  beträgt,  steht  deshalb  die  An- 
fangstemperatur an  der  Spitze  einer  Horizontalspalte;  für  den  anderen 
Theil  links  unten,  für  welchen  die  Anfangsspannung  eine  halbe  Atmosph. 
ist,  steht  die  Anfangstem})eratur  an  der  Spitze  einer  Vertikalspalte.  An 
der  Kreuzungsstelle  je  einer  horizontalen  mit  einer  vertikalen  Spalte  be- 
finden sich  drei  Ziffern,  von  denen  die  mittlere  das  Verhältniss  —  augiebt, 

Po 
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oder  die  Endspannnng  p  rechts  oben  iu  Atmosphären  und  links  unten  in 
halben  Atmosphären  ausdrückt.  Die  oberste  Ziffer  jeder  Kreuzungsstelle 
giebt  des  Vergleiches  wegen  an,  auf  welchen  Theil  der  anfänglichen  Span- 
nung der  Luftdruck  bei  der  Expansion  sinken  würde,  wenn  die  Luft  nicht 
fencht,  sondern  trocken  wäre.  Z.B.:  Dehnt  feuchte  Luft  von  einer 
(resp.  einer  halben)  Atmosphäre  Spannung  sich  aus,  bis  ihre  Anfangs- 
temperatur von  30"  sich  auf  0®  vermindert  hat,  so  sinkt  gleichzeitig  die 
Spannung  auf  0,431  Atm.  (resp.  0,321  halbe  Atm.).  Unter  denselben  Um- 
ständen würde  dagegen  die  Spannung  trockener  Luft  nur  bis  auf  0,970 
Atmosphären  (resp.  0,970  halbe  Atm.)  sich  vermindern. 

Die  unterste  Ziffer  jeder  Kreuzungsstelle  giebt,  wie  man  bemerken 
wird,  die  Spannungsabnahme  bei  der  Expansion  feuchter  Luft  nähe- 
rungsweise an;  denn  die  untersten  Ziffern  unterscheiden  sich  nur  wenig 
von  den  mittleren.  Wir  sind  durch  folgende  Betrachtung  zu  diesen 
NäheruDgsziffern  gelangt. 

Dehnt  sich  ein  Kilogramm  feuchter  Luft  unendlich  wenig  aus,  so  än- 
dert sich  ihre  Temperatur  uro  die  (negative)  Grösse  dU  Zugleich  schlägt 
sich  unendlich  wenig  Wasserdaropf  nieder,  und  giebt  seine  Verdampfungs- 
wärme ab  an  die  Luft.  Ich  kann  diese  Verdampfungswärme  der  Tempe- 
raturänderung di  proportional,  und  also  weil  sie  positiv  ist,  gleich  — co.rf/ 
setzen.  Die  Luft  dehnt  sich  dann  so  aus ,  als  würde  ihr  bei  jeder  Tempe- 
raturänderung dl  von  aussen  die  Wärmemenge  —  %ü,di  zugeführt.  Zufolge 
der  oben  angegebenen  Gleichung  3)  erhalte  ich  daher  für  ihr  Spannungs- 
gesetz (da  y  =  l)  die  Gleichung: 

^/?(a  +  /)      ^ 
—  o).dt  =  cdt -Jl_T_^_  .  fjp 

P 
oder 

dp       c-J-w        di 


p  AR       a+i 

Die  Grösse  m  wird  vor  Allem  abhängen  von  der  Menge  des  tropfbaren 
oder  flüssigen  Wassers,  welches  in  der  Luft  enthalten  ist,  und  kann,  wenn 
diese  constant  bleibt,  nur  noch  mit  der  Temperatur  sich  ändern.  Wenn 
sich  CO,  wie  hier  anzunehmen  ist,  nur  sehr  wenig  mit  der  Temperatur  än- 
dert, so  darf  ich  näherungsweise  co  constant  setzen.  Obige  Gleichung  ist 
dann  leicht  zu  integriren  und  ich  finde: 

4)  ~  =(  — - —  I  ,  wenn  €  =  —  --. 

^  Po       \a  +  ioJ  ^R 

Von  der  Grösse  %  habe  ich  für  die  verschiedenen  Anfangstemperatu- 
ren (von  welchen  der  Dampfgehalt  der  Luft  wesentlich  abhängt,  weil  sie 
dem  Sättigungspunkte  entsprechen)  Werthe  berechnet,  mit  deren  Hülfe 
die  untersten  Zahlen  an  jeder  Kreuzungstelle  unserer  Tabelle  gefunden 
sind.  So  z.  B.  ist  das  Spannungsgesetz  feuchter  Luft,  die  bei  1  Atmosph. 
Spannung  und  bei  30^  Celsius  ihren  Sättigungspunkt  etteiclvt  Mi\d  «vOoL^^T^Xk 
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^'"»■"»Xi»»««^«^ 


ohne  änsserliehe  WärmeznfÜhniDg  ausdehnt,  näherungsweise : 
^  =  (^^Y für  />,  =  lOm^^'  und  /,  ==  3<f ; 

Po  \  ^  +  »0  / 

nnd  feachte  Laft,  die  bei  ^k  Atm.  Spannung  nnd  10*^  CeU.  ihren  Sättigungs^ 
punkt  erreicht,  dehnt  sich  ohne  äusserliche  Wftrmeznführang  näherangs- 
weise  ans  nach  dem  Gesetz : 

Po        \«  +  'a/ 
Wie  man  bemerken  wird,  sind  die  Werthe  von  t  am  Ende  der  Spalten  an- 
gegeben, zu  welchen  sie  gehören. 

Die  Gleichuncr  4)  —  =  (  — : —  )  -rf/f  hat  nun  offenbar  gans  die  Form 
Pq  \a  +  W 
der  Foisson'schen  Spannungsgleichung  für  trockene  Luft.  Denn  letztere 
folgt  sogar  aus  4),  wenn  09 =0  gesetzt  wird.  Die  Anwesenheit  des  Wasser- 
dampfes in  der  Luft  hat  also  dieselbe  Wirkung,  welche  eine  Vei^rösserang 
der  specifischen  Wärme  c  der  Luft  heryorbringen  würde.  Anch  ist  diese 
Wirkung  des  Wasserdampfes  zufolge  unserer  Tabelle  desto  grösser,  je 
kleiner  der  Luftdruck  p^  und  je  grösser  die  Temperatur  Iq  ist,  bei  welcher 

die  Luft  ihren  Sättigungspunkt  erreicht;  denn  s=  -  hängt  in  dersel- 

ben  Weise  von  Pg  und  i^  ab.  Damit  sind  meine  früheren  Behauptungen 
über  das  Verhalten  feuchter  Luft  bei  der  Ausdehnung  bewiesen. 


3.     Der  labile  Gleichgewichtszustand  in  der  Atmosphäre. 

Sei  in  der  Höhe  x  über  der  Erdoberfläche  p  die  Spannung,  v  das  Vo- 
lumen der  Gewichtseinheit  (l  Kil.)  und  /  die  Temperatur  der  atmosphäri- 
schen Luft.  Dann  findet  nach  Mariotte  und  Gay-Lussac  die  Gleichung 
statt: 

5)  pv=zR.{a  +  i), 

indem  /?  =  29,272  und  a  =  273.     Der  Höhe  x  +  dx   entspricht   eine   ge- 
ringere Spannung  p  -j-  dp,  weil  das  Gewicht  der  über  einem  Quadratmeter 

Grundfläche  befindlichen  Luftsäule  abgenommen  hat  um  —dx.    Denn  v  ist 
das  Volumen  der  Gewichtseinheit,  und  daher  —  das  Gewicht  der  Volumen- 

V 

einheit.     Also  folgt: 
oder  wegen  Gleichung  5): 


dp  z=z  —  ,dx . 

V 


ßx  dp  dx 

6)  — 


p         B{a  +  ty 
Ist  die  Temperatur  der  Luft  überall  dieselbe,  also  /  unabhängig  von  x. 
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und  beseicbnet  p^  die  Spannung  der  Luft  in  der  Höhe  A,  so  folgt  aus  6) 
durch  Integration  die  bekannte,  bei  barometrischen  Höhenmessungen  be- 
nutzte Gleichung: 

^  p  R{a  +  i) 
Ich  will  aber,  den  Beobachtungen  besser  entsprechend,  die  Temperatur  der 
Luft  als  nach  oben  hin  abnehmend  voraussetzen.  Ich  bezeichne  dieselbe 
in  der  Höhe  k  mit  t^  und  das  entsprechende  Volumen  der  Oewichtseinheit 
mit  9o,  so  dass  auch  die  Gleichung  Po.t^o  =  /?(a  +  Q  gilt.  Ferner  will  ich 
annehmen,  dass  zwischen  den  Höhen  h  und  x,  von  denen  A<  or  sei,  die 
Temperatur  gleichmftssig  von  i^  bis  /  abnehme.  Diese  Voraussetzung 
ist  auch  in  der  wirklichen  Atmosphäre  jedenfalls  zulässig,  wenn  die  Diffe- 
renz X  —  h  nur  klein  genug  gewählt  wird.  Die  Temperaturabnahme  be* 
trage  t  Orade  für  je  100  Meter  lothrechter  Erhebung,    Dann  folgt: 

»)  ^-'=-^. 

und  hieraus : 

dt 
dxz=  —  100 .  —. 

T 

Die  Gleichung  6)  nimmt  daher  die  Form  an : 

dp      100       dt 


p       Rt'  a+t' 
woraus  sich  durch  Integration  ergiebt: 

9)  log-£=z—..log- 


p       Rt      ^a+t 
Höhendifferenz  den  Ausdruck 


Da  naeh  Gleichung  8)  —  =  -- —  ist,  so  erhalten  wir  beiläufig  für  die 


log-^^'^ 


also  einen  wesentlich  anderen  als  den  aus  7)  sich  ergebenden: 

X  ^ hr:=  R(a  +  i)  .log nai^. 

P 
Nach  der  ersteren  dieser  beiden  Formeln  berechnet  sich  aus  den  Sanssure*- 
sehen  Barometer-  und  Thermometer  -  Beobachtungen  beispielsweise  die 
Montblanc«Höhe  zu  4437  Metern;  aus  der  letzteren  zu  4431  Metern,  so  dass 
die  Temperatnrabnahme  in  der  Atmosphäre  auf  barometrische  Höben* 
messungen  keinen  nennenswerthen  Einflnss  äussert. 

Für  meine  Zwecke  bringe  ich  Gleichung  9)  auf  die  Form : 


'»)  (?)-=^. 


ZdtMchrift  f,  Mathematik  ti,  Phytik.  IX,  4  \^ 
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i^  ^N^^«^'^»»<»^»^^^^W^^^^^/^ 


und  maltiplicire  diese  mit  der  Mar.  and  GayLusaac'schen  Oleichnng: 
Dann  ergiebt  sich : 

■    (i)-=(m)--'- 

Da  /q  >  <  angenommen  wurde  wegen  h^x  Gleichung  8),  so  ist  r^  >  9 
wenn 1  positiv  oder  >  0,  uud  v^  <  »,  wenn 1  negativ  oder  <  0 

ist.     Die  Luft  ist  also  unten  in  der  Höhe  h  stärker  ausgedehnt,  und  daher 

100  100 

specifisch  leichter  als  oben  in  der  Höhe  a:,  wenn  r  >—  oder  —       ,  d.h. 

wenn  die  Temperatur  für  je  100  Meter  vertikaler  Erhebung  um  mehr  als 

100 

oder  3,42  Grad  Celsius  abnimmt.     Die  Luft  ist  unten  schwerer  als 

29,272 

oben,  wenn  ihre  Temperatur  für  je  100°*  Erhöhung  um  weniger  als 
3^42  sinkt. 

Bringen  wir  ferner  aus  der  Höhe  h  eine  beliebige  Luftmenge  ohne 
äusserliche  Zuführung  oder  Entziehung  von  Wärme  in  die  Höhe  Xy  so 
sinkt  ihre  Spannung  von  po  auf  p.  Gleichseitig  nimmt  wegen  der  Aus- 
dehnung ihre  Temperatur  f^  ab.  Die  neue  niedrigere  Temperatur,  die  ich 
mit  /  bezeichnen  will,  ergiebt  sich  ans  Poisson's  Gleichung: 

,  1  ^  0,2377  .  ,.     ,^     /.  ,  , 

in  welcher  *  =  —-  =  424. =3,443  ist,  wenn  die  Luft  trocken,  da- 

AR  20,272  * 

gegen  nach  Tabelle  II  sehr  verschiedene  Werthe  hat,  je  nach  dein  Wasser- 

dauipfgehalt,  wenn  die  Luft  feucht  ist.     Nach  Gleichung  10)  iät  aber  auch 

oder  durch  Multiplication  mit  ( ]   : 

Da  /q  > '  ist,  so  muss  auch  f  >>  /  sein,  wenn  e  —  -— -  positiv  oder  t  >  -^r— 

Bt  "  B.i 

100 
ist;  dagegen  ist  f  <  t,  wenn  r  <C^-.     Ist  die  Luft  trocken,  so  ergiebt  sich 

also  der  Satz:  Die  von  unten  heraufgebrachte  Luftmeugo  ist  wärmer  und 
daher  specifisch  leichter  als  ihre  neue  Umgebung,  sie  steigt  also  noch  wei- 
ter in  die  Höhe,  wenn  die  Temperaturabnalnne  der  Atmosphäre  für  je  100 


100 

r. 
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Meter  lothrecliter  Erhebung  mehr  beträgt,  als 


100 


oder  0,903  Gr. 


29,272  .  3,443 

Celsius;  sie  ist  kälter,  und  sinkt  daher  zu  ihrer  früheren  Lage  sarttck, 
wenn  die  Temperaturabnahme  für  je  100"*  kleiner  ist  als  0,993  Grad.  Im 
ersteren  Falle  ist  der  Gleichgewichtszustand  der  Atmosphäre  ein  labile r^ 
im  sweiten  ein  stabiler;  er  ist  ein  indifferenter,  wenn  die  genannte 
Tamperatnrabnahme  gleich  0,993  Grad  ist.  —  Uebrigens  ergeben  sich  für 
trockene  Luft  dieselben  Resultate,  wenn  eine  beliebige  Luftmenge  aas 
ihrer  Gleichgewichtslage  nach  abwärts  bewegt  wird,  statt  aufwärts. 

Ist  die  aus  der  Höhe  h  in  die  Höhe  x  gebrachte  Luftmenge  mit 
Wasserdampf  gesättigt,  so  erhalten  wir  für  t  verschiedene  Werthe  je  nach 
der  Temperatur  i^  und  Spannung />«,  welche  die  Luft  bei  Ihrem  Sättigungs- 
punkte in  der  Höhe  h  besass.     Demnach  wird  auch   die  Temperaturab- 

100 
nähme  T  =  -^9  bei  welcher  die  Luft  im   indifferenten  Gleichgewicht 

sich  befindet,  verschieden  ausfallen.  Für  die  verschiedenen  Werthe  von 
f  and  T  erhalte  ich  folgende  2  Tabellen  (vergl.  Tab.  II): 

Für  />o  =  lOSSO"^"-  ==  1  Atmosph., 


und 

io=  —10" 

(fi 

l(fi 

20» 

30* 

folgt 

1   f=      4,0 

4,5 

5,5 

6,4 

8 

(  T=      0,85 

0,76 

0,62 

0,53 

0,43 

Für  p,  =  5168*^"-  =  1  Atmosph., 


and 

<«=  — iC 

0» 

10» 

20» 

30» 

folgt 

1  =     4,49 

6,0 

7,33 

9.0 

11,0 

t=     0,76 

0,57 

0,47 

0,38 

0,31 

Ist  beispielsweise  irgendwo  in  der  Atmosphäre  die  Temperatur  10^ 
und  die  Spannung  eine  (resp.  eine  halbe)  Atmosphäre,  so  befindet  sich 
dort  vorhandene,  mit  Wasserdampf  gesättigte  Luft  im  labilen  Gleichge- 
wicht, wenn  die  Temperaturabnahme  für  je  lOO"*  lothrechter  Erhebung 
mehr  beträgt  als  0,62  (resp.  0,47)  Grad  Celsius.*  Diese  Tabellen  bewei- 
sen meine  früheren  Behauptungen,  dass  mit  Feuchtigkeit  gesättigte  Luft 
um  so  leichter  in  der  Atmosphäre  emporsteigt ,  je  niedriger  ihre  Spannung 
und  je  höher  ihre  Temperatur  ist.  Denn  die  zum  Aufsteigen  erforder- 
liche Temperaturabnahrae  r  ist  kleiner  für  hohe  als  für  niedrige  Anfangs- 
temperaturen ^0,  und  kleiner  für  p^=  ^  Atmosps.  als  für  PQ  =  i  Atmosph. 
Spannung. 
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»»#%»w^%w^^^^ 


Bei  Aufstellung  der  Tabelle  11 ,  aus  welcher  die  Werthe  von  %  abge- 
leitet sind,  habe  ich  angenommen,  dass  die  expandirende  feuchte  Lnft  auch 
den  condensirten  Wasserdampf  behalte  in  Form  tropfbaren  Wassers ,  dass 
also  ihr  Gehalt  an  Feuchtigkeit  constant  bleibe.  Diese  Annahme  wird 
auch  für  feuchte  anfateigende  Luftmassen  zulässig  sein;  denn  dieselben 
lassen  ihren  condensirten  Wasserdampf  keineswegs  sofort  als  Regen  fallen, 
sondern  sie  reissen  ihn  als  Nebel  mit  sich  fort ,  wie  bei  Wasserhosen  deut- 
lich zu  erkennen  ist. 

Ferner  nahm  ich  an,  dass  die  Temperatur  der  Atmosphäre  nach  oben 
hin  gleichmässig  abnehme.  Ist  dieses  nicht  der  Fall,  so  darf  die  Tem- 
peraturabnahme gleichwohl  nirgends  mehr  betragen,  als  die  Werthe  von  t 
für  trockene  oder  feuchte  Luft  angeben,  wenn  nicht  das  atmosphärische 
Gleichgewicht  ein  labiles  sein  soll. 

Ich  bemeilte  noch ,  dass  sich  mit  Hülfe  der  oben  aufgestellten  Gleich- 
ungen auch  die  Geschwindigkeit  der  Luft  im  vertikalen  Strom  ohne  grosse 
Mühe  berechnen  lässt.  Im  aufsteigenden  Strome  ist  die  Geschwindigkeits- 
zunahme nach  oben  hin  nicht  beträchtlich  im  Vergleich  bu  der  bedeuten- 
den Anfangsgeschwindigkeit,  mit  welcher  bei  Wettersäulen  und  Wasser- 
hosen in  der  Regel  die  unteren  Luftmassen  in  den  Kanal  eintreten.*) 
Weil  nun  die  aufsteigende  Luft  sich  allmälig  ausdehnt,  so  wird  der  Strom 
nach  oben  hin  breiter  werden  müssen ,  und  besonders  dort  wird  sein  Quer- 
schnitt sehr  bedeutend  werden,  wo  seine  Geschwindigkeit  (etwa  weil  die 
Lufttemperatur  nicht  mehr  rasch  genug  abnimmt  nach  oben  hin)  wieder  klei- 
ner wird  und  die  aufsteigende  Luft  allmälig  zur  Ruhe  kommt.  Wirklich  ist 
oft  bei  Wettersäulen  und  namentlich  bei  Wasserhosen  die  Beobachtung 
gemacht  worden,  dass  die  im  aufsteigenden  Strom  sich  bildende  Nebel- 
masse nach  oben  hin  immer  grössere  Querschnitte  annimmt,  so  dass  sie 
häufig  als  blosser  conischer  Ansatz  der  Wolken  erscheint. 

Die  wenig  übersichtlichen  Formeln  für  die  Geschwindigkeit  im  verti- 
kalen Luftstrom  will  ich  nicht  erst  entwickeln,  weil  auch  ohne  dieses  das 
eben  Gesagte  einleuchten  wird. 

Zürich,  den  7.  Januar  1864. 


*)  Nach  Martins  in  Pogjf.  Ann.  81,  pag.  445,  verursachte  am  10.  Aug.  1847  eine 
Windhose  bei  Ronen  ein  Sinken  des  Barometers  um  6.34  Millimeter.  Der  Druck- 
dtfTerenz  von  6"»"',34  entspricht  aber  eine  Windgeschwindigkeit  von  3(5,17  Metern  per 
Secunde  nach  der  Verdiinnungsstelle  hin.  Dass  bei  solcher  Windgeschwindigkeit, 
die  ttonrtt  nur  in  Orkanen  vorkommt,  180  grosse  Bäume  umgerissen  wurden,  ist  sehr 
begreiflieh.  Kach  Oerstcd  (in  Schuhm.  Jahrb.  1838,  pag.  230)  tiel  durch  die  Wetter 
Säule  von  Ku  am  10.  Juni  1775  das  Barometer  um  2^  Linien,  woraus  sich  die  Ge- 
schwindigkeit der  heranströmenden  Luft  zu  34"»,32  ergeben  würde. 
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xym  Bemerknng  n  der  Abhandlung:  „Heber  die  Anziehung  eines 
Cylindert''  (diese  Zeitschrift,  8.  Jahrgang,  S.  342).     Von  Dr.  F.  Grube. 

Die  Formeln  5)  galten  ihrer  Herleitung  gemäss  für  alle  Punkte,  die 
innerhalb  des  Cylinders  selbst  oder  innerhalb  des  verlängerten  Mantels 
liegen.  An  den  Formeln  für  Y  und  Z  lässt  sich  aber  eine  kleine  Vereinfach- 
nng  anbringen,  nach  welcher  man  auf  der  Stelle  erkennt,  dass  sie  auch  für 
äussere  Punkte  unverändert  gelten;  und  daraus  ergiebt  sich  weiter,  dass 
auch  die  Formel  für  2",  nach  Weglassung  des  vor  dem  Integral  stehenden 
Gliedes,  für  äussere  Punkte  gilt. 

Y  ist  nach  5)  die  Differenz  zweier  Integrale  von  der  Fornt 
2« 

rßsin^  —  c      (/3* — cr*)co5if;5i>iif;+*)a6Wiiif; — ßccos^j; 


^  Y^+w  *»  ''^' 


wo 

O*  =  {acos^  —  by  +  (/3m  ^  —  c)*. 
In  dem  Zähler  des  ersten  Bruches  unter  dem  Integralzeichen  kann  die 
Constante  c  wegbleiben.     Der  Zähler  des   zweiten  Bruches  ist  nämlich 
Od0^  und  somit 

2«  2% 

dip 


r   ßsinif;      dtP             r       di 
J  =^  a  I  — ac  I =z 


+  <»• 


Führen  wir  im  zweiten  Integral  statt  i^  die  Veränderliche  O  ein ,  so  wer- 
den die  Grenzen  in  Bezug  auf  <2>  dieselben ;  das  unbestimmte  Integral  ist 
ein  Logarithmus,  das  bestimmte  Integral,  mit  gleichen  Grenzen,  ver- 
schwindet also.  Ebenso  können  wir  in  dem  Factor  des  Zählers  von  Z,  der 
h — acosilf  ist,  b  fortlassen. 

Benutzen  wir  jetzt  das  in  II.  gefundene  Resultat.  Dasselbe  bestand 
in  Folgendem.  Wenn  die  Grössen  b\  c\  a\  ff  den  4  Gleichungen  I),  II), 
III),  IV)  genügen,  so  ist  die  Anziehung  F,  die  der  Cjlinder  (A,  o,  ß)  auf 

o 

den  äusseren  Punkt  (a,  6,  c)  ausübt,  gleich  ~  F',    wo    Y'   die   Anziehung 
*)  In  5)  steht  irrthümlicher  Weise  —  a6fm^. 
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bedeotet,  welche  der  Cylinder  (A,  c^,  /f)  auf  den  flir  flui  imienalhnhl 

(a,  b\  c)  aasflbt«    Bilden  wir  aleo  T  nach  5):  nmltiplieiren  aolft  •£-  «od  er- 

P 
•eUen  die  gestrichenen  Bnchstaben  mit  Httlfe  der  genaantan  4  < 

gen  durch  die  nngeitrichenen ,  so  wird  der  ftlr  F  herroigehende  . 

mit  dem  in  5)  ftlr  innere  Punkte  ToUkommen  identisch  werden. 

gilt  ftr  Z.    Die  Ausdrücke  Ar  F  und  2  in  5)  gelten  also  fttr  Jede  Legs 

des  angesogenen  Punktes.    Untersuchen  wir  jetit  die  X-Componente  ftr 

iussere  Punkte.    Es  ist  bekanntlich  Ar  innere  Punkte 

dX      dY     dZ 

und  wenn  wir  die  Z-Componente  ftlr  iussere  Punkte  Torllnflg  Amh  2* 
beieichaen,  ftlr  iussere  Punkte 

dr     dT     dZ      . 

Ans  diesen  beiden  Gleichungen  folgt,  da  Y  und  Z  ftlr  iaaera  «ml  ItaMMi 
Punkte  dieselben  Ausdrucke  sind, 

Tr= «;?  +  *«' 

oder  durch  Integration 

wo  C  eine  Constanie  in  Beiug  auf  «  ist  Diese  Constaatemuss  der  Art  sdot 
dass  Z'  ftlr  a  =  —  Terschwindet.     Setst  man  in  1)  ftlr  X  seinen  Werth 

ans  5),  und  dann  a=  •— ,  so  ergiebt  sieb,  dasa  Cgieich  — 2%h  sein  mnss. 

Es  ist  also 

X'=X+2%{,2a—h), 
das  beisst,  es  ist  X^  gleich  X  nach  Weglassang  des  in  X  Yor  dem  Integral 
stehenden  Gliedes  2n{h  —  2a).  Liegt  also  der  angesogene  Punkt  im 
Innern  des  Cylinders  selbst,  so  steht  in  X  vor  dem  Integral  das  Glied 
2n{h  —  2a);  liegt  er  innerhalb  des  verlängerten  Cylindermantels,  so  steht 
— 2nh  vor  dem  Integral;  liegt  er  ansserhalb  des  Mantels  und  des  verlinger- 
ten  Mantels,  so  verschwindet  das  vor  dem  Integral  stehende  Glied.  Wir 
können  diese  drei  Fälle  susammenfassen ,  indem  wir  sagen ,  vor  dem  Inte- 
gral steht  der  Ansdruck  2ittia^  —  a),  wo  a^  den  Abstand  des  angesogenen 
Punktes  von  der  oberen  Basis  bezeichnet,  nnd  e  entweder  1  oder  0  ist,  je 
nachdem  der  angezogene  Punkt  innerhalb  des  Mantels  nnd  dessen  Ver- 
lingemng ,  oder  ausserhalb  liegt.  Die  8  für  jede  Lage  des  angezogenen 
Punktes  gültigen  Formeln  der  3  Attractionscomponenten  eines  elliptischen 
Cylinders  sind  also  folgende: 

0 
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2fr 

r/  {a'-'h)ß Sinti;  ^  aß^irr^\  {ß^'t^)cos'tlßsin^  +  absinil;'ßccoSflß 


0 


XIX.  Heber  die  senkrecht  gegen  die  Axe  gerichtete  Ansiehnngs- 
ecmponente  einet  kreiaf&nnig^n  Xegels.    Von  Dr.  F.  Grubb  zu  Uambnrg. 

Für  die  Anziehungscomponente  eines  elliptischen  Cylinders,  die  paral- 
lel gegen  eine  Axe  or  der  GrundflAche  gerichtet  ist,  hat  sich  folgender,  für 
jede  Lage  des  angegebenen  Punktes  gültige,  Aasdruck  ergeben 

y j^    Cr  (ö — x)sini\f  asiniff   -id<I>* 

<y =(«co*^— 6)«  +  ißsin^  —  cf. 
Hierin  bedeuten  a,  fr,  c  die  Coordinaten  des  angezogenen  Pnnktes,  bezogen 
auf  den  einen  Endpunkt  der  Cjlinderaxe  als  Anfangspunkt,  und  auf  die 
Cylinderaxe  und  auf  die  Axen  i  und  ß  der  Basis  als  Coordinatenaxen ; 
X  bedeutet  die  Höhe  des  Cjlinders.  Differenziren  wir  F  nach  a:,  so  er- 
halten wir  die  parallel  gegen  die  o-Axe  gerichtete  Componente  Y'  einer 
elliptischen  Scheibe  von  der  Dicke  dx  in  Bezug  auf  einen  Punkt,  dessen 
Entfernung  ron  der  Scheibe  a  —  x  ist  und  dessen  Projection  auf  die 
Scheibe  der  Coordinaten  b  und  c  hat,  bezogen  auf  die  Axen  a  und  ß  der 
Scheibe.     Es  ergiebt  sich 

2n  2« 

T^—^dxl ^ —=ßdx  I  sin^d     , , 

und  hieraus  durch  theilwcise  Integration 

1)  r=-ßdxl'^-J^!ll'!'_   . 

Um  nun  die  Componente  eines  elliptischen  Kegels  zu  erhalten,  der  die 
Höhe  h  und  dessen  Basis  die  Axen  or  und  ß  hat,  legen  wir  die  Spitze  des 
Kegels  in  den  Anfangspunkt  eines  rechtwinkligen  Coordinatensjstemes,  und 
lassen  seine  Axe  und  die  Axen  seiner  Basis  mit  den  Coordinatenaxen  zu- 
sammenfallen. Wir  zerlegen  ferner  den  ganzen  Kegel  in  lauter  unendlich 
dünne  Scheiben  von  der  Dicke  dx,  durch  Ebenen^  d\^  '^^x^^  \xi\\.  ^^x 


180  Kleinere  ICttlieilaiigeB. 

Basis  des  Kegels  sind.     Die  Axen  einer  Elementmrsclieibe  in  der  Bnlfer- 
anng  x  Ton  der  Spitze  des  Kegels  sind  —  und  ^  ;    die   Componente  T 

der  Sebeibe  ergiebt  sieb  also  ans  1),  wenn  wir  darin  —  nnd  —      statt   s 
nnd  ß  setzen.     Man  erb&It 


^-'T"fw. 


^    yia-xr+9» 


•,.  =  (Ye«t-»J+(^«*-c)'. 


Integrirt  man  diesen  Ansdmck  nacb  x  zwiscben  den  Grenzen  0  and  A,  la 
erbilt  man  f^  die  Anziebang  F  eines  Kegels  parallel  znr  c-Axe  semer 

Basis  folgende  Formel,  wenn  man  fir  x  eine  nene  Variabele  j-  einftbit: 

xdx 


kxy+{mxc^n,—kf+{ßxsm^—cf 


BGerans  erbahen  wir  Air  den  kreisftiwgen  Kegel,  dessen  Radins  c  ist,  ftr 
die  aenkreebt  gegen  die  Axe  gerkbtete  Compenente 

^m  I 

J  J  l  R 

0  0 

=  y  +  A*  x»~5  fi k  +  irlrcMT t Mx  +  a* -h  k*. 
Wir  wollen  die  latepmlion  nach  x  ansfiilireii.     Es  ist 

jTn—V+^^      «*  +  **    Jyn 

und 

1 


F^i/v  = . — . 

}    iL*-fv     4«-|./.'    —  fit  —  AlcasM' 

Es  ii^t  als<^ 
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wo 


/=  I  {ah  +  eibcos^)co8'ilflogF{tl;)drlf. 


^=r  lfahcos^  +  abcosrl^'^^!lAlogF{^)d^+^   f  iogF(ilf)d^;. 


0 
Ana  /  mache  ich  zwei  Integrale 

/  = 

ö  ö 

Das  erste  dieser  beiden  Integrale  verwandelt  sich  durch  theilweise  Inte- 
tion  in 

«r 

0 
Dies  Integral  ist  aas  ganzen  elliptischen  und  aas  rein  algebraischen  Inte- 
gralen  zasammengesetzt.     Substitairen  wir  dasselbe  in  /  and  den  daraus 
für  J  hervorgehenden  Werth  in  3),  so  wird 

n 

4)         Y^—-^^rcos'tlfy{h—ay+cf  +  b*~2abco8xlßd^ 


2  ah 


In  dem  letzten  Integral  ersetzen  wir  logF{rl>)  nach  2)  wieder  darch  das 
bestimmte  Integral,  woraus  logF{^)  entstanden  war;  dann  wird 

(a«  +  Ä«)t  o'  +  äV       J   VR' 

^  '  0         0 

n 

Subttitniren  wir  in      / — H—  statt  cos^)  den  Werth  2co^  ^  —  1,  so  erhal- 
J    VR  2 

0 

ten  wir  ein  vollständiges  elliptisches  Integral  erster  Oattung : 

y'djl;__ 2 /^  d^ 

y^  ~y{hx^ay  +  {ax  +  by  J     yv—yfiin 


0       ^ 


Aabx 


{hx  —  ay  +  iax  +  by  ' 

Es  ereignet  sich  also  der  merkwürdige  Umstand,  dass  die  senkrecht 
gegen  dieAxe  gerichtete  Componente  eines  Kegels  von  ganz 
denselben  Integralen  abhängt,  aus  denen  das  Potential  eines 
Cylinders  zasammengesetzt  ist.     Auch  diea  «Til\iX\\. xitaX\OcL «.'^^^«t 


KteincTo  Miltlieitfi0g«ii. 


«n  Intrcrdon  tkOth  mm  Doppetint«^»!  deivrlWii  Art  vit  daa  tüt^ 
le,     (Vg).  Höthtf ,  du  l'ot^titlKl  rinrs  homogetira  reclitwmkllgeft 

|l^al«cbe  lat^gtml  in  eine  Hoilie,  die  ascb  Pot^sAm  »eijir#  üödul«  fort* 

1        w  J 


»^t**— •f+(.x+*/ 


^a^-^fc 


)«+(-^+in  s 


IM  cxA  l^|^snlkni»cfcei,  «ad  die  ' 
i  a];febr&i9cl»e,  «ad  svar  rstio 
i  Tift  <»r  Wmi  rt^i  tili  f^*^— <y  +  {m^+ >)*    s»d    vm  den  m 

|«^amfces  Smmmtm^  wtm  Am^gJkim.  ^m  der  OHmbi^-  md  Intc^^nl- 


r=4i^= 


mh 


iHr  «fiiMri^  x;.  aar  v^idäiw. 


t^H*  <ttK  imHlinpMda 


'^•>^^ 
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(4g6ar)«+^ 

seinen  grössten  Werth  g  annimmt.     Es  ist  also 

4abXo 

WO  z  ein  echter  Brach  ist.     Nennen  wir  den  grössten  Werth,  den 

J[4a6a0||+^ 

in  dem  Intervall  yon  o:  =  0  bis  x  =  1  annimmt,  r,  so  ist 

r  =  2  5^  =  zp*  u.  s.  w. 
Setsen  wir  also  fiberall  in  den  aufeinander  folgenden  Integralen  statt 
{4abxy  {Agöxy-^^ 

resp.  die  constanten  Werthe 

p,  zp,  z*p  etc., 
so  vergrSssem  wir;  dann  werden  die  Integrale  selbst  aber  resp.  p,  zp,  z*p 
^tc.  •  ako  ihre  Snmme  wird 

p{l+z+z'+...), 
•Iso  conyergent 

Der  Aasdmck  für  F  vereinfacht  sich  bedeutend  für  den  speciellen  Fall, 
dt88  a=h  nnd  b=a  ist,  d.  h.  wenn  der  angezogene  Pnnkt  auf  dem  Rande 
lic^.  Die  elliptischen  Integrale  verwandeln  sich  in  algebraische,  deren 
Bntwickelnng  nach  bekannten  Formeln  der  Integralrechnung  erfolgt.  Das 
letzte  Integral  in  4)  wird  man  in  diesem  Falle  zweckmässiger  auf  die 
folgende  Weise  behandeln.     Dnrch  theilweise  Integration  wird 


0 
Es  wird  ferner 


/V^^C»)^      ^(^      9C0Sipdip  ^^ 

J      ^M  J     sin<p{l  +msin  <p) ' 


/a»+A« 


s=s  CO*  6 , 


^^  0  die  Neignng  der  Seitenlinie  gegen  die  Basis  bedeutet.     Setzt  man 
^^iasXf  BO  wird 

-  l 

'*arcsinxdx 


/^       tpcoS(pdq> Carl 
sinq>{l-^msinip)      J  xil-^mx) 

0  0 

1  I 

_  Carcsinx  ^^^  £^_i)n^\mu+t  j x^ aresin xdx. 
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Entwickelt  inaa  ^- ta  eine  Relhai  ma  ergiebi  sich 


f*tlr  dfti  iVfiite  Inte^^at  benau«  m«a  die  Formel 
j  1  l 

K»  ergi^bt  sieii  tudk  »uUs«fi  lekktfii  Bedocüittieo,  venu  man  des  «rkaltt- 
men  Ausimdc  flr  f  Docb  nit  S  »«Itiptieirt ,  «odarcll  man  die  G#sammt- 
aai^i^tituxg^  fjQe^  I>ffppelke^ek  «nf  «to«ft  Ftmkt  cehieft  Raiidei  erkiU,  t^ 
M  falg€oder  Wulk:  ^_ 

I  +.«,(■  +  -».+  -«,+. .)].  I 

Zv€t  Ib&tieh«  Dopp«lk«£tl  tltkett   »li«  etaen  Piiiskt  tktftiV| 
R«ad«s  ait  »intfr  I«l«&siill  fts«  di«  prsporti«»«!  i#t  dAt  Hölie 
•d«r  d«a  &Adi««. 


Twi  Prims  B.  BoxcoxFA«xi.     U  Die  gammtm  Zakka- 
der  GtSssmi  jr»  %  r  m  WttuMMtt«  weUie  die  Sumiw 

*»+(*+r)»+(*+trf+..,.+t»+X»— «>r 
S.  Die  s«aM«  gekleawaitW  der  Giiim»  «»  %  r  m 


«•+(x+ry+(«+lr)*+....+{»+(«— l)rf=(x+«f. 


slken  im  Ikkt  uA  die  Tteem  dir  Mnientfkii  t««  HnMunt  Yo6kl 
ii^Cir-  Amu  B4.  inc  S.  I>     Dm^  V^c4^»$ec  mkIk  meierst  mT  £•  Ter- 

e«Mr  Reilte  t^m  Jak»«  eH^M»  WWe.  oe  dii$$  <IW  p^«ile$TApkiscke«  Bil- 
4ir  ie  MiMt  WW«  Gnde  ni«  V#llM»d%«i|r  Wrr^xyi^c^c^  widern  mwA 
die  Fli»»i^fc|lu#  dw  Wiiji^ifcxkfcfl  «k>wfc  v^^tsen^^kkie  Diemste  leisftem 
IMket  ^  «kec  dl»  TtMcie  d^^  r%fl>i^pe;4ii  e«r  etMa  Steiid- 
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erklärt  lässt.  Um  die  der  Photographie  zu  Grande  liegenden  Fnnda- 
»ntalerscheinungen  festzustellen ,  hat  Verfasser  seit  3  Jahren  theils  Ex- 
rimente  früherer  Experimentatoren  wiederholt,  theils  selbstständige  neue 
^rsnchsreihen  ausgeführt  und  übergiebt  nun  den  ersten  Theil  seiner 
itersnchungen  dem  wissenschaftlichen  Publikum.  Der  photographische 
ocess  lässt  sich  hiernach  auf  folgende  Weise  beschreiben  nnd  erklären: 
Br  Photograph  tiberzieht  eine  Glastafel  mit  einer  dünnen  Hant  von 
>llodiam,  die  mit  Jod-  und  Bromsalzen  {KJ,  KBr^  NaJ,  Na  Br,  CdJy 
i  Br  etc.)  getränkt  ist.  Diese  Tafel  wird  hierauf  sensibilisirt,  d.  h.  eine 
{Qtrale  oder  angesäuerte  Lösnng  von  1  Theil  salpetersanrem  Silberoxyd 

10  Theilen  Wasser  getaucht  und  nach  kurzer  Zeit  (etwa  2  Minuten) 
ieder  herausgezogen.  Die  Collodiumhaut  auf  der  Glastafel  ist  dann  mit 
>d-  und  Bromsilber  und  freier  Uöllensteinlösung  imprägnirt;  die  Glas- 
fei mit  Collodiumhaut  wird  nun  in  der  Camera  ohscura  einige  Zeit  be- 
shtet  (exponirt),  sie  zeigt  nachher  keine  Spur  eines  Bildes,  dieses  er- 
heint  erst,  wenn  sie  im  dunklen  Zimmer  mit  einer  sauren  Eisenvitriol- 
sang Übergossen  wird.  Der  Eisenvitriol  mischt  sich  mit  der  Silber- 
sung  in  der  Collodiumhaut  und  bewirkt  einen  Niederschlag  von  körnig 
ilverigem  Silber,  der  sich  an  den  belichteten  Stellen  der  Jodsilberschicht 
liegt  und  dadurch  das  Bild  sichtbar  macht.  Das  so  sichtbar  gemachte 
»gative  Bild  besteht  demnach  aus  einer  Menge  Silberkörnchen,  wie  eine 
leistiftzeichnung  aus  einer  Menge  einzelner  Graphitkörnchen  besteht.  Es 
ird  nach  dem  Abwaschen  mit  einer  sauren  Lösung  von  Pyrogallussäure 
id  Salpetersäuren!  Silberoxyd  Übergossen,  wodurch  sich  abermals  ein 
ilveriger  Silberniederschlag  bildet,  der  sich  an  dem  bereits  vorhandenen 
ilde  anlegt  und  dasselbe  schwärzer  macht  (Verstärkungsprocess).     Das 

erhaltene  Bild  wird  gewaschen  und  dann  mit  untorschwefligsaurem  Na- 
on  fixirt,  hierauf  nochipals  gewaschen. 

Um  hieraus  ein  Papier  positiv  herzustellen,  wird  mit  Kochsalzaaf- 
sang  getränktes  und  mit  Eiweis  oder  Arrowroot  überzogenes  Papier  auf 
öUensteinlösung  schwimmen  gelassen,  dann  getrocknet  und  das  so  mit 
blorsilber  und  salpetersaurem  Silberoxyd  imprägnirte  Papier  mit  dem 
ifirnissten  Negativ  bedeckt  dem  Lichte  ausgesetzt.  Das  Licht  scheint 
irch  die  hellen  Stellen  des  Negativs  mehr  als  durch  die  dunklen  Stellen 
id  copirt  jene  braun,  diese  bleiben  weiss.  Waschen,  Eintauchen  in 
inner  Goldlösung,  abermaliges  Waschen,  Fixiren  mit  unterschwefligsaa- 
im  Natron  sind  die  darauf  folgenden  Operationen. 

Die  theils  schon  in  dieser  Beschreibung  enthaltenen,  theils  noch  nicht 
itgetheilten  Resultate  von  VogeTs  Arbeit  sind  nun: 

L  Beim  Belichten  von  reinem  Chlor-  und  Bromsilber  entsteht  8ub- 
ilorttr  und  Chlor,  Subbromür  und  Brom,  reines  Jodsilber  erleidet,  wenn 
I  darch  Füllung  mit  überflüssiger  Silberlösnng  d^tf^^^i^WX  N«crc^«ti  ^^x> 


d«rck  dem  UoKtaad  micbt  ni  Ceiin^rtM  ^ellhrdct 
dbas  expcairtes  CUvr-  oder  BroBsObcr  aaek  der  Bekuidlaig  ■ 
M&  ene«  s«bb  us  Silber  bestekesdeB  oder  «euIKsckcs  iSlber  h^gt- 
mnAi  eatiwkeBdeB  Rft^staad  fiefert,  den»  To^l  tei^.  4mm  auf  aada- 
le«  Wepe  digeateüte*  SvbbiOKtr  nd  S«bcU«t«r  det  Silbe»  dvd 
AsisomiAk  in  seulfidcbe«  SOber  ud  skb  Iftnea*»  BrNrtr  wmi  CUoiir 


t.  Die  tiocke^ta  ud  mit  W»ser  bei^vcbme«  HaMdfdbe  des  Silben 
Tetbakctt  aieb  geg«s  d»  Lkbt  ^;<k.   Slue*  reti^ei«  J 
BSBtbe  Svbacjoue«  ^rerbisden  «e  pun«  veu  die  Silbenalie  im 
itydiit  siad «  estveder  i»deai  sie  kH  des  SüVenAlxeB  1 
YerbtBMS^eB  btüea«  <^2er  die  cbeasack  wirfcrtiiei.  SomUe« 

X  Ai^  eiaer  neuea  L^«»«a^  T»a  uIpeter^XD^a  SUreionJ  wnd  duck 
da»  Licbx  S£I>K  aaj^etfck:ed<&.  Ob  cjjx::  i>e  A^^Scks  T>9a  Scbsavss, 
Hardvick  K.  A.  mahpf:fSiM9eft  vir\i«  ij^ss^  Uv-U^3.»»c&UM«a|p  B«r  Toa 
Ukkte  leiieua  wird«  vesx  ikr  ccns^^  S^StA!u«a  ^ei^e»t^gt  siad, 
»^kie  ick  bvAvei^^ia«  ceam  Voe^el  kjkS  ücb:  m3.pf^Kn.  e^  er  mit  der 
^i^ntea  SiUff^raa  virklkk  üe  pidi^^e  ^f•^&r  >f<^Jkai«<-45fr  Beuaea^aageB 
"Mtt  d<r  StlberxNViai^  «K^pMiekMss<a  iane.     I>m  Vi^f^sntf  i^er  P^Moi^iapkie 
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litogig»  <1a  beim  Belichtungsprocess  das  Salpetersäure  Silberozyd  stets  mit 
organischer  Materie  in  Berührung  ist. 

4.  Lösung  von  salpetersaurem  Silberoxyd  in  Berührung  mit  den  Ha- 
loidsalzen  des.  Silbers  befordert  deren  Zersetzung  in  der  Weise,  dass  sogar 
Jodsilber  zerlegt  wird,  hierbei  liefern  die  Haloidsalze  Subverbindungen, 
and  die  Höllensteinlösung  metallisches  Silber. 

5.  Die  von  Schnauss,  llardwich,  Monckhoven,  Davanne 
u.  A.  gemachten  Angaben,  dass  die  reinen  Haloidverbindungen  des  Sil- 
bers durch  reine  Pyrogallnssäure  oder  Eisenvitriollösung  nicht  ent- 
wickelt werden ,  fand  Vogel  bei  seinen  Versuchen  bestätigt ,  er  fand  aber 
auch,  dass  die  drei  Haloidsalze  des  Silbers  durch  die  Belichtung  die  Fähig- 
keit erlangen,  in  staiu  nascenti  sich  ausscheidendes  körniges  Silber  anzu- 
ziehen und  festzuhalten,  wie  dies  die  oben  angegebenen  Experimentatoren 
bereits  früher  angegeben  hatten.  Vogel  fand  zum  Entwickeln  eine  Flüssig- 
keit aus  Pyrogallussäure  und  Höllensteinlösung  bestehend,  nicht  geeignet, 
da  sich  körniges  Silber  aus  ihr  so  rasch  absetzt,  dass  auch  die  unbelichte- 
t^n  Partieen  eines  Silberhaloidsalzes  damit  überzogen  wurden,  war  aber 
bei  den  genannten  Substanzen  von  vorn  herein  Citronensäure  dabei,  so 
erfolgte  der  Silberniederschlag  ganz  allmälig  und  setzte  sich  bei  kurzer 
Einwirkung  der  Entwickelungsflüssigkeit  nur  an  die  belichteten  Stellen 
an.  Am  besten  wirkte  die  Entwickelungsflüssigkeit  auf  belichtetes  Jod- 
silber, weniger  gut  auf  belichtetes  Bromsilber  und  am  schlechtesten  auf 
belichtetes  Chlorsilber.  Hierbei  ist  auffällig,  dass  exponirtes  Silberhaloid- 
salz  um  so  begieriger  körnigen  Silberniederschlag  an  sich  zieht,  je  weniger 
Farbenveränderung  es  an  und  für  sich  bei  der  Belichtung  erleidet. 

6.  Wie  schon  früher  C landet  (Phil.  Mag.  XXXV.  374)  beim  Da- 
guerre'schen  Process  dem  Lichte  a)  eine  zersetzende  Wirkung  auf  die 
Jod-  oder  Bromsilberfläche,  6)  demselben  die  Wirkung  zuschrieb ,  dass  es 
der  empfindlichen  Fläche  die  Fähigkeit  ertheile,  Quecksilberdämpfe  zu 
condensiren,  so  schreibt  auch  Vogel  dem  Lichte  die  Wirkung  zu  a)  die 
Haloidsalze  des  Silbers  zu  färben  und  zu  zersetzen  (photochemischa  Wir- 
kung), b)  diesen  Haloidsalzen  die  Fähigkeit  zu  ertheilen,  einen  körnigen 
Silberniederschlag  an  sich  zu  ziehen  (photographische  Wirkung).  Das 
Jodflilber  ist  photochemisch  am  wenigsten  empfindlich,  aber  photographisch 
am  empfindlichsten.  Seit  die  Haloidsalze  des  Silbers  während  der  Expo- 
sition mit  Flüssigkeiten  in  Berührung,  so  wird,  wenn  auch  dieselben  gleich 
nach  der  Belichtung  abgespült  werden,  entweder  eine  grössere  oder  ge- 
ringere photographische  Empfindlichkeit  beobachtet,  als  wenn  die  Haloid- 
salze des  Silbers  im  reinen  Zustande  exponirt  gewesen  wären.  Durch 
Lösung  von  salpetersaurem  Silberoxyd  wird  die  photographische  Empfind* 
lichkeit  gesteigert,  durch  Säuron  oder  Jodkaliumlösung  verringert.  Vogel 
fand  ferner  die  für  die  Theorie  der  Photographie  wichü^^  TVi^\.%^<2XiA  ^"^x^ 


SSft  KleiMre  Mitthmlungteti, 

dtr«etii  V«rtoolia,  du»  «ine  Mitdmng  Ton  Brom-  und  Jodsllber  pboto* 
f  rftpliiifth  empfind  lieh  fr  itt,  aU  reiiiei  Jadsilber* 

7.  £■  iil  iebon  frttlier  von  Meter  beebaehtol  worden,  d&M,  weno  mmi 
•ine  jodirte  Platt«  knrxe  Zeit  in  der  damerm  belichtet  und  daDn  Queck- 
■ilberdimpfea  aufteelat^  iicb  die  Qneckulberdlmpfe  mehr  an  den  beliebt«* 
teil  Stellen  niederaehlageo ;  exponirt  man  aber  lindere  Wm%  in  der  Cmntm, 
m^  ^arhilt  man  spitet  ein  negatiTea  Bttd,  well  sieb  die  Dämpfe  mebr  in 
dem  nnbelleliteten  Stellen  condenilren.  Bei  der  Pbetnipraphie  auf  CoUo' 
dinm  batte  man  neben  ibnllehe  Wabmehmnngeu  ^nuicbt,  Vogel  bto- 
baebtele  nnn^  als  er  mit  reinen  SUberbeleidsalaen  darehdriu]gene&  Papl«f 
veteeiiiedtn  lauf«  exp«»nirte«  dais  ble  an  einer  gewissen  kleinen  mit  in- 
aelMnander  Uebtintenaitit  ab«iebiaenden  Zeil  der  Exposition  die  Farbuni; 
bei  der  Entsrieketanf  snniaunt;  bei  liiferar  Eapocilienssait  ajajni  dsaa 
dieee  Ftb|||^«it,  kämmen  Silbermiedaradlag  wsniieben,  wieder  ab.  Bit 
pb«tefrapbliiebe  Emp^adUcbkeit  «miehi  dainaeh  bei  etaer  gewinn  klei- 
ne« Bxpäeilienaa^t  ikr  JlaxiMB  ud  nittat  ait  YiiyieiBiaiig  der  Be< 
tttklwig^aeil  wieder  ab.  Dr. 


De«  CbaVte  rwdbt  Utt,  &  dH.  eil^ 
wir  Mse«de  Millbeifani;  Tea  Mennier,  w«Q  aia  aas  iai.  Dil 
IWpl^  welche  hran  FthiuM  einer  alkefceliirkm  AnflSan^  i 
and  anf  der  lla«4%keit  noihericbwiaiaften.  ebe  »e  mit  ikr  sieb 
kann  man  ancb  aaf  aader^  Wem  berr^oirbrittgen.  Bei  Alkohel,  1 
4s3knv^«  Aeiber  la««^n  «kb  Ttv^pfen  aaf  der  eignen  Oberiicke  mSSL 
l'Speiie  erteilen.  l^ietf>e  Ttv^ptlV^n  ber^'^rrn  die  Ob^erttcke  ucki,  dena 
Ki^Eeln  T^«  rnneai  Alk<4Mil  bleiben  anf  einer  aIke4eKnrken  Teilian^  m* 
(eif^vbc  IM  weni$  FI«H%keite«  i^elsn^  dw  TiprpSMbiBdaH^  mH  fcr  Fi- 
petie^»  «Min  wn»  bei  den  Ibi^rMi  n<«f%keiten  eine  Sckickt  einer  niwjt 
keil  annT  dSe  rar  TWp^subibhni^  >rervende«e  Fttai^keii  kri^sem,  die  sM 
arll  WetierM-  nkkf  wrkm  nnd  nnr  nnier  ier  O^^e^icke  der  dsckanisa 
$irkicbe  Usyinifc  eine  f'^fifne.  w^tgeke  ms(  der  aanKen  Tin|finkiHMiw 
¥t«w^pke^  ytmea^^  »e.  as»2ax^n  ^^bSä^ro^  ]>Qe  Fcwi^ai  ^^e«  SckwnM- 
kektff«w«'/4r  «tr:ec  W,u«e?  di^necn  aai  bi:r^«ex«  j»  ^i«  Wnwui  nnter  Ben- 
tda  md  a»  $?^}«$4e^ak  Weatt  swyt  F^ts^q^knan:  tMr  «oKuiMr ; 
mnis  |Är^  'Ä*  %n;ere  Fttte%ke«  Tf/«Äo:  *^er  iwr  Frt 
«nd  <ft^  e>e?e  y!2tii»i^:k^  r>r9<feii:  i:9ser  «tc  rv^onampAKaaena.  —  Ick 
ka^  dbe  ^iv«  Verx^er  ae^-if^^irett  Vfi»is!cu«r  4inT)i»G  a3^:<ttiaRi&:  nai  ge* 
rwfciwK  in»  «*  ^  *it»*^^f«  V,/rti^>5  j«r4  x\««f<r-;»ra  r^tüi^^oL 

1%, 
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^^^■'i  Yersnehe,  die  Brechung  und  Dispersion  des  Lichtes  in 
Flftssigkeiten  betreffend.  Im  Cosmos  vom  3.  Juli  1863  wird  über  eine  ex- 
perimentelle Arbeit  von  Gladstone  und  Dale  berichtet  und  unter  ande- 
ren folgende  Redultate  derselben  mitgetheilt:  1)  aus  der  Untersuchung  von 
ungefähr  90  Flüssigkeiten  gebt  hervor,  dass  Brechung  und  Farbenzerstren- 
ung  mit  Erhöhung  der  Temperatur  abnehmen.  Es  ist  erfreulich,  dass 
dieser  Schluss  aus  der  Untersuchung  einer  grossen  Monge  von  Flüssig- 
keiten hervorgegangen  ist,  da  bis  jetzt  nur  die  Bestimmungen  der 
Brechungsezponenten  der  Linien  B  bis  H  bei  Cassiaöl  von  verschiedenen 
Temperaturen  als  experimentelle  Grundlage  vorhanden  waren.  2)  Die 
Brechung  eines  Flüssigkeitsgemisches  ist  nahezu  gleich  der  mittleren 
Brechung  der  Composanten.  Wenn  ich  diesen  etwas  undeutlichen  Aus- 
spruch recht  verstanden  habe,  so  müsste  der  Brechungsindex  eines  Ge- 
misches aus  gleichen  l^heilen  Alkohol  und  Wasser  gleich  dem  arithmetf- 
sehen  Mittel  der  Brechuugsindices  der  Bestandtheile  sein.     Für  Wasser 

ist  nach  Deville  n  =  l  3339;  für  Alkohol  «'=1.3633,  daher  ^^tZi  =- 1  3435^ 

während  Deville  für  gleiche  Theile  Alkohol  und  Wasser  beobachtet  hat 
1.3621.  Es  scheint  daher  viel  gerathener,  hei  dem  von  Hoeck  bestätigten 
Gesetze  für  die  Brechungsexponenten  von  Flüssigkeitsgemischen  stehen 
XU  hleiben,  lieber  zu  untersuchen,  ob  dasselbe  allgemein  gültig  ist,  als  ein 
Näherungsgesetz  aufzustellen,  dessen  Richtigkeit  sehr  problematisch  ist. 
%)  Wie  bei  den  homologen  chemischen  Reihen  ein  gesetzmässiger  Zn- 
sammenhang zwischen  Siedepunkten  und  chemischer  Zusammensetzung 
besteht,  so  haben  Gladstone  und  Dale  einen  solchen  zwischen  Brechung 
nnd  Farbenzerstreuung  einerseits  und  chemischer  Formel  andererseits 
nachgewiesen.  4)  Isomere  Körper  differiren  entweder  sehr  in  ihren  opti- 
schen Eigenschaften,  wie  das  Anilin  und  Picblin  (C^JET^JV),  oder  sie  har- 
moniren,  wie  z.  B.  Dolffs  früher  schon  beim  valeriansanren  Aethyloxyd 
nnd  essigsaurem  Amyloxyd  {C^^  H^^  0^)  gezeigt  hat.  Dr.  EIahl. 


XXIY.  Heues  Verfahren  in  der  Fhotolithographie.  Es  ist  in  dieser  Zeit- 
•chrift,  Jahrg.  5,  S.  150,  erwähnt  worden,  dass  A.  R.  v.  P erger  eine  As- 
phaltlösung mit  Vortheil  zur  Hervorbringung  schöner  Bilder  auf  lithogra- 
graphischen  Stein  verwendet  hat,  welche  die  Aetzung  vertrugen.  Der 
Cosmos,  Bd.  23,  S.  97,  enthält  die  Beschreibung  eines  anderen,  vom  Capi- 
tän  Morvan  erfundenen  Verfahrens,  welches  zwar  wie  das  Verfahren 
von  Poitevin  Gebrauch  einer  Verbindung  der  Chromsäure  macht,  sich 
aher  doch  wesentlich  von  dem  letzteren  unterscheidet.  Der  Stein  wird 
zuerst  mit  einem  Firniss  aus  50  Gramm  doppelt  chromsaurem  Ammoniak, 
300  Gramm  Wasser  und  300  Gramm  Albumin  überzogen  und  nach  dem 
Trocknen  dieser  dünnen  Schicht  das  zu  copirende  Blatt  auf ^^V^^^  m\A  \^\l 

ZtUaehrin  f.  Mathematik  u.  Physik.  IX,  4.  •JA 
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troscop  mit  9  Prismen  gemacht  hat.  Das  Instrnment  gestattet  3  Spectren 
zQgleich  zu  betrachten  nnd  zu  vergleichen.  Wendete  er  Thallium  oder 
Strontium  oder  Lithion  an  und  verglich  die  Spectren,  die  erhalten  wurden, 
je  nachdem  er  eine  der  Substanzen  in  die  Bunsen^sche  Flamme,  Knallgas- 
flamme, oder  in  den  Volta'schen  Bogen  brachte,  so  bemerkte  er  in  der 
Knallgasflamme  mehr  Streifen,  als  in  der  Bunsen'schen  und  im  Volta'schen 
Bogen  die  meisten  Streifen.  Auch  fand  er  hierbei ,  dass  die  grüne  Linie 
von  Thallium  mit  keiner  grünen  Linie  von  Baryum  zusammenfällt. 

Dr.  Kahl. 


XXYL  Siosenspeetrotoop.  Nach  dem  Cosmos,  Bd.  23,  S.  37,  hat 
Cooke,  Professor  in  Amerika,  sich  ein  Spectroscop  von  colossalen  Dimen- 
sionen machen  lassen.  Es  enthält  0  Schwefelkohlenstoflprismen ,  denen 
Fernrohre  von  entsprechender  Grösse  beigegeben  sind.  Indem  das  Licht 
nach  und  nach  durch  alle  Prismen  hindurchgeht,  erleidet  es  eine  Ablen- 
kung von  circa  360^  Cooke  spricht  sich  nach  seinen  mit  diesem  Riesen- 
spectroscop  gemachten  Beobachtungen  dahin  aus,  dass  die  dunklen  Streifen 
im  Spectrum  ebenso  zahlreich  sind,  als  die  Sterne  am  Himmel.  Cooke 
sah  mindestens  10 mal  so  viel  Streifen,  als  die  Zeichnung  von  Kirchhoff 
angiebt  und  ausserdem  eine  grosse  Anzahl  von  Nebelstreifen;  die  Linie 
D  Frauenhofer's  zeigte  sich  aus  6  Linien  und  einem  Nebelstreifen  be- 
atehend.  —  In  Frankreich  bezweifelte  man  anfangs  die  Angabe  Kirch - 
hoff^s,  dass  die  hellen  Linien  metallischer  Spectren  mit  dunklen  Streifen 
des  Sonnenspectrums  zusammenfallen,  die  Beobachtungen  Cooke 's  geben 
aber  für  Kirchhofes  Behauptung  noch  eine  überflüssige  Bestätigung. 
Er  fand,  dass  die  zwei  Linien  des  Natriums,  in  welche  sich  die  mit  schwä- 
cheren Instrumenten  gesehene  eine  durch  stärkere  Instrumente  auflösen 
Hast,  vollkommen  mit  zwei  Frauenhofer'schen  Linien  im  Sonnenspectrum 
coiacidirt.  Auch  fand  Cooke,  dass  verschiedene  Streifen  der  metallischen 
Spectren  als  gefärbte  mit  brillanten  Linien  durchzogene  Räume  erscheinen, 
ja  dass  die  ganzen  Spectren  von  Calcium  und  Baryum  mit  dergleichen 
Linien  erfüllt  sind.  Dr.  Kahl. 


XXYn.  Speotralbeobachtnngen  Ton  Himmelskörpern  durch  den  Pater 
Secchi.  Wenn  die  Resultate  von  Kirchhofes  Beobachtungen  ülter  die 
Bestandtheile  der  Sonnenatmosphäre  von  mancher  3®ite  angefochten  wer- 
den können,  weil  sie  auf  einer  hypothetischen  Vorstellung  über  die  Be- 
schaffenheit der  Sonne  basiren,  so  schliessen  sich  Secchi^s  Beobachtungs- 
ergebnisse mehr  an  naheliegende  Erklärungsweisen  gewisser  Spectral- 
beobachtungen  an.  Secchi 's  Versuche  hatten  den  Zweck,  durch  Spec- 
tralbeobachtungen  zu  entscheiden,  ob  die  Himmelskörper  eine  Atmosphäre 


S9S  EJaifiere  ^hltlicUtingdßtj 


Ii»Imii  and  wit  dies«  btAcHalTeii  iiL     Ztiklreielte  B4>ä!melitii»gei]   ao  iem 
Liebte  VQXk  Jüj^iter,  Sätunip  Ventil  mtd  Jf  Ars  angestellt,  tiatteo  ihm  g^mgt, 
dan  das  Licht  dieitr  PUneten  aleht  nur  die  dem  Sonuf^iilicliti^  eigenthttm* 
lldieü  Sti^iftn  erkiiiottn  liait^  lond^rn  aneb,  dass  gf^wbse  Bir^ifeü  au««eT* 
ord^ntlicli  refitftrkt  aftebaiiMa,  weil  ibre  Atmoiphttren  wt  dle&elbe  Wem 
virken,  wie  dia  ErdttmoipbirOt  der«ii  Wirkonf  BrAWitar  hm  nivdrlg^m 
Soantnatande  ttudirte.     Der   Vergleich    d«r    Ptanetenspectren  mit  ä^m 
durch  sehr  larte  Linien  ftnf^aeichneteiii  Hniidipeetritin  er^nh  See  cht, 
d«ü  der  Mond  nur  eine  eekr  geringe  eder  gar  keine  AUnasphäre  habe  und 
d&ii  die  Planeten  eine  der  unteren  aehr  ihntiehe  Atmosphäre  beeiiseß. 
Ali  hanpttlclilich ^  jedeeb  nicht  «lleiii  ahaorbirendeii  HesitatidiheH  der  M- 
moaphire  nimmt  Seech!  den  Wasaerdampf  «n.     Der  Pater  Seeebt  hat 
eneb  die  Spectren  ron  95  Hzatemen  gesetchoei  in  der  Absieht,  einen  fpH* 
taten  Vetgleieh  ▼etinberetteni  eind  die  Fixaleme  wirk  lieb  fix ,  s&  kooii<^ft 
sieh  Im  Lauf  der  Zelt  Ihre  Spectren  nicht  indem*    ßeecb  i  bereitet  jeiit 
die  Heremagebe  eines  Katalogea  und  elnea  Atlea  tot,  welcher  die  Zeiehnnii* 
gea  dieaer  Speetren  eothAlt,     Jantaen  bettreitet,  dass  der  Wasaerdampf 
der  AtmcMipbtre  der  heeptaiehUch  ebaorbirende  BeitsndtbeÜ  deraclben  tei, 
welchen  Sohlni«  Seecbl  «na  dem  ümatende  geaegen  bat,  dass  die  Spee- 
trelatreifen  viel  deartllelnr  ereebeinen,  wenn  daa  Speciroecop  nach  einetD 
«il  welaeen  Welke«  MIeektem  Himmel  gerieht««  wird.    Jan&sen  bi^ 
merkt  eehr  richtig,  dm  in  diuem  Falle  ein  Pnnkt,  welcher  einen  StraU 
Ina  Specirotcep  achickt,  mehr  Licht  dahin  gelangen  lasse  als  ein  Pn&kt  das 
blanen  Himmels,  weil  von  den  weissen  Wolken  viele  Strahlen  naeh  mehre- 
ren Reflexionen  in  derselben  Riehtnng  ins  Spectroscop  gelangen.     Somit 
lasjie  sich  das  deutlichere  Spectrnm  durch  die  grössere  Intensitit  des  Liek> 
les  nad  dnrch  die  anf  einem  Ungeren  Wege  in  der  Atmosphire  erlittene 
atXrkere  Absorption  erkliren«  ohne  dass  hieraus  noch  etwas  mit  Bestimmt* 
heit  Uber  die  Natnr  des  absorbirenden  Bestandtheiles  der  Atmosphire  siek 
ergebe  (Oosm.  9^  roh  M^V     Die  Meinung  Jansnen^s  acheint  dnrek  Ver- 
sacke Volpicelli'«  (Cosm«  SS,  toL  4190)  bestiUgt  ra  werden,  weleker 
Sonnenlicht  dnrch  eine  Knallgasflamme  geben  Hess,  ehe  er  es  in*a  Speetre- 
scop  gelan^n  Hess.     Der  Wasserdampf  der  Knallgasflamme  hatte*  hierbei 
keinerlei  Minflus^  anf  Spectralcnicbeinnngea.  Dr.  Karl. 


JULfui.  Oalwaniseke  UeBSKte,  welche  kei  vwig 
sinen  itarken  Straia  li^im.  Ks  sind  »cbon  bsnfig  Vor^ckliige  s«r  Ver- 
beswcrnng  der  ^brüncblichen  galvanischen  Klemer.te  gf^macht  worden;  da 
aber  dieve  VorseblJige  seltea  dnrch  me^^iende  Versacke  geprift  worden 
sind^  so  konnte  man  kein  rrtheil  tber  die  l^ranchKarkeit  der  VoracklVge 
gewinnen.     Rine  erwüneehie  IVfifki^  tob  einigen  sokben  VencUigen  iat 
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▼on  Dr.  Adalbert,  Edlem  v.  Waltenhofen,  angestellt  nnd  in  Ding- 

ler*a  Polyt.  Jonrn.  Bd.  164,  S.  427,  mitgetheilt  worden.     Sie  erstreckt  sich : 

1)  aaf  die  von  Dering  in  Dingler's  polyt.  Journ.  Bd.  142,  S.  332,  statt  der 

Salpetersäuren  vorgeschlagenen  Flüssigkeiten.     Dering  schlug   an   dem 

eben  angegebenen  Orte  eine  Flüssigkeit  als  Ersatz  für  Salpetersäure  vor, 

welche  er  dadurch  erhielt,  dass  er  käuflicher  Salzsäure  so  lange  krystalli- 

sirten  Kali-  oder  Natronsalpeter  zusetzte ,  bis  sich  nach  24  Stunden  nichts 

in  ehr  davon  auflöste.     Dering  wendete  diese  Flüssigkeit  mit  Vortheil  bei 

^^vanischen  Elementen  an ,  bei  denen  das  negative  Metall  verplatinirtes 

KLnpfer  war. 

2)  Anf  die  v.  Waltenhofen  selbst  angewendete  Mischung  von  einem 
JR'Snmtheil  käuflicher  Salpetersäure  mit  2  Haumtheilen  Nordhäuser  Schwe- 
P^^lsäare,  welche  Mischung  zur  Erregung  der  Kohle  verwendet  wurde. 

3)  Auf  den  bei  der  Fabrikation  des  Steinkohlengases  sich  absetzenden 
^^^  «tortenrückstand  (Gaskohle),  welche  statt  der  aus  Coak»  bereiteten  Bun- 
*^» naschen  Kohle  in  den  Elementen  benutzt  wurde,  viel  dauerhafter,  als 
^^^snsensche  Kohle  ist,  weniger  Flüssigkeit  einsaugt  und  weniger  verun- 
*"  einigt. 

Die  Zahlenangaben  sind  sämmtlich  aus  genauen  Messungen  nach  der 
^^oggendorfschen  Compensationsmethode  hervorgegangen,  wobei  ein  Da- 
'^^«irsches  Kupfer- Zink-Element  als  Einheit  der  Vergleichung  angenommen 
''^  '«irde.  Bei  den  Kohlenelementen  ist  überall  Gaskohle  verwendet  worden. 
-^^liLadnngsflüssigkeit  für  das  gut  amalgamirte  Zink  diente  stets  eine  Misch- 
iB^K»g  Yon  1  Raumtheil  englischer  Schwefelsäure  mit  15  Ranmtheilen  Wasser. 
^^  £e  Ergebnisse  waren : 

L  Die  Unterschiede  der  Dering'schen  Flüssigkeit  und  känflicher 
^  «^Ipetersänre  sind  sehr  unbedeutend,  ausserdem  bewährt  sich  die  Dering*- 
*^^lie  Flüssigkeit  vfel  besser,  als  das  für  Kohlenzinkketten  bisweilen  em- 
I^^VUene  Gemisch  von  3  Gewichttheilen  doppelt  chromsaurem  Kali,  4  Ge- 
^•^ ichttheilen  Schwefelsäure  und  18  Gewichttheilen  Wasser,  welches  einen 
S Bossen  Widerstand  giebt  nnd  störende  Ablagerungen  verursacht.  Die  an- 
S'^^gebenen  Mittelzahlen  für  die  electromotorische  Kraft  sind  in  der  kleinen 
'^^«belle  am  Ende  dieses  Aufsatzes  enthalten  und  können  diese  Zahlen 
^^^ensowohl  für  die  aus  Kali-  als  aus  Natronsalpeter  dargestellte  Dering'- 
^^^lie  Flüssigkeit  geltend  erachtet  werden.  Die  Dering'sche  Flüssigkeit 
^*^)fert  allerdings  eine  weniger  constante  Wirkung,  als  käufliche  Salpeter- 
Lore  nnd  beim  Gebrauch  lästige  Chlordämpfe,  aber  sie  ist  billiger  als 
tufliche  Salpetersäure. 

n.  Die  Waltenhofen'sche  Flüssigkeit  liefert  in  der  Kohlenkette  die 
^-iüiwt«  Wirkung;  die  Nordhäuser  Schwefelsäure  kann  nicht  ohne  Nach- 
^^eil  dnreh  englische  Schwefelsäure  ersetzt  werden.    Bei  dex  I>Kc%\.^xi\i^ 
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der  WAltenhofen'schcD  Flüssigkeiten  mass  man  sich  ferner  genau  ao  die 
Vorschrift  hiuden,  dass  man  das  die  käufliche  Salpetersftnre  haltende  6e- 
fhss  iu  einem  abkühlenden  Wasserbade  lässt,  während  die  Xordli&iuer 
SchwcfelsJiiirc  in  kleinen  Portionen  von  Zeit  an  Z e i t  ingegossen 
wird.     Abweichung  von  dieser  Vorschrift  verdirbt  die  Ladungsflüssigkeit 

Die  Resultate  der  hier  besprochenen  Arbeit  sind  in  folgender  TubeDe 
mitgetheilt: 


Ladnn^stlüssigkeit. 
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Dr.  Kahl. 
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flassreichen  Punkt,  den  galvAnischen  Leitnngswiderstand  der  Guttapercha 
und  des  Kautschuk  unter  verBchiedenem  äusseren  Drucke.  Der  Druck 
varde  durch  eine  mächtige  hydraulische  Presse  hervorgehracht.  Es  zeigte 
aich  faierhei,  das«  die  Guttapercha  dem  galvanischen  Strome  um  so  mehr 
IViderstand  entgegensetzt,  je  grösser  der  äussere  Druck  ist,  während  der 
JL*eitung8widerstand  des  -Kautschuks  mit  wachsendem  äusseren  Drucke 
ji^lDnimmt.  Dr.  Kahl. 


Meteorologisches.    Aus  einer  von  Dr.  Koller  in  der  Sitzung 
^3m  15.  Mai  1863  an  die  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien  (Sitzungs- 
^richte  der  kais.  Akademie  der  Wissensclfaften  47,  427)  gemachten  Mit- 
eilung  über  ein  im  Nachlasse  des  verstorbenen  Akademikers  Dr.  Kreil 
^r  cargefundenen  beinahe  vollendeten  handschriftlichen  Werkes  geht  hervor, 
d«U8   meteorologische  Beobachtungen    um    die   Mitte    des    vorigen   Jahr- 
bdnderts  vom  Astronomen  Stepling  in  Böhmen  eingeführt,  vonStrnadt, 
^^  avid,  Hallashka,  Kreil  und  Böhm  aber  fortgesetzt  wurden.    Unter 
^  trnadt  hatte  sich  ein  Verein  thätiger  im  ganzen  Lande  zerstreuter  Be- 
obachter gebildet;  auf  David 's  Antrag  wurden  1816  unter  die  Beobachter 
^"Meteorologische ,  vorher  auf  der  Sternwarte  zu  Prag  geprüfte  Instrumente 
in  Verschiedenen  Kreisen  Böhmens  von  der  patriotisch  -  ökonomischen  Ge- 
sellschaft in  Prag  vertheilt.     Das  so  arrangirte  Beobachtungsnetz  war  be- 
feits  im   nächsten  Jahre   in  Thätigkeit  und  verblieb  30  Jahre  ununter- 
brochen darin,  bis  es  bei  der  Entstehung  des  grösseren  österreichischen 
^eobachtungsnetzes ,  welches  jetzt  117  Stationen  umfasst,  in  dieses  über- 
S^>)^.     Das  aus  53  Stationen  herrührend  Beobachtungsmaterial  hat  Kreil 
&>'Ö8atentheiis   kritisch    aufgearbeitet,     die   Bearbeitung    des    letzten  Ab- 
selmittes,  über  die  Windverhältnisse  Böhmens  wurde  leider  durch  Kreil's 
-^^d  unterbrochen  und  wartet  auf  eine  ergänzende  Hand. 

Xieider  ist  Sachsen  noch  nicht  in  der  glücklichen  Lage,  eine  so  langjährige 
Beobachtungsreihe  als  Böhmen  zu  besitzen,  denn  die  von  Lohrmann  in^s 
^ben  gerufene,  einen  Zeitraum  von  10  Jahren  (1828— 1837)  umfassenden 
^4  an  10  Stationen  angestellten  Beobachtungen  sind  das  einzige  Zu- 
sammenhängende, was  wir  aufzuweisen  haben.  Diesen  Mangel  fühlend, 
'^^^  die  hohe  Staatsregierung  ein  Beobachtungsnetz  für  Sachsen  in^s  Leben 
^'^^en  lassen,  in  welchem  die  Thätigkeit  vom  1.  Januar  dieses  Jahres 
^  mn  21  Stationen  begonnen  hat.  Die  genannten  Stationen  sind  12  Sta- 
^^^t^en  erster  Ordnung,  an  welchen  hauptsächlich  Luftdruck,  Dunstdruck, 
^^Qimaltemperatur,  Regen-  und  Schneemenge  und  Windrichtung  beobach- 
^^  werden ,  die  Beobachter  der  9  Stationen^  zweiter  Ordnung  beobachten 
^^t  Ausnahme  des  Luftdruckes  dasselbe.  Die  Beobachtungen  erfolgen 
'^^elmüssig  um  6  Uhr  Morgens,  2  Uhr  Mittags  und  10  Uhr  Abends,  ge- 
^^entlich  werden  noch  Beobachtungen  über  bestimml^  Eit&cXi^Viixxxi^^Ti  \\si 


Kleinere  Mittbeilungei), 


t-  und  Thterreiclie  ^enaeht  %ni  nleäew^^MAthlkem.  Dieäe«  Be- 
^foofattiiigfiifti  sc^lilipst»!  «ic^  direcl  an  da«  rao  Üof«  geleiiete  preasdi- 
»cba  Be^bjtfhtiiii^tteU  an,   wekhu  wohl  gr<tf»t«fitb«ili  Meli  die  AOti«!- 

Dr.  E^flU 

3EUX  Enr  pliytlkmlis^eii  Literatur.  B^l  emer  ^ansstii  Diotli- 
cicbl  Ton  ^  tt  c  li  o  1  ti '  s  iiiUiiUhrra  kisfonr^t  noiurv/Kf  fnod  icii ,  dass  in  deji  11^ 
JaKreti  t^h  Anfing  1^53  bi»  Ende  ISOI  in  Ganmee  30T  Bich«x  er^liifiieii 
vmr^ii^  weftlii«,  il^m  Titef  njieb,  die  Li^lire  d^r  ^sAomteii  Pbjrnlt  tidflt  dei 
Het(^»rol(»^f^  oder  i^n  betdea  imiii  Etoie  iuitteru  Vt»n  dieseii  30T  Bttebsia 
timi  erftdifeneii : 

t)  t^%  \n  dcntsdier  S|irftcli«,  meUt  S^lmlb&eKer,  Jisiicr  alleo  sbd:  I 
LeWbficlkvr  d^r  3lel^«r«l«^c  (toii  S«timid^  Ktaitx  —  KeptftoTiajD ,  llaUer 
—  koft«il«chii  Fh^k^  TOB  Ptiiti^  O^mefias«  Emstnum  umch  FDisiae,  ^b 
HeliBfttf  J«bu«  2  LebrbUcliei-  der  Pbjrvtk  «ad  Met«<>roW^ie  tod  3iiitl?i  nn^ 
Twi  Scli«^lriib(,  3t  Bldi€r  mit  plij^atiftcbcoi  AiL%aUe]i  ^  3  Lcsdcrn  (Fleiscb- 

l      SM«  m  boUindbeber  Sftm^b«,  £t  {T^i^fteT«  Hilfke  CFeba«etcim|«ii 
mA  BfiatWitmctn  %os  dem  It^iils^elkeo. 

f      t)  Um  mkwtÜmkft  oder  d&aj^cbcr  Sprach,  m^A  mM^UO^^ 
t^m^hmn^mt^  A§»mm%m  1  p^Tfikilbc^rt  A«%«b«ibo^ 

nuit«r  3  Dmnti^lhii^^  d»  Xete«rolo^V 

^)  e$  w  ft«A«$mcWx  Spracke,  »eisl  Mlbrtrtbi^  beuteltet,  daiol« 
I  säl  plijsikalisctea  Probleme«,  1  Xctf^ok^Mi  (1  ▼«  Feissae,  1  lHb•^ 
Mtms  TW  Kints  M.^  I  PIrpAk  uid  Xetew^Oogie. 

•)  tl  im  ilalimbclMr  S^imIm,  rar  Hilft»  ras  4«ii  Dwitethi  #<« 

7)  U  im  mMttbdMr  #4«r  ytttm^itMiwIitt  Spraye,  %  «arai  IMber- 


t>  «  im  mngrii»üny  S|«Mte.  I  U« 
tW^$«i  liwain^t^tbiim  TMi  dk«  A«l«NiiiTliSriii^ier.  Ijsner,  FiKker  «.fHi^s. 

1^^  I  Im  tMAn<ittt<li»r  $)irmcli#  T«m  Kr^  Wi 

U>   I  im  f■^hm^pc\^^  atmete  ^^»««iniKsmi^  Tt«  Pmmllimt's  TkjA 

ll>  I  im  ttii^Em^lMr  $f«rmcb#  mmc4  ft«Mr^w>^bMt  i^mdOcm  btmtbwiü. 
Di^  1  im  mimbuK^rt«^  ;^)a%c;ii^^  mmc^  Mm  W«««m  tmmilMiWLbmm  Alma» 
JmmmKgijfibfm^ 

H^  I  im  kiMMcter  ;^pwibK  D^. 


XIL 

Das  Bechnen  mit  Columnen  yor  dem  10.  Jahrhundert. 

Von  Prof.  Friedlein  zu  Ansbach. 


III. 


Nach  der  Feststellung  des  Inhaltes  der  Regeln  üher  die  Division  in 
Gerbert's  Werk  de  numerorum  divisione  und  in  dem  Anhang  zum  1.  Buche 
der  sogenannten  Geometrie  des  Boethius  liegt  das  in  beiden  Werken  ent- 
haltene Verfahren  vollständig  klar  vor  und  es  wird  jetzt  möglich  sein,  mit 
grösserer  Sicherheit  als  bisher  für  jedes  von  beiden  Werken  seine  Stelle 
in  der  Geschichte  der  Arithmetik  nachzuweisen. 

Die  Bestimmung  dieser  Stelle  im  Allgemeinen  hat  keine  Schwierig- 
keit; beide  Werke  gehören  zu  der  Arithmetik ,  welche  zum  Multipliciren 
und  Dividiren  Columnen  anwendete,  und  welche  kurz  als  Rechnen  mit 
Columnen  bezeichnet  werden  kann.  Es  unterliegt  keinem  Zweifel,  dass 
dieses  Verfahren  mit  den  Worten  ,^arcus  Pylhagorae^*^  in  dem  Vorwort  des 
Leonardo  von  Pisa  zu  seinem  Über  Abhaci  gemeint  ist,  und  eben  diese  Stolle 
zeigt,  dass  es  kein  wenig  beachtetes,  nur  vereinzelt  vorkommendes  ge- 
wesen sein  kann,  sondern  zu  den  gerühmteren  der  damaligen  Zeit  gehörte. 
Es  würde  nämlich  sonst  dasselbe  nicht  neben  dem  Algorismus  besonders 
erwähnt  worden  sein,  während  andere  Arten  mit  hoc  totum  abgefertigt  wer- 
den. Ferner  besteht  kein  Zweifel,  dass  dieses  Rechnen  im  13.  Jahrhundert 
dem  Algorismus  Platz  gemacht  hat  und  also  die  Werke,  welche  dieser  Zeit 
am  nächsten  liegen,  als  die  angesehen  werden  müssen,  mit  welchen  das 
darin  angegebene  Verfahren  den  Abschluss  seiner  Entwickelung  gefunden 
bat.  Sehr  fraglich  dagegen  ist  die  Zeit,  in  welcher  dieses  Rechnen  aufge- 
kommen ist.  Der  Name  arcus  Pythagorae  lässt  an  das  6.  Jahrhundert  vor 
Christus  denken;  ist  die  Geometrie  des  Boethius  acht,  dann  ist  das  älteste 
Schriftwerk  darüber  jener  Anhang  im  1.  Buche,  also  ein  Werk  aus  dem 
Ende  des  5.  odef  Anfang  des  6.  Jahrhunderts  nach  Christus;  ist  aber  dieser 
Anhang  unächt,  dann  ist  der  älteste  bis  jetzt  bekannte  Beleg  dafür  Ger- 
bert's  Werk  de  num.  div,,  und  nur  die  Möglichkeit  ist  tioo^b.  NO\Vv^\i^^\l^  '^'^^'^ 

ZeiUehri/l  f.  Mathematik  u.  Physik.  IX,  5.  *l\ 


^B        I>at  Kecknen  mit  Coluninon  vor  dem  JO.  JaJirbumlert. 

Ift  dui  geauiittdii  Werken  Bnicb»iüebe  oder  Sparen  ilterer  Werke  «nt* 

IJlR  den  wirkJleti«!!  Sacfarerlmlt  xa  erfalireii,  i»t  cm«  cingebeade  U&t#^ 
«adiOBg  tiesoeu  »iilliigi  wta  ▼!>&  dem  Keclineii  mit  CdiUBnen  vor  Garben 
giefli0deii  wurde  tiod  d»  dieies  Tan  Canlor  In  seinem  aaalheiiuitUchFn  Hei- 
tfigen  lusmmineii^ilellt  t»t,  hq  balle  icb  ei  für  dm«  Zweckmässi^ste^  seioeeu 
Quifft  mii  fol^n  und  da«  Kütbtge  beixnlageii. 

Die  cftleaiiDttfeke  Tafel« 

DieerMe  ErwAbnetig  tod  CciliiaiQeB  ge^chlelit  (3.  117)  bei  der  Er* 
kllmng  der  sataiiiiiiUc)i«ii  Tafel  (8.  F%.  1«  1^  IV)^.  Cantor  ^agt 
selbst,  das«  der  ganze  Gegeu^cand  ein  iraraerbitt  sebr  bj|9<^tbeti4cLer  ttnd 
ketae»««^  über  ajle  Eweilel  erbabeaer  »ei.  Icb  liesclir&tike  raieb  dakftr 
ittf  Micettde  Beoacrkangeo.  B«^eekb  bai  tu  dex  ia  der  Xote  erwikatea 
areblol^iscben  Zeiltui^  dea  Bevek  geliefert,  dmss  I  Obülat  nScbl  =it 
•andeni  ^=S  Cbalka^  und  da&^  mit  ^  «bo  nkbl  |  Obal^  (tflfev)i  anodera 
^  (ftfvfn|p«f4i»r)  beieicbaet  Uu  Caxiiar  fe^la  Letronae,  den  Boeekb 
wy«flit|l  bat*  IKa  IWeJ  ferner  kaas  als  Spleltuck  «der«  v«t  riel  wabf- 
»cfcflialiehqf  »t,  «li  Tiicli  eioe*  Weckiletv  gedi«^  kakea,  jedeafaüs  stsüd 
dabei  vriicbea  avet  rarteteti  mm  irritier  tu  d^Jfitlet  «Ad  zwar«  wie  es 
die  ttdrtaag  der  Emblieiebatt  «aav^felbaft  iavtkot,  aa  4ar  otierea 
^.:_i     .V  ,    ^    -'  S-:    '       .-:'-:-:      -   \   '    :  ^-        ^.--  -   -   '  -^    r  ,   ^nd 

dB«  fahlaeicbea  aa  d«  S  aadeiaa  S«itea  acbeiaea  aar  Xatintt^  der  Sam« 
laea  jeder  der  1  Partaiaa  lar  «kb  aad  der  geateiafaMea,  aai  dia  earfcaadafc 
waide»  i^ediaal  aa  kabea.  Tkeilt  »aa  die  4  Zviack« 
S  abgfaaadertea  liam  dea  Biacktkeilea  aa,  die  üatze  ko  dai 
paarea»  die  aiekl  darck  eia  Kteaa  aaterbteckea  siad,  der  Eeika 
Ehm«  aad  Fialera.  lakaeta  aad  raa^i^crm,  Haadiiteta  aad  Ftef- 
kaadeitera»  Taasesdeia  aad  Fiaftamiaaderm ,  aa  iit  etae 
«keiaücke  ErkliianHK  das  Gaaaea  |:efekeA«  v^ekas 
Beleih  Hur  eia  Keckaea  miI  seakrecktea  Celaaaaea  ist. 
das  alMiste  «kakeae  Zef^^aisa  Dir  eiae  Reekaai^  aaf  era^reckt  ^e- 
ae^eaea  LIaiea«  vWlr  aeck  iberdies  die  Aaweadaag  der  Flaler, 
Ftla&^er  a.  s^  v«  ekeats«ic$ekr  sfrickt^  ak  «i»  der  Avaekaae  ¥i»a  eiacr  Ke^- 
aaaf  asii  Ctlamaem  ea^^m  isc  L^kx^m^p^  ne^adTe  Eciiakal  iaK  aa» 
«aiam  e«  sack  kier  kaa>leik> 


iirnk  4m  K;^e<ts^  ia  «^r  )ßbw.  «fi#  M:  jiJit  >i^  X^pdtsyCv^afui^  xoc^  T 


Von  Prof.  FuiEDLEiN.  299 


Der  römische  Abacas. 

Die  bekannt  gewordenen  Abbildungen  des  römischen  Abacas 
zeigen  keine  Columnen;  es  sind  Linien,  auf  denen  gerechnet  wird,  und 
es  könnte  mir  genügen,  allein  auf  diese  Thatsache  hinzuweisen,  wenn  ich 
nicht  in  meinem  Schriftchen  über  Gerbcrt  durch  eine  ungenaue  Beschrei- 
bung veranlasst  ein  ungefähres  Bild  des  römischen  Abacus  gegeben  hätte, 
das  wenigstens  den  erhaltenen  Darstellungen  nicht  entspricht.  Ich  ver- 
bessere dieses  durch  die  Mittheilung  der  Abbildung  (Fig.  2,  Taf.  IV)  des 
römischen  Abacus,  die  sich  in  M.  Velseri  opp.  Norimb.  1G82,  S.  422  und  819 
findet,  weil  diese  zugleich  die  Grösse  des  Originals  ersehen  lässt. 
Denn  S.  819  heissl  es  dort  von  diesem  Abacus:  Abacus  aeneus  est,  forma  et 
magnUudine  quam  chartula  exprimit.  -^  sunt  claviculi  umbellati^  sive  capilibus 
latioribuSy  ita  ut  hinc  inde  moveri  queanl,  nee  tamen  excidant,  — r-  Parte  aversa 
nullae  notae,  claviculi  tarnen,  quod  necesse  est,  hinc  quoque  in  alveolis  conspicui: 
ad  angulos  quatuoi^  lunulae  pauUo  crassiores  et  magis  quam  claviculi  extantes 
annexae  sunt.     Hae  abacum  suslinenl,  ne  clavictdorum  usus  impediatur 

Die  Zeichnung,  die  Cantor  Fig.  33  mittheilt,  stimmt  weder  ganz  mit 
der  bei  Velser,  noch  mit  der,  die  ich  in  Claude  du  Molinet,  Cabinet  de  la 
hibl.  de  St,  Genev.,  Paris  1692,  Tab.  11,  Fig.  I,  und  in  Leupold  theatr.  arithm.- 
geom.  S.  8  gefunden  habe ;  sie  ist  also  wohl  ein  Bild  des  3.  römischen  Aba- 
cus, von  dem  eine  Kunde  erhalten  ist.  Die  Abweichungen  sind  jedoch 
nicht  wesentlich ,  sondern  es  geht  aus  allen  diesen  Zeichnungen  durch  die 
Stellung  der  Zahlzeichen  hervor,  dass  die  Linien  dieser  römischen  Aba- 
cas senkrecht  gegen  den  Rechnenden  standen. 

Es  ist  klar,  dass  damit  nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  auf  anderen 
Abacus  die  Linien  wag  recht  gezogen  sein  konnten,  und  das  Wahrschein- 
lichste ist,  dass  beide  Arten  vorkamen,  erstere  etwa  bei  den  kleineren  zum 
Handgebrauch,  letztere  bei  Hechentischen  von  grösserem  Umfange,  wie  in 
der  Salaminischen  Tafel  ein  solcher  erhalten  scheint.  Dass  es  überhaupt 
andere  Abacas  gegeben  hat,  beweist  die  Stelle  aus  Polybius  5,  26,  13, 
von  der  Cantor  (S.  142)  richtig  bemerkt,  dass  sie  lose  Rechenmarken  vor- 
aussetzt. Dass  die  Linien  wagrecht  standen,  finde  ich  in  derselben 
Stelle  bei  Herodot  2,  30  angedeutet,  die  Cantor  als  Beweis  für  die  senk- 
rechte Stellung  der  Linien  ansieht.  Dieselbe  lautet:  ygceimata  yqu^povCh 
%(A  koyl^ovxcti  'ilfrjfpoiCi  '^Ekkrjvfg  (aIv  ano  t(dv  aQiOtfQcov  Inl  ta  dc£ia 
4pl(fovx£g  Tijy  XBiga.  Alyvnxioi  6b  ano  tdv  ös^loiv  inl  td  aQi>ax£Q(i:  ,,Bei 
dem  Schreiben  der  Buchstaben  und  bei  dem  Rechnen  mit  Rechensteinen 
bewegen  die  Griechen  die  Hand  von  der  Linken  zur  Rechten,  die  Aegypter 
aber  von  der  Rechten  zur  Linken*^  Stünde  (piQOvxsg  ti)v  xsIqcc  nicht  im 
Text,  dann  könnte  man  Xoyliovxai  rj^tjgioiai  vom  Anfang  der  Rechnung  auf 
der  linken  Seite  bei  den  Einheiten  der  höchsten  Ordnung  verstehen;  da 
aber   die  Richtung  von  links  nach  rechts  ausdT\lcik\\^\i  ^oxi  ^^x  ^^nr^- 


300  Das  Rechnen  mit  Columnen  vor  dem  lO.  Jahrhundert- 
gang  der  Hand  gesagt  ist,  so  kann  doch  wohl  nur  das  Auflegen  der 
Rechensteine  gemeint  sein,  was  auch  genau  dem  Schreiben  eines  Bnch- 
stabens  entspricht.  Wie  nun  die  Schrift  auf  parallelen  wagrechten  Linien 
geschrieben  wnrde ,  so  wird  man  ähnlich  auch  die  Rechensteine  auf  paral- 
lelen wagrechten  Linien  zu  denken  haben. 

Ich  will  hier  nicht  unbemerkt  lassen ,  dass  die  Spuren  für  wagrechte 
Linien  bei  dem  griechischen  Abacus  sich  finden,  während  die  Abbil- 
dungen des  römischen  Abacus  die  senkrechte  Richtung  zeigen;  anderer- 
seits freilich  scheint  mir  das  Rechnen  auf  den  Linien  aus  dem  römischen 
Abacus  hervorgegangen  zu  sein,  und  dieses  würde  auf  wagrechte  Linien 
denten. 

Wie  misslich  es  aber  ist,  nach  Beschreibungen  zu  artheilen,  sehe  ich 
anch  darin  wieder,  dass  Cantor  (S.  144)  dem  Suanpan  der  Chineaen  die 
senkrechte  Richtung  giebt,  während  ich  nach  der  Beschreibung  bei  Leo- 
pold, iheair.  arilh.-geom.  S.  7,  das  Gegentheil  annehmen *za  müssen  meinte. 
Es  heisst  dort:  „Die  Tafel  ist  klein  und  aus  Holz,  aber  mit  Drahtsaiten 
bespannt,  unterschiedliche  Kügelchen  oder  Corallen  lassen  sich  an  den 
Saiten  auf  und  ab  schieben.  Im  Anfange  schieben  die  Chinesen  alle 
Kügelchen  unter  sich  und  hernach  treiben  sie  einige  bald  von  dieser, 
bald  von  jener  Seite  mit  einem  Griffel  in  der  grössten  Behändigkeit 
auf  oder  ab;  und  wie  sie  die  Kügelchen  nach  vollendeter  Operation  in 
Stand  finden,  also  sprechen  sie  alsdann  die  Summe  aus'^ 

Wie  dem  aber  nun  auch  sein  möge,  so  viol  ist  gewiss,  dass  auch  die 
Abbildungen  des  römischeu  Abacus  keine  Columnen  anzeigen,  sondern 
nur  Linien.  Der  Rechnung  mit  Coluuinon  ist  auch  entge«jen  die  Bei- 
ziehung einer  Marke  auf  einer  besonderen  Linie  für  das  5,  beziehungsweise 
6 fache  des  Werthes  einer  Marke  der  darunter  befindlichen  Linie,  und  der 
abgesonderte  Platz  für  die  Bruchtheile,  die  überdies  nicht  aeben,  son- 
dern unter  einander  angebracht  sind.  Bei  der  Rechnung  mit  Columnen 
sind  für  die  Bruchtheile  keine  besonderen  Columnen  mehr  nöthig,  indem 
die  Zeichen  derselben,  wie  Ziffern,  in  den  vorhandenen  Columnen  einge- 
schrieben werden  können,  w<»für  die  Arithmetik  von  Gerland  im  Cod.  St, 
Emmcr.  G.  LÄXIIL  jetzt  cod.  hit,  Mufiac,  14ÜS0  auf  Fol.  103'»— 105^  einen 
Beleg  giebt;  wendet  man  aber  (■oluinnen  an,  wie  sie  sich  ebendort  in  der 
Arithmetik  des  Bernelinus  Jfol.  02'' — 04^  finden,  so  schliessen  sich  die  Co- 
lumnen für  die  unri(u\  scripuli,  calci  ebenso  der  für  die  Einer  an,  wie  diese 
an  die  der  Zehner. 

Es  mag  hier  bemerkt  sein,  dass  Cantor  auch  die  Bruchzeicheu  auf 
dem  römischen  Abacus  nicht  völlig  genau  deutet,  weil  aus  seinen  Worten 
(S.  138)  gefolgert  werden  kann,  dass  das  unterste  Hnichzeichen  das  Zei- 
chen der  ditrJla  {^  .^  uncia)  ist,  während  ich  dieses  Zischen  nirgends  für 
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die  duella  gebraucht  finde,  sondern  für  die  sextula  (V«  uncia)*).  Aller- 
dings sind  2  Knöpfchen  in  diesem  Einschnitte  und  beide  zusammen  geben 
eine  duella  \  aber  es  hütte  bemerkt  werden  sollen,  dass  das  Zeichen  das  der' 
iexlula  ist.  So  erklärt  es  sich,  warum  dieser  Einschnitt  unter  dem  für 
V4  uncia  sich  befindet. 


Das  Bisherige  hat  gezeigt,  dass  die  erhaltenen  Abbildungen  der  grie- 
chischen und  römischen  Rechentafeln  zu  einer  Annahme  von  Columnen 
nicht  berechtigen;  Cantor  sagt  auch  (S.  140),  dass  möglicher  Weise 
die  Zwischenräume  zwischen  je  2  Einschnitten  benützt  wurden.  Aber  er 
fHhrt  fort:  „Das  musste  umsovielmehr  stattfinden,  sobald  man  anfing,  den 
ganzen  festen  Apparat  entbehren  zu  lernen,  und  nur  bei  jedesmaliger  An- 
wendung durch  Zeichnung  auf  ein  mit  Sand  bestreutes  Brett  ihn  frisch 
herstellte*^  Dass  hier  von  einem  Müssen  keine  Redeist,  beweist  die 
Rechnung  auf  den  Linien,  wie  sie  aus  dem  15.  und  16.  Jahrhundert  nach 
Christus  bekannt  ist,  bei  der  ja  auch  die  Linien  jedes  Mal,  wo  man  eben 
Platz  hatte,  erst  gezogen  wurden.  Pythagoras  konnte  ebensogut  wag- 
rechte oder  senkrechte  Linien  auf  das  Staubbrett  ziehen  und  nur  diese  zur 
Rechnung  benützen.  Wüssten  wir  gewiss,  dass  er  einen  besonderen  Platz 
für  die  Fünfer,  Fünfziger  u.  s.  w.  gehabt  hat,  dann  würde  es  gewiss  sein, 
dass  er  Linien  und  nicht  Columnen  benützte. 

Ein  Rechnen  auch  auf  senkrechten  Linien  ist  noch  kein  Rechnen  mit 
Columnen ,  so  wenig  als  dieses  mit  unserem  jetzigen  Rechnen  einerlei  ist. 
Man  hält  daher  besser  das  Rechnen  auf  Linien  und  das  Rechnen 
mit  Columnen  auseinander. 

Aeusserliche  Merkmale  für  jenes  sind 

1)  die  Anwendung  von  tf;iJ^o»,  calculi,  projeciiles,  Kugeln, 
Knöpfchen,  Marken,  Rechenpfennigen,  die  nur  je  für  eine  be- 
stimmte Einheit  gelten; 

2)  die  Anwendung  besonderer  Plätze,  welche  der  Marke  einen  ver- 
vielfachten, meist  5 fachen  Werth  verleihen; 

3)  die  Anwendung  abgesonderter  Plätze  für  Brnchtheile. 
Merkmale  für  das  andere  ^erfahren  sind: 

1)  die  Anwendung  von  Zeichen,  welche  allein  schon  eine  be- 
stimmte Anzahl  von  Einheiten  ausdrücken; 

2)  die  Anwendung  von  senkrechten  Geraden,  um  ZwischenrlUime 
herzustellen ,  deren  Bestimmung  durch  Ueberschrift  angedeutet 
wird. 

So  lange  also  nicht  genügende  Beweise  für  das  Vorhandensein  letzte- 


*)  Noch  ähnlicher  ist  das  Zeichen  dem  von  ceratei  (Vn  f^cia) ,  doch  pssst  dieser 
Werth  nicht  za  den  anderen  Bnichtheilen. 
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rer  Morkmale  beigebracht  werden,  kann  anch  ein  Rechnen  mit  Columnen 
nicht  sEU«i;egeben  werden. 

Verfahren  des  Pythagoras  und  der  Pythagoreer. 

Die  Bowoisstelle,  die  Cantor  (S.  142)  angiebt,  JambL  de  vila  Pytiu  6,  22, 
sagt  nur  aus,  dass  Pythagoras,  um  zur  Erkenntniss  vermittels  der  Zahlen 
und  zu  der  der  Geometrie  zuführen  [ilq  zfjv  öl  agi^fimv  fiaO'fjaiv  xa\  ytaiLttgtag 
ivuyeiv)  die  Beweise  auf  dem  Abacus  fülirte.  Wie  daraus  folgt,  dass  Py thagorts 
eine  Rechentafel  in  den  Sand  des  Abacus  zeichnete,  vermag  ich  nicht 
einzusehen.  Der  Ausdruck  ^  öi  agi^^tov  fia^tiöig  deutet  doch  entschieden 
auf  die  zahlentheoretischeu  Untersuchungen  der  Pythagoreer  hin,  welche 
den  Anfang  des  Unterrichtes  machen  mussten ,  bei  dem  es  zur  Erkenntniu 
vermittels  der  Zahlen  kommen  sollte.  Auch  bei  diesen  gab  es  genug  «of 
dem  Abacus  anzuschreiben.^)  Dazu  kommt,  dass  die  niedere  Arithmetik 
bei  den  Griechen  koyiorixrj  heisst,  und  es  wohl  hier  auch  so  heissen  wärde, 
wenn  an  ein  Multipliciren  und  Dividiren  zu  denken  sein  sollte.  Vgl.  Can- 
tor S.  2Ä). 

Während  also  hier  von  Columnen  nicht  die  mindeste  Spur  su  ent- 
decken ist,  deute  ich  vielleicht  eine  andere  Stelle  richtig,  indem  ich  sie 
von  Kechensteinen  verstehe.  Gruppe  theilt  in  seinem  Werke  ober 
die  Fragmente  des  Archytas  ^Berlin  1S40)  S.  37  folgende  Stelle  aus  Theo- 
phrast  ;.Vf'/.  /».  312  eJ  PriVhIi$\  m\x :  Taxa  61  *a\  o.to  rör  iklmv  yag  avxig 
ti{^i;toi  xa  igpfl»];  fi-Oi'c  ano6t6o\ai  xai  fiij  fif  jpi  ror  Ttgoik&ovxa  rcavH^Oai, 
Torro  }o\)  Tfliov  xßi  (f^oicvixog^  cntQ  \i^ivT<ic  noi'  Jo"?;  :xoinv  EvQvxow 
ötai^fvxa  T 1 1  o  c  f  j;  qr  o  r  c  '  Uyii  yag  dg  oöi  uir  a  ritpoTor  o  crpi^fiof* 
o^f  iW  I-T.TOf.  oi'  ckiov  TU  oc  Trvjöifi.  Dazu  beir.erkt  er:  „Eurytns  über- 
trieb die  jiytljÄiTorisoLo  Zahlonpliilos.^phie  dabin.  «ia>s  er  jetiem  Dinge  eine 
bosoutioro  Zahl  aiivio>.  \vo>ha'ib  ihn  Archytas  itii  i>::.ienii:f-n  ^p«'tiisch  zu 
vorjiloiohcn  Sviiiti-t,  \xo]cher  lei  .ior.  Volk>vor>a:..:.jlui,jvn  d\v  Siimmstein- 
chen  orilnit  und  iiio  S:i:rimenLal.l  Äi;:r>:'*.  loh  iilr*-.:'.  e  nicht,  dass  Gruppe 
Si^  iTosohrirVcr.  h-if.o,  wiim  c:  an  .::e  \-fjOi  ^l<:^  A:a:u>  griÄcht  hätte; 
M-.i  >:•;*.  r":.:.uLfT  c:kh:::  >;»:h  t^^.h  i'.lr  >:i '.It  ,  i^  •::.::  t.-.äu  '.Lai'jamt,  da«? 
F;:r\:.:>  ]»i  :ho:\>:;  .::v  ur;:;:i::o  :::; ;  ^  :^  iicr  Z:;:.!  ^ir-  -:-  s-:s:irückt»n. 
<scic ,  V. a > >  0 >  .: : t  /. .» ; . .  \  . • : .  ^i c i\  '.i:.  .  ■:. » ::".  * o : .  1. >  > :  : . r. r  r^  "-i- h  m ogl ich, 
K^. a>>  ;"::c  i"*!' . : ;  .  .^  j »  . :^-:t c  .i  i  T ;■  :•*  50 :.  :".  .". .: Tv  ..  : :  r •:  A :. i  '1 :. .  i !•?  ^r^wollte 
Z aV.l   .:  Ars; c .  1: i  v.    ,;:  /.    ::: a:^.    c : :. <  1.   A :  .*. ^  :;>    ^ :. :   : . iv .  :    £.:. i v. r. •:  h n <-ri   t  raucht. 
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Jedenfalls  berechtigt  der  Ausdruck  ^q>og  eher  an  ein  Rechnen  mit  Linien 
als  an  ein  solches  mit  Columnen  zu  denken. 

In  meinem  Schriftchen  über  Gerbert  habe  ich  8.  0 — 10  bereits  darauf 
aufmerksam  gemacht,  dass  überhaupt  keine  bisher  beigebrachte 
Belegstelle  aus  den  alten  griechischen  und  römischen  Autoren  zur  An- 
nahme eines  anderen  Rechnens  herechtigt,  als  mit  den  Fingern  und  mit 
der  unvollkommenen  Art  des  Abacus  mit  Linien.  Nesselmann  sagt 
zwar  in  seiner  Algebra  der  Griechen  (S.  ]07);  dass  die  Griechen  den 
Abacus  wenig  gebraucht  zu  haben  scheinen  und  (S.  108),  dass  sie  frühe 
von  der  sinnlichen  Rechenkunst  mit  den  ilfrjtpoig  zu  der  graphischen  tiber- 
gegangen zu  sein  scheinen;  aber  dieser  Schein  rührt  nur  davon  her,  dass 
sie  die  Buchstaben  des  Alphabetes  als  Zahlzeichen  zum  Anschreiben 
benützten,  während  die  fast  einzig  übrige  Spur  des  Verfahrens  der  Grie- 
chen beim  Mnltipliciren,  Addiren  und  Subtrahiren  im  Commentar  des  Eu- 
tokius,  wie  sich  unten  ergeben  wird,  viel  mehr  für  das  Rechnen  auf  Linien 
und  mit  den  Fingern  spricht. 

Cantor  freilich  möchte  (S.  143)  jedenfalls  dem  Pythagoras  „die  Ein- 
führung von  abgekürzten  Zahlzeichen**  zuschreiben.  Ein  Beleg 
ist  aber  dafür  nicht  angegeben.  Diogenes  Laertius,  der  nach 
Aristoxenns  erzählt  {viL  Pyth.  8,  1,  13),  dass  Pythagoras  zuerst  filrpa  %a\ 
axcc^(ia  bei  den  Griechen  einführte,  scheint  von  jen^n  nichts  gewnsst  zu 
haben.  Auch  Jamblichus  und  Porphyrius  schweigen.  Gerhardt  kommt 
in  seinem  Programme  (Salzwedel  1853)  S.  9  zu  dem  Schlüsse:  „dass,  wenn 
in  den  pythagoreischen  Fragmenten  andere  als  griechische  Zahlzeichen 
vorkommen,  diese  als  in  späterer  Zeit  untergeschoben  anzusehen 
sind'*.  Endlich  Cantor  selbst  macht  die  Sache  zweifelhaft;  denn  später 
(S.  239),  wo  es  sich  um  die  Gestalt  der  Zahlzeichen  handelt,  erfährt  man, 
dass  es  die  persönliche  Meinung  von  ihm  sei,  dass  man  an  einen 
Eklekticismus  denken  könne,  der  die  Zahlzeichen  aus  aller  Herren  Länder 
zusammenraffte.  Wer  dieses  that,  wann  es  geschah,  bleibt  im  Ungewissen, 
wie  überhaupt  der  Boden  unter  den  Füssen  verschwindet. 

Ueberrest  griechischer  Rechenkunst  bei  Eutokins. 

Grund  und  Boden  für  das  Rechnen  auf  Linien  finde  ich  dagegen 
in  dem  auch  von  Cantor  (S.  152)  erwähnten  Ueberrest  griechischer  Multi- 
plication  im  Commentar  des  Eutokius  von  Askalon.*)  Nesselmann  giebt 
hierüber  in  seiner  Algebra  der  Griechen,  S.  1^8  — 119,  ausführliche  Be- 
lehrung. Ich  entnehme  davon  S.  115  die  Angabe  des  Verfahrens  des  Eu- 
tokins beim  Mnltipliciren :  „Er  fängt,  umgekehrt  wie  wir,  die  Multiplication 


•)  Cantor  setzt  denselben  in's  5.  Jahrhundert ;  Chasles  (Gesch.  der  Geom.,  über- 
•etst  von  Bohncke  S.  4(i)  giebt  die  Jahrzahl  540  an. 
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alle  Mal  mit  di^r  litfc!i«ten  ZilTrr,  mU^  T#it  4er  llukef)  Seit«  aii;  et  nialtipli- 
clrt  mit  der  lirtch*teii  Ziffer  de»  Multiplikators  jcd<5  Ziffer  de«  Miilti|ilicAii^ 
dms  und  fchreibt  dl«  «ins^dtma  Produetö  in  «int  Kcibe;  dmna  verralrt  er 
ebetieo  mit  der  xift^Urn  und  d<^n  folgenden  ZitTern.,  und  »ddirt  ^tsdlteh  di« 
Torlitiidenon  mnseloe»  Rt^jiuUatc^^*.  Frrnar  entualime  ich  S.  tH)  eia  Kecli* 
ntiagßscbema  mit  dor  Uebertraguug  K<)4ti«)mAiiiia  in  un^ero  ZifTt^m: 


MS 

AT  Jtf/  « 

«MMO,  ISOOn,  1000 

1200»,  aeon,  300 

1000,  300.   X» 

10125 

Eodüch  mtnftHmi!  \th  S,  Ut»  noch  Fö%tad<ia:  „Maltii^Bcmlioiieu  tili- 
glcrtcher  Faetorea  kommen  bei  Entüktus  nie  kl  ▼acf  ati  Ut  lade^w  kein  Grund 
vorbanden  p  tu  glanben,  dmBs  ma  «Jiders  alt  dla  Yoriieg«ndea  stfiaa  atme«- 
f^ltri  worden.  D>a  Addttieti  nnd  Snbtractioti  ^e^fcHaU  ganiE  wie  bei  um 
mit  benaanten  Zablca..  E«  wird  binretcbi^Qd  sein,  das  Scbema  anftoftetlcfi* 

„Additioiu     Jf    f  —    fi     #  laMDU 

M  j*  V  —9  mm» 

„Sabtraction.    If  jr    x    ^    ^  99636 

If  —   tf     s     t  702X7 

„Eatokin«  «teilt  awar  die  Schemata  nicht  «o  auf  (!),  indeip 

ist  diese  Untereinanderstellang  natarlich  and  wahiacbeinlich^^ 

Diese  MittheUaai^  werden  genügen,  am  an  sehen,  dass  hieraas  die 

eigentliche  Ansrechnang  nicht  ersichtlich  ist;^)  Caator  selbst 


*)  Um»  Ximlidie  ■tass  ick  to«  den  Heroattckea  Auff  mbea  aanehmea«  die 
Haltsck  bei  dtr  Besprechnnfr  »eines  Schriflx-bens  in  den  X.  Jahrbb.  für  Pkil.  a.  Pid. 
laaS,  S.  424,  erwiknt.  Derselbe  6ndet  es  cwar  (ib.  S,  4t3)  schleckterdiagt  en- 
gl aabl  ick,  dass  die  Griecben  olle  ibre  fiecbnnn^n  entweder  nnf  der  Recheatalel 
oder  mit  dea  Fiagera  sollten  mns^rc'^brt  baben.  Die  Rechentafel  und  die  Pioger 
kSttaa  immer  aar  als  Kncbbtlfe  für  die  ITnbekolfeaheit  (?)  des  Laien  gediast 
—  Haltscb  warde  besser  von  der  Reeben t« fei  gedacht  baben,  wenn  er  sich  er- 
iaaerlKStte,  dass  die  Cbinesen  anf  ihren  Schnüren  schneller  und  sicherer  rech- 
aea  soUaa  als  wir;  and  er  ward«  ron  der  Fin|rerrechnnn|r  besser  gedacht  kakea, 
weaa  er  aas  dem  Werke  des  Lfconardo  von  Pisa,  wohl  de5  ci^ssten  Arithmetikers  dei 
1).  Jahiknaderts  den  f^rossen  Werlh  kennen  irelemt  hatte,  welchen  dieser  darMf 
legte.  £s  wird  daron  noch  ein  Mal  cn  reden  sein ;  ich  beschriUike  mich  hier  anf  diese 
Aadeataag,  dass  man  die  Rechentafel  nnd  die  Fiafrcrrcchnnnc'  nicht  anter- 
s  ckStsaa  dar^  waU  anch  schwierigere  Keckanagen  gaas  |rnt  damit  aaagafahrt  wer- 
dea  koaalea.    Okae  directe  Bewme  res  dam  Recknen  mit  Oolnmnea  aad  mit  Xsklr 


Von  Prof.  Friedlein.  305 

^ebt  (8.  152)  EU,  dass  der  Gebrauch  eines  Rechenbrettes  dabei  nicht 
l^erade  in  Abrede  gestellt  werden  könne. 

Fragt  man  aber,  bei  welcher  Art  des  Rechnens  ein  derartiges  An- 
schreiben von  Theilproducten  am  wahrscheinlichsten  vorkam ,  so  ergiebt 
sich  unzweifelhaft  als  solche  das  Rechnenaufden  Linien.  Es  würde 
zu  weit  führen,  hier  das  ganze  Verfahren  mitzutheilen,  wie  es  im  15.  and 
16.  Jahrhundert  als  algorithmus  linealis  geübt  wnrde,  auch  müsste  dann  aus- 
geschieden werden,  was  alt  hergebracht,  was  durch  das  Auftreten  der 
Zifferrechnung  umgestaltet  ist.  Es  genügt,  hier  auf  das  Allgemeinste  da- 
Ton  aufmerksam  zu  machen,  was  ich  in  meinem  Schriftchen  über  Gerbert 
8.  5,  51;  55  und  auf  Tafel  II  und  V  mitgetheilt  habe.  Die  Addition  wie 
die  Multiplication  wird  stückweise  ausgeführt  und  die  Resultate  werden 
an  der  Seite  besonders  ange  schrieben.  Beim  Legen  der  Steine  und 
beim  Multipliciren  wird  von  der  höchsten  Stelle  angefangen.  Mit  erste- 
rem  wird  zugleich  die  Addition  ausgeführt;  es  ist  also  gar  kein  be- 
sonderes Schema  für  dieselbe  nüthig;  daher  sich  bei  Eutokius  keines 
findet.  Ebenso  ist  es  beim  Snbtrahiren,  welches  in  einem  Wegnehmen 
der  Steine  besteht,  und  endlich  beim  Dividiren,  welches  nur  ein  wie- 
derholtes Snbtrahiren  ist.  Dies  der  Grund,  warum  (Nesselmann  S.  112) 
die  ganze  griechische  Literatur  kein  Beispiel  von  einer 
ausgeführten  Division  in  gewöhnlichen   Zahlen  darbietet. 


Ich  bemühte  mich,  in  der  römischen  Literatur  Aehnliches  aufzu- 
finden, und  fand  bisher,  ausser  dem  Beispiel  von  Alcuin^s  Briefen,  wovon 
später, 

1)  bei  Boethius,  Arithm.  1,  18  die  Art  ein  gemeinschaftliches  Mass 
[mensura  communis)  zu  2  Zdhlen  zu  finden,  in  folgender  Weise  angegeben: 
auferre  de  majore  minorem  oportehil,  et  qui  relictus  fuerü,  si  maior  esl^  auferre 
ex  eo  rursus  minorem^  si  vero  minor  fuerit,  eum  ex  reliquo  majore  delrahere, 
Atque  hoc  usque  faciendum,  quoad  unilas  ultima  vicem  relraclionis  impediat,  aut 
aJiquis  numerus  relinquitur  sibi  ipsi  aequalis.  Also  statt  Division  ein  wie- 
derholtes Subtrahiren,  wie  bei  dem  Rechnen  auf  Linien. 

2)  In  der  Ausgabe  von  Beda*s  Werken,  Basel  1503,  I,  stehen  argu- 
menta lunaCy  in  welchen  col.  207  und  208  folgende  Multiplication  und  2  Di- 
visionen sich  finden : 

Mulliplica  quindecies  409.  D{iscipulus),  Quomodo  ?  M(agister).  400  .  800 . 
1200.1600.2000.4000.0000.     9.18.27.86.45.90.135.     Junge  6135. 

6152  divide  per  ib  ,  D.  Quomodo  ?  i»f.  15 .  30 .  60 .  90 .  120 .  150 .  180 .  210 .  240 . 
270.300.600.900.1200.1500.1800.2100.2400.2700.3000.6000.  Restant  Vb2.  Hos 
divide  per  15.     15 .  30 .  60 .  90 .  120 .  150 .  Remanent  duo» 


seichen  kann  also  ein  solches  hei  den  Griechen  nicht  angenommen  werden ;  nun  sind 
aber  überdies  a  11  e  bisherigen  Funde  vielmehr  dagegen. 
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VMüMeperl.  D.  QyomodoT  M.  (htmgwigkil.UO.'m.mi^  8tfm 
IW^.'nsO.EesUmiWi.Boiadkuedimdepersepiem.  pimdhiffat  T  «e  tfäfc» 
reüüMi  50.    Eo$  dinde per  sepiem:  tepties  7  4^.Eemmtei  1. 

Sind  dieiei  «ach  Keehnangen,  die  aiu  dem  Kopf  oder  hSehetMi  HU 
Beisiehang  der  Finger  ausgeführt  wurden,  so  sind  sie  doeh  dentUehe  Ah? 
bilder  des  Reehnens  aaf*Linien,  während  nirht  din  mindistn  AAm 
lichkeit  mit  dem  späteren  Rechnen  mit  Colamnen  besteht.  leh  habe  obsi 
die  insserlichen  Merkmale  angegeben,  in  denen  das  Rechnen  anfliniss 
von  dem  mit  Colamnen  sich  anterscheidet;  es  wird  hier  der  Ort  soIbi  dis 
allgemeinsten  Unterschiede  im  Verfahren  selbst  ansageben. 

Bei  dem  Rechnen  aaf  Linien  werden  ^ 

1)  die  Einselresaltate  der  Rechnang  dem  Zahlenwerthe  nach  pi 
nicht  aasgesprochen,  weil  die  AasfÜhrang  mit  der  Hand  geschieht  oad  eis 
Blick  aaf  die  Tafel  das  jeweilige  Resaltat  erkennen  llsst 

S)  Sichere  Kenntniss  der  Redactionssahlen  ond  rasches  AutSaim 
irgend  eines  Vielfachen  sind  die  Torafiglichsten  Erleichtemngen  das  V«^    \ 
fahreas.  Daher  sind  I 

3)  Tafeln  der  Vielfachen  von  Oansen  nnd  Brfichen,  TabeDea  ns 
Prodncten  hiafig  Torkommender  Zahlen  ein  dringendes  Bedlirftiiss.*) 

Diesem  gegenttber  tritt  bei  dem  Rechnen  mit  Colamnen 

1)  das  Prodact  ans  t  Einem  so  in  den  Vordergmnd ,  dass  awa  ssiss 
Theile  sogar  mit  eigenen  Namen  benannte  and  den  Einer  desselben  sli 
Fingersahl  {diffif9is\  von  dem  Zehner  als  Gliedsahl  (jtHietihu)  anter 
schied. 

S>  Die  Kenntni9s  der  Stelle,  an  welche  jedes  Zshlseichen  sa  setiea 
i«t,  ist  die  linuptliedingung  der  Brsachbarkoit  des  Verfahrens,  and  wild 
deshalb  fsst  aas«chliesslich  in  den  Kegeln  gelehrt.     Hicraas  erklKrt  sich 

3)  das  Vorwiegen  der  Maltiplication  and  Division,  als  den  Ope- 
rationen^ bei  welchen  die  gehörige  Stelle  schwieriger  sa  finden  ist,  während 
das  Addiren  nnd  Sabtrahiren  darch  Tilgang  der  einzelnen  Zeichen  onl 
Anschreiben  der  Zeichen  der  Samme  oder  des  Reste«  leicht  la  Tollsiehen  ist 

Keines  we^ler  dieser  noch  der  obengenannten  Merkmale  ist  in  dem 
enthshen.  wss  Oantor  von  Pytbairoras  and  den  Griechen  fiberhsnpt 
bei^obrscKt  bat,  wjüircud  ich  Spuren  der  Kochnang  aof  Linien  nachge- 
wiesen bjiW. 

rsendosrchrtas  bei  Boetbics, 

Andei^  verbSh  es  sich  bei  dem.  was  ron  rexniscber  Mathematik  sa* 
prp<*ben  >*ir.l     Vor  IVctbias  swju*  nrdet  sieb  -S.  IT?   t::r  die  Stelle,  dsn 
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wir  Ton  dem  Rechnen  auf  dem  Abftcns  etwas  wissen  könnten,  wenn  das 
Werk  des  Appnlejas  erhalten  wäre ;  mit  B o e t h i u s  aber  kommt  Cantor 
11  der  Stelle,  welche  die  eigentliche  Grundlage  seiner  Ansichten  vom 
Rechnen  anf  dem  Abacns  bildet,  nämlich  znm  Anhang  in  der  Geometrie 
des  Boethias.  Dieser  Anhang  ist,  wenn  er  ftcht  ist,  das  ftlteste  erhaltene 
Schriftwerk  über  das  Rechnen  mit  Columnen,  falls  sich  nicht  noch  Be- 
standtheile  desselben  als  aus  älteren  Werken  entnommen  darthnn  lassen. 

Durch  einen  eigenthümlichen  Zufall  (?)  nämlich,  sagt  Cantor 
S-  191,  trifft  es  sich,  dass  eine  meiner  Folgerungen  richtig  ist,  dass  näm- 
lich zwei  Schriftsteller  den  Namen  Archytas  führen,  davon  einer  dem 
JBoethius  in  seinen  philosophischen  Schriften  und  seiner  Musik  als  Quelle 
diente,  während  der  andere  in  der  Geometrie  benützt  ist.  S.  222  erklärt 
dc^rselbe  das  Schlnsskapitel  der  Geometrie  für  ein  offenbar  einem  Ab- 
Bc^hnitte  des  Werkes  des  Archytas  entnommenes  und  constatirt  in  der  Note 
4^2^  die  Uebereinstimmnng  meines  Resultates  in  diesem  Punkte  mit  dem 
»einigen.  Dagegen  spricht  Hultsch  (a.  a.  O.  S.  423)  seine  Ansicht  dahin 
^^118,  dass  bei  Archytas  an  Niemand  anders  als  den  alten  Pythagoreer 
-A^  rchjtas  zu  denken  ist,  und  dass,  was  dagegen  spricht,  nur  für  die  Un- 
^^issenheit  dessen  zeugt,  der  im  10.  Jahrhundert  die  ganze  Auseinander- 
setzung über  den  Abacus  aus  den  bereits  getrübten  Quellen  compilirte. 

Es  ist  nicht  nöthig,  hier  auf  die  Person  des  Verfassers  des  in  Rede 
sehenden  Abschnittes  einzugehen;  die  Hauptsache  glaube  ich  S.  18—19 
^^eines  Schriftchens  über  Gerbert  dargethan  zu  haben,  dass  nämlich  jener 
-Abschnitt  nur  einen  Sinn  hat,  wenn  man  einen  Auszug  aus  irgend  einer 
^^r  Quellen  des  Compilators  darin  erkennt.  Ist  er  aber  dieses,  dann  muss 
^^in  Inhalt  als  nachweislich  aus  früherer  Zeit  stammend ,  besonders  be- 
^«'achtet  werden. 

Es  bedarf  dazu  einer  längeren  Untersuchung,  die  zwar  scheinbar 
J^t^t  vom  eigentlichen  Gegenstande  abführt,  die  aber,  wie  ich  hoffe,  die 
^•'Undlage  für  das  Weitere  fester  machen  wird. 

Zunächst  also  vom  Inhalt  dieser  Quelle.'^)  Nach  ihr  suchten  die 
^^teres  geometricae  ariis  indagaiores  und  besonders  die  Pyihagorici, 
**^o  nicht  diese  allein,  was  von  Natur  aus  untheilbar**)  sei,  durch  Zei- 
^^^n   und  Namen   zu   theilen.     Zur  Vermessung  der  A  eck  er  habe  es 


•)  Den  Text  giebt  Cantor  8.  410—412.  nur  muss  es  8.  410,  Zeile  7  v.  u.,  prae- 
^t^tante  statt  prosignwUe  heissen  und  Zeile  4.  v.  u.  muss  nach  per  qitod  noch  dividerent 
?^tagesetzt  werden,  wonach  die  Uebersetzung  8.  219,  Zeile  2 — 3  v.  o.,  zu  verbessern 
^V  Das  Wesentlichste  habe  ich  auch  in  meinem  8chriftchen  über  Gerbert  8.  19 — 21 
^^itgetheilt.  Bemerken  will  ich  hier  noch,  dass  nach  meiner  Ansicht  das  erhaltene 
'^t'uchstück  mit  den  Worten:  Feter  es  igitur  geometricae  artis  indagatores  beginnt  und 
^^hliesst  mit  Describatitr  igitur  hislitervt,  quam  dixinats,  loco  hocfigura  minuliarum  hoc  modo, 
**)  Dass  die  Untheilbarkeit  ins  Unendliche  eine  Anschauung  der  Pjthago- 
^  f»  er  war,  berichtet  Plutarch  de  plac.  phil.  1,10  {ed.  Xyl.  8.  883,  D) ;  dass  aber  Pytha- 
%'or«0  und  die  älteren  Pythagoreer  deswegen  Namen  und  Zeichen  für  Bruch theile 
ausfindig  machten,  wird  schwerlich  ein  Philosoph  angeben,  zumal  wenn  er  dudet.^  d«A« 
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perticüe  oder  mdii^  panus^  groävs^  oAiH^  pedei,  $emip€ä69  nnd  /dWf  g^ 
geben,  aber  kein  Mais  mehr  für  den  palmus.  OleiehwoU  heiaek  ea la  d« 
niichsten  Zeile,  dass  die  deshalb  eingeführte  imda  kleiner  ah 
aber  grösser  als  der  digitui  angenommen  wnrda«  Ba  gab  alao  var 
führnng  der  wacia  sehon  ein  Mass,  das  kleiner  war  als  ein 

den  digüus!  Der  uncia  | -- )  folgen  nun  weiter  ^^(fiiui  T— j ,  tkdir  f — K 
quaäran,  (i),  dragma  (i),  ^pulu,  (jL),  obolu,  (^, 

''"^  {^y  '"'^•^  (l^)'^'^'""'  (iiö)  "^"'«-  (iSö) 

(ä£^/      ^^^   Zeichen  dafür  werden  nicht  angegeben,   aoadem  fii 

Bnchstaben  des  lateinischen  Alphabetes  derBeihe  naeh  dafkrYW* 
wendet  nnd  mit  diesen  dieTf^iira  minuUanim  gebildet. 

Welcher  Zeit  kann  ein  solches  Maehwerk  angehören? 

Bei  den  Griechen  war  (Hnltsch,  griechische  nnd  römiseha  Meti»^ 
logie,  Berlin  1802,  8.  28)  der  Daktylos,  der  4.  Theil  der  Handbreilfi 
das  kleinste  Lingenmass;  wo  schärfere  Bestimmungen  n9th!g  waii^ 
wurde  dieser  bisweilen  noch  in  Halbe,  Drittel  a*s.w,  gethelll.  ■•• 
sondere  Namen  waren  also  überflüssig.  Bei  den  Römern  (il*  8. il 
bis  60)  war  das  kleinste  Mass  der  digUus^  daneben  aber  wnrda  aaik 
die  Duodecimaltheiliing  gebraucht,  wonach  der  ganae  Fnss  als« 
betrachtet,  in  12  unciae  zerfiel,  und  dann  wurden  dieselben  Namen  aags- 
wendet,  welche  die  Theile  des  Gewichts-  nnd  Mtinsasses  führten**) 
Varro  (i-26vor  Christus)  bezeichnet  die  sexlula  als  kleinsten  Theil  dei  m 
{ib,  8.  111,  Anm.).  Da  nun,  wie  gleichfalls  an  dieser  8teUe  (HoltNh 
8.  111,  Aum.)  angegeben  ist,  Cicero  (ad  AUictim^  4,  10,  13)  den  Ansdmek 
gebraucht:  neque  argenti  scripulum  esse  ullum  in  illa  insuia  (^rtlcnma),  Sl 
ist  anzunehmen ,  dass  damals  scripulum  eine  allgemeine  Beaeichnong  ftr 
eine  geringe  Masse  gewesen  ist  und  noch  keinen  bestimmten  Zahlenweith 
hatte.     Columella,  unter  Claudius,  nennt  de  re  r.  5,1  dimidmm  seripfdm 

als  kleinsten  Theil  und  bestimmt  es  = — pes.    Von  der  weiteren  Kaiser- 

576^ 

zeit  sagt  Hultsch  (S.  113  f.),  dass  man  das  griechische  Gewichtssystem 

mit  dem  römischen  in  Verbindung  brachte,  dass  man  den  Namen  drachu 

auf  den  Denar  übertrug  und  den  Obolus  =  —    drachme   und    als   kleinstsi 

zur  Ausmessung  von  A eck ern  Name  und  Zeichen  ffir  r-——-    eines  Fussef  er 

o4ooO 
dacht  wurde! 

*)  Dass  die  Feldmesser  sich  ebenso  einfach  wie  die  Griechen  lu  helfen  wasiteB, 
seigt  Baibus  (zur  Zeit  des  Trajan  und  Hadrian)  ad  Celaum  expas.  et  rat.  imm.  ti» 
Lachmann.  04,  15 — L7:  minbna  pars  httrum  menxurarum  est  digHu8\  ei  quid  infrm  di§i* 
tum  metiamur,  partibus  respondemus,  ut  dimidiam  aut  tertiam. 
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*  Gewicht  die  siliqua  =—  oholus  und  den  chalcus  =  —  obolus  anwendete. 

Volusius  Maecianus  (Vgl.  Christ,  in  den  Sitzungsberichten  der 
i^ademie  zu  München  1863,  S.  106),  der  die  Schrift' «f^  assis  dislributione 
146  nach  Christus  verfasste,  sagt  §  39:  Dimidia  seanula  habet  scriptula  duo; 
has  quoque  partes,  in  quantum  libet^  dividere  possis,  verum  infra  eas  neque 
notas  neque  propria  vocabula  invenies  praeterea.  Der  calculus  des 
Victorius,  c.  440  nach  Christus,  der  nach  Christ  (a.  a.  O.  S.  107)  ein 
älteres  Rechenbuch  copirte,  geht  in  der  That  nur  herab  bis  zur  dimidia 
9eitula.*)  Hat  Victorius  also  die  Namen  calcus  u.  s.  w.  gekannt,  so  hat  er 
<ie  doch  nicht  zur  Bruchrechnung  beigezogen. 

Isidorus  (505 — 636  Bischof  von  Sevilla)  nennt  als  minima  pars  agres- 

^Uf«t  mensurarum  den  digilus,  als  minima  pars  ponderis  den  calcus  y  und  nennt 

ferner  siliqua^  ceratis  oder  semiobolus,  obolus,  scripuluSy  dragma,  solidus  oder 

f^tula,  duella  {duae  sextulae),  stater  oder  semuncia  oder  semissis,  quadrans  oder 

^lu9.   Wie  w6it  diese  Namen  mit  ihren  Zeichen  zur  Bruchrechnung  damals 

dlaoten,  ist  nicht  zu  ersehen,  aber  der  Commentar  des  Abbo  (c.  050)  zum 

Cttlctdus  des  Victorius,  das  Werk  des  Bernelinus,  eines  Schülers  Gerberts, 

i^^  ausdrücklich  sagt,  dass  er  zu  seinem  4.  Buche  de  unciis  et  minutiis  das 

Werk  des  Victorius  benützte,  und  andere  arithmetische  Werke  aus  jener 

2eit  zeigen  hinlänglich,  dass  auch  die  Bruchrechnung  noch  bis  zu  den 

^ci  ausgedehnt  wurde.     £s  ist  also  die  Zeit  vom  6. — 10.  Jahrhundert,  in 

''Solcher  mit  Wahrscheinlichkeit  diese  Erweiterung  der  Bruchrechnung  eintrat. 

Welche  Zeit  ist  aber  anzunehmen  für  die  Erweiterung  bis  zum  momen- 

^^^n,  wie  sie  in  dem  fraglichen  Abschnitte  vorliegt?     Ich  habe  früher  an 

^*B  1.  Jahrhundert  vor  Christus  gedacht,  finde  aber  diese  Ansicht  jetzt  un- 

^^It^bar,  da,  wie  aus  dem  Vorstehenden  hervorgeht,  die  betreffenden  Werke 

*<>^Q   jener  Zeit  viel  nüchterner  und  verständiger  sind.     Es  könnte  weiter 

*^^TSt  das  5.  Jahrhundert  in  Frage  kommen,  in  welchem  (Christ,  a.  a.  O. 

*)  Nach  dem  Commentar  des  Abbo  (Christ,  ib.  8.  142)  rechnet  Victorius  auch  mit 
^"^p'«,  ceraies,  oboli;  aber  die  Worte  des  Victorius  selbst  {ib,  S.  134)  sprechen  von  sici 
^^^    sexiiäae  et  cetera.     Für  diese  passen  auch  die  Worte  quarum  congestione  dimdium 

^"^^^^"^e  eonfieilur.     Denn  nciücus  \^rj  +  sextula  (  =^  )  +  dimidia  sexttda  (777)= 

"^^   ^57 ^=  ^  *«wwnaö.     Abbo  ,  der  durch  die  calci  etc.  voreingenommen  ist,  hilft  sich  zu 

l^^^t  (ib.  S.  143)  mit  den  Worten:  Ditae  sesclae  tandem  VIU  scripufi sunt^  qidbus  adjecti 

J^^J  reponunt  semunciam,  was  ganz  gegen  den  Wortlaut  des  Textes  des  Victorius  ist. 

,^^^  kann  daher  nur  annehmen,  dass  bei  Victorius  die  dimidia  sexttda  der  kleinste  in 

^»n  calcfdus  vorkommende  Bruchtheil  ist,   und  es  bestärkt  mich  hierin,  was  Abbo 

*^\b8t  (16.  8.  139)  anführt,  dass  nämlich  Victorius  bei  den  ponderum  minutiae  wieder 

^It  dimidia  sextiän  angefangen  hat.     Die  gcripuli  dienen   nur  zur  Umwandlung  der 

^^üche  in  ganze  Zahlen  (ib.  S.  137).  Woher  Abbo  die  calci  etc.  hat,  ist  leicht  zu  sehen. 

*^t>  entnahm  sie  dem  JLsidorus. 

Dass  auch  bei  Bernelinus,  der  den  Victorius  benutzt  hat,  obotus,  cerates  und  aU- 
<^  Zuthaten  von  diesem  sind,  zeigt  die  Vergleichungmit  dem,  was  von  dem  eigent- 
lichen Text  des  Vic  orius  erhalten  ist.  Wie  Bernelinus  am  Knde  einige  Minuticn 
Hoch  beifügte ,  so  hat  er  auch  zwischen  sextula  und  dimidia  sextula  noch  die  dragma 
eingeschoben,  die  im  calculus  des  Victorius  fehlt. 
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S.  104)  die  Schriften  der  römiichen  Feldmesier  insunmengeateUt ^ 
wurden,  eine  Zeit,  in  welcher  die  Bruchxeichen  früherer  Zeit  (vgL  Hnltteh, 
Metrologie  S.  112  n.  Christ  a.  a.  O.)  durch  bequemere  er«etst  worden  n  Mia 
scheinen.^  Allein  hier  iiSt  die  Grense  fUr  die  Brnchreohnnng  noch  die  dimiät 
9€xiula^  wenn  sich  anch'bei  Isidor  noch  Zeichen  bis  snm  dimidius  obokm  («rs- 
lei)  herab  finden. 

Auf  der  anderen  Seite  begegnet  bei  Bemelinus  an  der  Ghrenie  des  IQi 
nnd  11.  JahrhnnderUi  in  der  Rechnung  als  Zeichen  mit  kleinstes 
Werthe  das  des  obolus  in  einer  bekonderen  Colnmne  f&r  die  calef,  bei  Oe^ 
laud  sm  Ende  des  11.  Jahrhunderts  noch  das  Zeichen  der  stfj^ira,  aber  ia 
der  Columne  der  Einer«  Uasn  findet  sieh  bei  Ersterem  die  Angabe,  dssi 
Viele  die  Lehre  der  Minutien  als  nnnttta  beseichneten ,  and  bei  Lotste- 
rem  die  Behauptung:  ubi  tüvidemdo  ad  mmuiias  pervenHur^  aui  pemüm  de(^ 
ciuniy  rerutn  nomina  ignoranieSy  aul,  dum  iimulare  conaniur^  qu9i 
nondidiceruniy  tandem  faiigaii'laieHii  arüficio  sueeumbuni.  Einer  solehea 
Zeit  ist  die  Ausdehnung  der  Bruchrechnung  auf  jMmcIcr,  mintäa  und  simmnIs 
nicht  mehr  beisnmessen ,  wohl  aber  kann  sie  nicht  lange  Torau^egangea 
sein ,  denn  es  seigt  sich  noch  das  Kingen  der  besseren  Einsicht  mit  der 
Unwissenheit.  Ich  erinnere  hier  an  die  Stelle  in  Gerbert's  Brief  an  sei- 
neu  Freund  Constantin,  in  der  er,  wie  mir  seheint,  gegen  einen  einge- 
bildeten Ignoranten  sich  ausspricht.*)  Nee  puiei phiiosophus  Hne  iUerü  kmt 
alicui  arü  vel  gibt  esse  comraHa-  Quid  enim  dkei  esse  digiios,  twiwvloSt  wdmUs, 
qui  auditor  majorum  fore  dedignaiur?  Vult  tarnen  videri  solus  scire,  quod  me- 
cum  ignorat:  ut  aü  Fluccus,  In  meinem  Schriftchen  über  Gerbert  (S.  25) 
habe  ich  nur  von  digili  und  articuli  nachweisen  können,  dass  sie  damals 
eine  andere  Anwendung  zu  erbalten  anfingen.  Jetzt  glaube  ich  dasselbe 
auch  für  den  Ausdruck  minuta  gefunden  zu  haben.  Minulum  gebraucht 
nämlich  Gerbert  auch  für  die  kleinere  Zahl  des  aus  Einer  nnd  Hunderter 
bestehenden  Divisors,  während  vorher  dieses  Wort  für  die  zwischen 
punctum  und  momcnlum  liegende  Minutie  diente. 

Eine  genauere  Zeitbestimmung  ermöglichen  endlich  die  Briefe  AI- 
cuin*8  (Ausgabe  des  Frobenius  T.  I,  Vol.  I).  Aus  dem  61.  Brief  (S.  82)  er- 
hellt, dass />m/ic/m5  =  —  hora^   aus   dem  70.  (S.  100),  dass  auch  punctus 

=  —  hora  sein  könnte.     Im  07.  (S.Ol)    ist  minulum  vom  Scherflein  der 
5 

Wittwe  gebraucht,  nach  dem  08.  (S.  95)  ist  minulum  =—    hora.      Im    66., 

*)  Ich  mu88  nämlich  bei  der  Auffas8nn|r  dieser  Stelle  bleiben,  welche  ich  in 
meinem  Schriftchen  über  OerbertS.  24  —  25  anp^cdeutet  habe,  wornach  sine  literis  tu. 
philosophus  zu  /.iuhen  und  majorum  als  neutr.  pl,  zu  nehmen  ist.  ^ehr  abweichend  von 
der  Uebersetzung  Cantor^s  (S.  321 J  übersetze  ich:  „Der  unbelesene  Weltweise  glaabe 
nicht,  dass  dieses  mit  irgend  einer  Kunst  oder  mit  sich  selbst  im  Widerspruche  sei. 
Denn  wie  kann  e  r  sagen,  was  digitit  articuli,  minuta  seien,  er,  der  es  unter  seiner  Würde 

hält,  zu  hören ,  was  es  noch  Höheres  gicbt?     Aber  scheinen  soll  es,  dass  er  allein 

weiss,  was  er  doch  so  wenig  weiss,  als  ich,  Vie  ¥\ac<i\i%  ää^X.''^. 
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einem  Brief  KarFs  an  Alcuin,  steht  (S.  88)  der  Aasdrack  per  intervalla  ho- 
rarum  ac punctorum  seu  momeniorum.  Der  70.  Brief  endlich  (S.  100)  zeigt 
noch,  dass  der  Ausdruck  minutum  verschiedene  Wert  he  hatte  und 
dass  man  anchmtratz/a  minularum  sagte.  Hält  man  nun'dagegen,  dass 
derselbe  70.  Brief  (3.  101)  die  Theilnng  der  hora  per  uncias  nennt  und 
der  84.  (S.  124)  von  einer  Ausrechnung  bis  auf  scrupulum  vel  silicum 
{sie)  spricht,  so  ist  klar,  dass  zur  Zeit  Alcuins  die  Ausdrücke  punctuSy  minu- 
tum^ momentum  zwar  für  kleine  Zeittheilchen  und  andere  kleine  Stücke  ge- 
braucht wurden,  aber  nicht  in  die  Bruchrechnung  aufgenommen  wa- 
ren. Später  also  erst,  etwa  um  die  Grenze  des  0.  und  10.  Jahrhunderts 
führte  der  erstere  Gebrauch  auch  den  zweiten  herbei ;  freilich  gehörte  da- 
sa  eine  Zeit,  die  geistig  sehr  wenig  leistete. 

Eine  Zeit  geringer  geistiger  Leistungen  aber  am  Ende  des  9.  und  An- 
fang des  10.  Jahrhunderts  anzunehmen,  lässt  sich  mit  der  übrigen  Geschichte 
jener  Zeit  wohl  vereinen  und  was  besonders  die  Mathematik  betrifft,  so  ist 
der  Commentar  des  Abbo  in  doppelter  Weise  ein  Beleg  dafür.  Abbo  be- 
klagt sich  über  das  Darniederliegen  der  artes  liberales  (Christ,  a.  a.  O. 
S.  121)  und  andererseits  ist  seine  eigene  Arbeit  von  wenig  Bedeutung. 
Ich  habe  oben  in  einer  Anmerkung  einen  Beleg  dafür  gegeben ,  dass  Abbo 
den  Victorius  nicht  verstanden  hat.  Christ  weist  (S.  109)  eine  andere 
Stelle  nach,  in  der  dieser  Commentator  arg  sich  täuschen  Hess,  findet 
(S.  113)  eine  weitere,  in  der  er  den  Victorius  nicht  richtig  verstanden 
SU  haben  scheint,  und  nennt  (S.  119)  das  Ganze  für  eine  Veröffentlichung 
durch  den  Druck  zu  gehaltlos. 

Endlich  ist  aber  der  in  Rede  stehende  Abschnitt  selbst  der  beste  Be- 
leg; dass  der  Verfasser  in  2  aufeinander  folgenden  Zeilen  sich  selbst  wi- 
derspricht, habe  ich  bereits  oben  erwähnt.  Was  sagt  er  aber  von  den 
Zeichen  der  Minutien?  quia  {noiae)  partim  graecae  partim  eranl  barbarae, 
nobis  non  videbantur  latinae  oraiioni  adjungendae.  Die  mildeste  Deutung 
ist  wohl  diese,  dass  der  Verfasser  damit  äagen  will,  dass  lateinische 
Ausdrücke  und  griechische  und  barbarische  Zeichen  nicht  gut  zu 
verbinden  sind,  womit  nichts  gesagt  ist,  als  eine  Antithese  der  Worte 
lateinisch  und  griechisch.  Freilich  meint  der  Verfasser,  auch  die  Sache 
selbst  zu  erleichtern;  aber  wahrscheinlicher  ist,  dass  er  den  gewiss 
schlecht  überlieferten  Zeichen  keinen  Sinn  abzugewinnen  wusste  und  seine 
Unwissenheit  mit  dem  ihm  wohlbekannten  lateinischen  Alphabet  deckte. 
Dass  er  in  den  Zeichen,  die  er  barbarae  nennt,  weil  er  sie  nicht  auf  grie- 
chische Buchstaben  zurückführen  kann,  nicht  die  im  5.  Jahrhundert  aus  den 
altrömischen  Zeichen  bequemer  hergestellten  lateinischen  Minutien- 
zeichen  erkannte,  ist  ihm  kaum  zum  Vorwurf  zu  machen;  aber  es  ist  dieses 
mit  dem  Uebrigen  ein  Beweis,  dass  der  Verfasser  in  der  That  einer  ^^\t^<^- 
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ringer  geistiger  Leistungen  angehört  hat,  als  welche  das  Ende  dei  0.  nnd 
der  Anfang  des  10.  Jahrhunderts  sich  am  wahrscheinlichsten  ergiebt*) 

Diesem  Ergebniss  könnte  man  folgende  Stelle  aus  der  tnargariiha  pht- 
losuphica  {üb.  Vi  geom.  pract.  iract  IL  cap.  I)  entgegenhalten:  Fostierwit 
antem  antiquiores  non  modo  haec,  quae  dixi,  integra^  verum  et  hamm  m 
nutias,  ut  post  digitum  staierem^  quadrantem,  dragmam,  scrupulum,  obtdtim, 
semiobulum^  siliquam ,  punctum^  mimt  tum  et  m  Omentum  et  hos  minuUas 
variis  consiynabant  characlcribus.  Bis  brevitatis  causa,  quoniam  purum  aut 
nihil  ad  rem  faciuni,  obmissis  mensuras  dictas  ad  praxim  applicabimus* 
Da  aber  die  ptmcla^  minutOy  momenta  erwähnt  sind,  so  können  nur  die  anü- 
quiores  gemoint  sein,  welche  bis  zu  diesen  Feinheiten  sich  verstiegen;  and 
es  wird  kein  Bedenken  erregen,  wenn  ein  Schriftsteller  an  der  Grenxe  des 
15.  und  10.  Jahrhunderts  Leute  aus  dem  Anfang  des  10.  Jahrhunderts 
antiquiores  nennt.  Das  Urtheil  in  dieser  Stelle  über  den  Werth  jener 
Leistungen  stimmt  genau  zu  dem  oben  ausgesprochenen  und  so  darf  ich 
wohl  diese  Stelle  als  einen  weiteren  Beleg  für  die  Unbedeutendheit  des 
besprochenen  Abschnittes  zu  meinen  Gunsten  benützen. 

Ich  kehre  nun  nach  der  Erledigung  der  Zwischenfragen,  deren  Resul- 
tat allerdings  der  Ansicht  von  Hultsch,  dass  der  Name  des  Archytas 
nur  durch  die  Unwissenheit  des  Compilators  mit  dieser  Quelle  in  Ver- 
bindung gebracht  ist,  überaus  günstig  ist,  wieder  zum  eigentlichen  Gegen- 
stand zurück  und  frage  weiter:  Was  spricht  darin  für  ein  Rechnen  mit 
Columnen? 

Das  Einzige,  was  darauf  hindeutet,  ist  die  Erwähnung  besonderer 
Zeichen  für  die  Bruchtheile.  Und  in  der  That  kamen  mit  dem  Rechnen 
mit  Columnen  auch  die  Zeichen  der  jAIinutien  wieder  zur  Anwendung.  Die 
Verfasser  von  Werken  über  den  Abacus  beklagen  sich  über  die  Vernach- 
lässigung der  Miiiutien.  Zu  den  oben  bereits  angeführten  Stellen  will  ich 
hier  noch  folgende  aus  den  Regeln  über  den  Abacus  anführen,  welche 
Odo  von  Clüny  beigemessen  werden.  Es  heisst  dort  (Gerbert,  Script.  eccL 
de  mus,  T.  /,  S.  300) :  Quin  haec  vocabula  minntiarum  moderni  non  frequentnnU 
pauUalnn  nolilia  eorum  fere  pen'il.  Dieselben  Werke  enthalten  aber  nicht 
blos  die  Zeichen  und  Namen  der  Miuutien,  sondern  auch  besondere  An- 
weisungen für  das  Rechnen  mit  denselben.  Es  wird  also  offenbar  ein 
nahezu  Verkommenes  wieder  hervorgezogen,  wodurch  an  sich  schon  klar 
ist,  dass  es  nichts  mit  dem  Rechnen  mit  Columnen  nothwendig  Verbun- 
denes ist. 

Dies  ergiebt  sich  aber  auch  erstens  aus  den  Zeichen  selbst.     Da 


mits. 


*)  In  (-ben  diese  Zeit  setzt  M.  Gerbort,  der  Herausf^eber  der  sciipi.  eccl.  de  .«..-. 
aacra  T.  1.  praef.  u.  AV,  einen  Anonvnni«*,  der  in  derMnsik  zur  IJezcichnnng'  der  Inter- 
vallen statt  der  alten  grit.'chischcn  Zeichen ,  die  auch  hocthins  [de  mus.  4 ^  '^)  beibe- 
hält, d;is  Aljdjain't  von  A  —  S  anwendet.  Ils  könnte  aKsu  der  Verfasser  jenes  Ab- 
Äcbniites  dieses  haben  nachahmen  wollen. 
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eiter  unten  nocbmals  von  denselben  zu  reden  ist,  so  werde  hier  nur  Fol- 
mdes  bemerkt:  Bei  den  unciae  giebt  es  verschiedene  Zeichen  für  i  uncia 
8  11  unciae y  wie  man  sie  zum  Einschreiben  in  eine  Columne  verwenden 
inn.  Ebenso  sollten  nun  23  Zeichen  für  die  scripuli  vorhanden  sein, 
»ren  24  auf  eine  uncia  gehen,  und  5  und  7  für  die  siliquae  und  calci ^  deren 
und  8  auf  einen  scripulus  gerechnet  wurden.  Statt  dieser  Anzahl  finden 
ch  aber  nur  7  für  die  scripuli  und  2  für  die  siliquae  und  calci  zusammen, 
odurch  eine  Häufung  von  Zeichen  nöthig  wird,  welche,  wie  sie  der  Ueber- 
sbtlichkeit  der  Rechnung  Eintrag  thut,  so  auch  die  Operation  selbst 
inöthig  erschwert. 

Ein  Zweites  ist  die  Verschiedenheit,  mit  welcher  die  Minutien  bei 
>r  Rechnung  mit  Columnen  verwendet  werden.  Bei  den  Einen  giebt  es 
besondere  Columnen  dafür,  bei  Anderen  werden  sie  in  die  Columnen  der 
iner,  Zehner  u.  s.  w.  eingeschrieben ,  wieder  Andere  rechnen  die  Zahlen 
)r  Minutien  auf  dem  Abacus  mit  den  Ziffern  aus  und  geben  nur  dem  Resul- 
t  die  Benennung  der  Minutien.  Eine  derartige  Verschiedenheit  würde 
cht  bestehen,  wenn  die  Zeichen  zum  Rechnen  mit  Columnen  erdacht 
)rden  wären. 

Dazu  kommt  drittens  die  Thatsache,  dass  Zeichen  der  Minutien  auf 
im  römischen  Abacus  mit  Liuien  sich  finden ,  die  Anwendung  solcher 
Mchen  also  bei  der  Rechnung  auf  Linien  in  derselben  Weise  statt- 
idet,  wie  die  der  Zeichen  für  5,  10  u.  s.  w.  Man  benützte  sie  zum  An- 
hreiben,  aber  nicht  zum  Rechnen. 

Beachtet  man  ferner,  was  im  Vorhergehenden  dargelegt  wurde  ,  dass 
B  Bruchrechnung  allmälig  durch  Aufnahme  der  Zeichen  für  die  kleine- 
D  Gewichte  von  den  unciae  zu  den  scripuli  und  weiter  zu  den  siliquae  und 
/cf  und  endlich  sogar  wenigstens  bis  zu  den  Namen*)  puncla,  minula, 
menla  sich  ausdehnte,  so  dürfte  hinlänglich  klar  sein,  dass  die  minutiae 
re  eigene  Geschichte  für  sich  haben,  und  sie  in  die  Rechnung 
It  Columnen  nur  dadurch  kamen,  dass  man  ähnliche  vortheilhafte  Zei- 
en  an  ihnen  zu  haben  glaubte,  wie  die  Zeichen  für  die  9  Ziffern  es 
Iren. 

•  Dieser  Auseinandersetzung  bedurfte  es  aber  nur,  weil  in  dem  in  Rede 
)henden  Abschnitte  Zeichen  für  die  Minutien  erwähnt  werden.  Der 
erfasser  desselben  selbst  kennt  eine  Anwendung  derselben  auf  dem 
)acns  nicht;  er  ersetzt  nicht  hur  di.e  Zeichen  durch  die  lateinischen 
achstaben,  sondern  er  beabsichtigt  überhaupt  nur,  ein  Tableau  zu 
ben,  eine  figuruy  welche  die  Minutien  deutlich  machen  soll.  Es  ist 
jo  noch  derselbe  Standpunkt,  der  nach  dem  Commentar  des  Abbo  bei 


•)  Das»  ea  nämlich  auch  Zeichen  dafür  gegeben  hat,  weiss  ich  durch  nichts  zu 
legen.  Sollte  der  Verfasser  des  Abachnittes  in  der  Geomettv^  d^^  ^o^xVwä  ^^'ü'i.% 
ibst  durch  den  Ausihuck  nominando  posuei'unt  haben  aiid,«^>\\.«ii  >n c^X^&u^^ 

Zeiththiin  f.  Mutluttiutik  u.  P/ijöik.  IX,  5.  *Ä 
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Victorins  sich  fiudot  («.  Christ,  n*  a,  0,  S,  113  und  142),  Im  Bamberger 
Codex  des  calcultfs  dieses  Mann«;s  hnt  dJL*  TniielUt  der  Minuiicn  nticU  dl^ 
Uöberaehrift  IrptahijUi  figuru^  entsprechend  dem  Text  Ruf  Fol,  Zl^  (CUnst, 
S.  146)*  Solche  Tabellen  tind  Figuren  sind  nber  Anzeichen  vom  He  eh - 
neu  auf  Linieni  das  der  UnterstütKiin^  durch  deraitige  Üebomcbtcii 
benöthigt  war,  und  es  weist  aleo  auch  dieser  letzte  Bt'lrg,  der  nucbweit» 
lieh  älter  als  der  übriijo  Abschnitt  in  der  Geometrie  de»  Boethias  bt,  toI- 
mehr  auf  solches  Keclmen  hin,  aU  auf  ein  Rechnen  mit  CohimneD*  Das^ 
man  aucb  im  li).  Jahrhundert  zwischeu  dar  Verwendung  solcher  Tabellea 
und  der  Benutzung  des  ahacns  uiiterschied ,  dafür  ist  ein  Beleg  im  Cooi- 
tnentar  des  Abbo  (Fol.  30'  des  Bamherger  Codex}*  Nachdem  Abbo  im 
Äuscblnss  an  die  ErUiut(>ruiig  einer  Tabelle  der  1>  Einer,  Zehner  u,  s.  w« 
hin  Uunderttausendor  gezeigt  hatn,  wie  20,20  zurückgeführt  weideit  ktiui 
auf  (2i2>.{10*10}  n,  äi,,  bricht  er  ab  mit  den  Worten:  Sed  qtmndo  kaec 
perHnent  nd  rationcm  abaci,  aller  ins  di  $1*  iitai  lO  n  i  jf  [ifimt\  ac  neg  nttü 


i 


■  Der  nächste  Gegenstand  der  Untersuchung  wäre  nun  die  Geometrio 
des  Boethins  und  besonders  die  beiden  Anhänge, am  Ende  des  ]>und3. 
Buches  deraelben»  Es  ist  aber  ohne  Zweifel  be^isert  diesen  am  meisten 
bestrittenen  Punkt  einst vv eilen  bei  Seite  2U  lafisen  und  zuerst  zu  sehen, 
was  ausserdem  noch  vom  Rechnen  mit  Columnen  »ich  nachweisen  lÄÄSt 
Gelingt  der  Nachweis,  dass  das  Verfahren,  welches  in  jinen*  Anhängen 
dargestellt  ist,  erst  um  das  10.  Jahrhundert  nach  Christus  bekannt  sein 
konnte,  dann  wird  die  Aechtheit  jener  Abschnitte  nicht  mehr  längev  ge- 
halten werden  können,  die  ungeachtet  der  Gegengrttnde  aus  dem  8tU*) 
und  ungeachtet  der  darin  enthaltenen  Gobarziffern  noch  immer  behauptet 
wird.  Es  ist  also  weiter  zu  den  Mttnnern  überzugehen,  von  denen  ange* 
nommen  wurde,  dass  sie  das  Abacussjstem  mit  Columnen  kannten,  näm- 
lich zu  Victorins,  Beda,  Alcuin,  Odo  von  Clünj. 

Calculus  des  Victorius. 

Ueber  Victorius  ist  in  vorzüglicher  Weise  von  Christ  abgehandelt  wor- 
den in  den  bereits  wiederholt  erwähnten  Sitzungsberichten  der  Akademie 
zu  München  1863,  S.  100—152,  insbesondere  S.  110 — 114.  Darnach  ist  der 
calculus  desselben  ein  Faullenzer  oder  Rechenknecht,  ein  Uebnngs- 
buch  in  den  römischen  Schulen  der  ratiocinatores  und  calculalores.  Von 
einer  Anwendung  von  Columnen  findet  sich  in  demselben  nicht  die 
mindeste   Spur.     Das  Ganze  war   eine  Reihe   von  Tabellen   ausge- 


*)  Ich  erlaube  mir  hier  auf  die  Proben  aufmerksam  zu  machen,  die  ich  in  den  N. 
Jahrb.  f.  Pbil  nnd  Päd.  1863,  S.  425-4^1  gegeben  iMuhfi, 
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ftthrter  Multiplicationen,  woza  auch  die  yorgenommenen  Quadrirungen 
gehören.  Wenn  nämlich  Ohrist  (8.  113)  vom  Potenziren  spricht,  so  ist 
dieses  nnr  eine  unserem  Sprachgebrauch  naheliegende*  Verallgemeinerung 
der  Sache,  die  aber  im  calculus  selbst  auf  die  Bildung  von  Quadraten,  oder 
vielmehr  auf  die  Multiplication  einer  Zahl  mit  sich  selbst  beschränkt  ist. 
Dasselbe  gilt  vom  Dividiren  und  Wurzelausziehen  (S.  110  und  113). 
Letzteres  ist  auch  nicht  dem  Namen  nach  angedeutet,  ersteres  allerdings 
durch  dioidere  und  divisio  (S.  133) ,  aber  es  ist  sofort  deutlich ,  dass  nur  die 
Bildung  der  Bruchtheile  damit  gemeint  ist.  Der  Begriff  Quo ti  ent 
scheint  dem  ganzen  Alterthum  fremd  geblieben  zu  sein;  was  wir  so 
nennen,  fasste  man  als  Hälfte,  Drittel,  Viertel  u.  s.  w.  auf,  und  hatte  man 
X,  %  u.  ä.  zu  bilden,  so  nahm  man  seine  Zuflucht  zur  Proportion.  Wie 
weit  von  Addition  und  Subtraction  (S.112)  geredet  werden  kann,  erhellt 
nicht  klar  aus  dem  Commentar  des  Abbo  (8.  13G  — 137),  es  scheint  aber 
nichts  anderes  vorgekommen  zu  sein,  als  was  uns  durch  die  Stelle  bei  Horaz 
{ars  poeL  v,  321)  bekannt  ist.  Zu  diesem  Ergebniss  hebe  ich  nach  dem, 
was  ich  in  dem  Bamberger  Codex  des  calculus  des  Victorius  und  in  ande- 
ren handschriftlich  erhaltenen  Werken,*)  bei  welchen  dieser  calculus  be- 
nützt wurde,  noch  gefunden  habe,  folgendes  hervor: 

1)  Die  vorkommenden  Zeichen  der  Minutien**)  sind  mit  den  römi- 
schen Zahlzeichen  verbunden  und  kein  Umstand  berechtigt  zu  der  An- 
nahme, dass  Victorius  etwas  anderes  in  diesen  Zeichen  sah,  als  die  her- 
kömmlichen römischen.  Nach  der  Stelle,  die  bei  Christ,  S.  141  — 142, 
von  Fol.  31^  mitgetheilt  ist,  bemerkt  Abbo,  dass  die  Latin i  früher  die 
Zahlen  mit  lauter  einzelnen  Strichen,  später  mit  den  bekannten  Zeichen 
schrieben,  ferner,  dass  die  Griechen  ihre  Buchstaben  dazu  benützen. 
Hier  wäre  Gelegenheit  gewesen,  zu  bemerken,  dass  die  Minntionzeichen 
von  der  Fremde  herstammen  und  eigentlich  zu  anderen  Ziffern  gehören, 
wenn  die  Sache  sich  wirklich  so  verhielte,  wie  Cantor  8^235  und  283  sie 
darstellt.  Nach  dem  aber,  was  Hultsch,  Metrologie  8.  IH) — 61  und  112—113 
angicbt,  wird  es  wohl  bei  Niemand  mehr  einem  Zweifel  unterliegen,  dass 
die  Minutienzeichen   römischen  Ursprunges  sind.     Wenn  Gerland  und 


*)  Mit  besonderem  Dank  muss  ich  hier  die  Bereitwilligkeit  erwähnen,  mit  der 
die  llaodschriften  in  den  Bibliotheken  zu  Bamberg  und  München  mir  gewährt 
wurden. 

*"*)  Da  bei  Christ  a.  a.  O.  S.  13Ö  im  Druck  die  Zeichen  nicht  ganz  genau  aus- 
fielen, so  theile  ich  sie  auf  Tafel  IV,  Fig.  3,  nach  dem  Bamberger  Codex  mit,  und  füge 
die  Zeichen  bei,  die  Hultsch  in  seiner  Metrologie  S.  112  giebt  Ks  lai  leicht  einz«- 
schen,  dass  die  spilteren  Zeichen  nur  für  das  Schreiben  bequemere  Abkürzungen  der 
früheren  sind ,  indem  man  die  vorher  für  sich  bestehenden  Striche  durch  Züge  auf 
wärt»  und  abwärt«  andeutete.  Vom  deitnx  bis  sepltmx  konnte  man  diese  Züge  an  das 
^  anknüpfen,  beim  quincunx  bis  sexUms  scheint  der  1.  Zug  ursprünrr lieh  horizontal 
gewesen  zu  sein  und  die  Schleife  sich  erst  später  gc1>ildet  zu  haben.  —  Bei  dieser 
Gelegenheit  glaube  ich  auch  die  abweichenden  und  die  weiteren  Zeichen  der  Minutieu 
geben  zu  sollen,  die  ich  im  Münchner  Codex  I40s9,  dem  früheren  Cod.  ^t.  ¥!4«wvol<^\. 
G.  LXXlll  fand.  — 
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andere  AbAcitten  dei  11.  ud  lt.  Jdutwkderte  dieiribeü  «it  ii&ä  < 
riffem  in  Verbindang  bringen,  so  ist  dieief  lelefat  dnrriM  an  eiUlreni  ^iM 
man  anch  fbr  die  BruchtbeHe  besondere  Zeichen  anwendisn  iroHte^  ivie  Ifer 
die  Eiaer,  nnd  deshalb  an  den  damals  bereits  in  Vergessenheit  gel,eniUiB 
lien  Minatienieichen  fiiterer  and  spftterer  Zeit  anrtlekgriiF. 

2)  Victorias  giebt  nirgends  an,  wie  an  multipliciren  oder  diTUHfea» 
an  addiren  oder  sabtrahiren  ist»  sondern  er  giebt  fertige  Prednele  nad 
ansgeftthrte  Zerlegungen.  Von  den  Tabellen,  Ton  denen  Christ  8.  M 
bis  130  Bwei  als  Master  giebt,  eirgiebt  sich  dieses  Ton  selbst  Daes  aber  aack 
diesen  Tabellen  keine  Erlftatemng  beigefügt  war,  wie  sie  berechnet  war* 
den,  aeigt  der  Commentar  des  Abbd,  der  diesem  Kaagel  dnreh  die  Belah- 
rang  absufaelfen  bemaht  ist,  wie  man  jede  Zahl  maltiplicirt  {gmMer  mmii 
nmmerorum  wwUaMdo  wmU^icektr).  Worin  besteht  aber  diese?  Br  gMC 
(Fol.  S4^)  eine  Tabelle,  in  der  in  der  ersten  Beibe  steht 

I  X        C  IT         X        C",  damnter  in  der  aweiteii 

II  XX.     CC  n  XX     CC  n.  s.w.  bis 

Vim    XC      DCCCC     VmT    XÜ     DCCCC     nnd  aap  dem,  was  hier 

mit  den  Einem  geschehen  ist,  soll  man  entnehmen,  was  mit  den  flbrigea 
an  geschehen  hat  {ex  sfHfpdmHbw  nmpla  regulMj  ptid  de  reliqmi'fieri  ese- 
MdoO«  Er  giebt  anch  sofort  Beispiele:  2.»,  ao.90,  200.200,  i.lO  n.  s.  w. 
and  ftthrt  a.  B.  SO. 60  (Fol.  ao^")  aaf  (5.5). (10. 10)  anrSck,  unbekfimmeit 
darum,  dass  davon  nichts  in  seiner  Tabelle  steht  Schliesslicb  verweist 
er  dann  auch,  wie  oben  bereits  aogegeben  wurde,  darauf,  dass  dieses  zur  ratio 
abaci  und  also  an  einen  anderen- Ort  gehöre.  Es  ist  klar,  dass,  was  Abbo 
hier  angiebt,  dasselbe  Verfahren  ist,  welches  von  Apollonius  überliefert 
ist  (s.  mein  Scbriftchen  über  Oerbert  8.  27).  Zu  diesem  stimmt  die  Art 
der  Moltiplication  von  10 .  125 ,  die  am  Ende  des  Commentars ,  so  weit  er 
nämlich  im  Bamberger  Codex  erhalten  ist,  Fol.  47%  angegeben  ist:  Jhcks 
c.  sunt  mille  et  decies  .  Ä'Ä,  sunt .  CC.  et  decies  quini  tnnl  quingtioginia.  Also 
Anfang  der  Multiplication  bei  der  höchsten  Zahlordnung,  wie  es  von  den 
Griechen  oben  erwähnt  wurde. 

Die  Additions-  und  Subtractionstabellen  müssen  nach  dem, 
was  Abbo  Fol.  36*  — 36*»  (Christ,  S.  136  —  137)  angiebt,  unsere  Ziffern  zum 
Theil  statt  der  römischen  gesetzt,  folgende  Gestalt  gehabt  haben: 

—  et  —  juncti  reddunt  assem 
2         2 

J5  ^'  J^         n  »  ,1       U.  S.  W.  bis 


11  ,   1 
—  et  — 

12  12 


5  etb  Juncti  reddunt  X 

6  eM       ,,  ..       ..     u.  8.  w.  bis 
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9*)  eil    junctireddmiX 
50e/50       „         „        C 
60  et  40       „         „        „  u.  8.  w.  bis 
00£?M0       „ 
Ferner  C  de  M     DCCCC 

CC  de  M      DCCC     u.  «.  w. 
Daran  reihten  sich  Additionstabellen  folgender  Art: 


Villi  et  Villi 
vmi  et  VIII 
n.  s.  w.  bis 
Villi  et  1 


XVIII 
XVII 


XVI 
XV 


Q.  s.  w.  bis  letl     IL 


VIII  et  VIII 
VIII  et  VII 
n.  s.  w.  bis 
VIII  et  I         Villi 

Möglich,  dass  ebenso  die  Zehner  und  Hunderter  zusammengestellt 
waren;  dass  aber  das  Angegebene  der  Form  nach  so  geordnet  war,  folgt 
aus  dem  weiteren  Theile  dieser  Tabelle,  den  Abbo  (Christ,  S.  137)  deut- 
lich genug  beschreibt  und  der  darnach  folgende  Gestalt  muss  gehabt 
haben : 


■f: 

10  10  8 
—  e/  —  1  — 
12       12             12 

11       10 

'S 

10  9  7 
—  et  —  1  — 
12       12             12 

u.  s.  w. 

bis 

u.  s.  w.  bis 

^1   .  1 

1 

M 

10  1  11 
12  ^'  12            12 

U.  8.  W, 


bis  r-  ^/  r- 
12       12 


Es  lagen  also  keine  Angaben  über  das  Addiren  und  Sub- 
trabiren  selbst  vor,  sondern  neben  den  Summanden  stand  die  Summe, 
neben  Minuend  und  Subtrahend  der  Rest.     (Christ,  S.  146  —  147). 

Die  hierauf  folgende  leptologia  figura  giebt  Abbo  aufs  Neue  Anlass, 
vom  Multipliciren  zu  reden.  Diesmal  aber  benützt  er  dazu  die  Finger- 
rechnung und  zwar  im  Wesen  dieselbe,  welche  die  Schrift  Beda^s 
de  loquela  per  gesttim  digitorum  enthält,  und  die  nur  t heilweise  Ueber- 
einstimmung,  die  Christ  (S.  125)  erwähnt,  bezieht  sich  also  darauf,  dass 
der  Wortlaut  verändert  und  nicht  alles  angegeben  ist.**)  Es  ist  aber 
diese  Stelle  von  grossem  Werthe,  weil  sie  deutlicher  als  andere  zeigt,  wie 
die   Einer   den   Namen  c/i^tVi,   die  Zehner  den  Namen  articuU  erhielten. 


*)  Ich  vermag  die  Ansicht  von  Christ  (S.  112)  nicht  sa  theilen,  dass  Victorius 
Beispiele  bis  zur  Zerlegung  von  U  Assen  ttn^i^estelU  habe.  Eine  solche  Zerlegung  war 
wed(*r  ausreichend  noch  niSthig.  Dagegen  ergiebt  sich  ans  der  obigen  Darstellung 
deutlich  gr^nng,  warnw  9  die  letzte  vorkommonde  Zahl  war. 

**)  Was  Christ  (S.  120)  über  die  Gesticulationen  bei  Beda  für  die  Hunderter  und 
Tausender  sapt,  ist  nicht  genau,  weil  die  Hunderter  und  Tausender  ganz  ebenso,  wie 
die  Einer  und  Zehner  bei  Beda  gebildet  wurden,  nur  mit  der  rechten  Hand. 
Ebenso  findet  es  sich  bei  Nicolaus  Smyrnaeus,  wenigstens  nach  dem,  was  Canssinus 
de  eliHjH.  sacr.  et  hum.  Paris  1636,  8.  565—568  daraus  mittheilt.  Die  \\UÄ<!.\\<ixi^\iQi<ü.'«»N^- 
culationeD  sind  die  für  die  Z  ohn  tausend  er  und  Hund «tl^v^u^^VL^^x« 
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Hierron  jedoch  später;  hier  soll  Abbo^s  Vermeh,  das  Xttltiplieiien  adbü 
SQ  leigen,  nnr  beweisen,  dass  Victorias  in  seinem ^vnleiiiM- davon  aioiils 
sagte. 

Den  weitereo  Theil  des  caictihu  (Christ,  8.  it7— 110),  die  Tabelle  der 

Quadrate  von  1  j,    l|-,   1-|,  »,  2j  n.  s.  w.  hat  Christ  (S.  llt)  deot- 

lich  veranschanlicht.  Seine  Darstellang  wird  durch  den  CM.  Xmi,  14081 
besUMgt,  in  welchem  Fol.  66^  ein  9taek  dieeer  Tabelle  erhalten  ist:  Aneh 
hier  fand  sich  nnr  die  Angabe  des  Besaitetes. 

Freilich  sagt  Abbo  (Christ,  8.  IM):  Sed.de  kis  ei  tequetMme  fitcOie  kh 
idligenUa  ex  aniecedemHbui^  Heei  in  fine  kmts  ctdeuH  de  kae  eadem  re  ßHm  Mm- 
planaiio  eii  saus  habem  obeatrüaüe.  Quo  modo  ßmpeHorm  dehemni  muUi' 
plicari  aiffeciL  Aber  die  ganae  Anweisong  besteht  in  den  Worten:  Onsf- 
quoi  ergo  a$$e$  qmdraniee  aui  umiesee  md  dodmadee  praeeeeeerM^  eodtaq^ 
numero  atsium  qui  guadrmUee  mU  semittes  aui  dodrmdee  gemiMaUur»  Abbo 
hat  diese  Worte  nicht  völlig  verstanden,  indem  er  gattüumtwr  fttr  gleich- 
viel mit  multiplieaniur  erklärt.  Es  heisst  vielmehr,  das  Prodoct  ans  der 
Aniahl  der  Asse  in  die  Mtnutien  mnss  doppelt  angesetst  werden.  Dass 
dieses  die  richtige  Auffassung  ist,  belege  ich  mit  einer  Stelle  ans  dem  tiod. 
Motu  14080,  wo  es  in  dem  Abschnitt  Fol.  08^  hefaut:  QuoiKbei  a»$e$  prm- 
ceitenmi  quamlibei  de  mmuiüs  undarum^  dupie  muhqiUeentMr  ipßme  wdnuHee, 
demeep9  Ufdus  tanium  minuHae  minuHa  Jungatw^  ad.uiHmum  mumerotHa»  aeekm 
in  se,  qui  minutias  praecedunt,  d.  h.  wenn  man  mit  a  die  Asse  und  mit  m  die 
Minatie  bezeichnet :  (a  +  m)*  =s2,a.m'^m,m  +  a,a  Diesem  Ver- 
fahren sind  dort  noch  folgende  2  angereiht,  nämlich  (a  +  my  =  a{a  +  m) 
+  m{a-^fn)  und  eine  2.  in  den  3  Formen: 

\^2/  ^2        ^22^2 

(,+i)'=..„+(i.i).+i4+(i+i).. 

Es  ist  aber  damit  nicht  die  alia  fixplanatio  gefunden ,  von  der  Abbo 
spricht,  sondern  aus  Bernelinus  erhellt,  dass  Victorius  wahrscheinlich  vor 
der  Tabelle  der  Quadrate,  eine  ähuliche  Tabelle  von  Producten  gegeben 
hat,  wie  sie  nach  den  Worten  des  Abbo  für  Summen  gegeben  war,  wes- 
halb die  Möglichkeit  vorhanden  ist,  dass  Abbo^s  Ausdrücke  summas  re- 
coUigere^  redinicgrata  coacervaliOy  dcutwi  deuncem  copulare,  die  man  zunächst 
nur  vom  Addiren  verstehen  kann,  gleichwohl  vom  Multipliciren  ge- 
meint sind.  Beruelinus,  der  ausdrücklich  sagt,  dass  er  den  Victorius  be- 
nutzte {Cod.  laU  Mon,  14Ö89  Fol.  61*),  giebt  an:  quemadmodum  possis  ceria 
ratione  coUigere,  quod  sint  quaeque  unciae  vel  mimUiae  in  sc  vel  in  alias  duclae. 
JJabei  giebt  er  die  Kegel :   Quaelibet  unciarum  vel  minutiarum  fuerit  ducta. 


vuii  irrui.  r  KiCiUjjiLiiM. 


Mam  parlem  illius,  in  qtiam  ducilur,  quacrely  quola  est  ipsa  assis.  Diese  Ke- 
gel zeigt  er  an  Beispielen,  wie:  ^t  deunx  in  dextantem  ducatur^  dodrans  et 
sextula  respondebitur ,  anf  Grnnd  der  Proportion  288  :  264  =  240  :  220 
(as  =  288  scripuli,  deunx  =  264,  dextans  =  240,  dodrans  (216)  +  sextula  (4) 
=  220).  Dann  führt  er  fort  (Fol.  02*^):  Sit  alia  fortassis  regula  faci- 
Hör  unciarum  tantummodo,  Si  quaeratur^  quid  sit  uncia  quaeque  in  se  vel  in 
aliam  ducla,  muUiplicelur  numerus  unciarum  in  se  vel  inier  se,  et  quot  duodenarii 
iila  multipiicatione  concreverint ,  tot  unciae  resolutoriae  erunt.  Demnach  ist 
semis  in  se  quadrans,  weil  0  .  6  =  36,  36  :  12  =  3. 

Diese  alia  regula  ist  die  alia  explanatio  des  Abbo,  wie  sich  aus  dem 
Abschnitte  ergiebt,  der  im  Cod,  Mon,  14689  dem  Werke  des  Bernelinus  so 
unmittelbar  beigeschrieben  ist,  dass  in  derselben  Zeile  fortgefahren  wird, 
obwohl  die  ersten  Worte  schon  hinlänglich  zeigen ,  dass  man  es  mit  einer 
anderen  Arbeit  za  thun  hat.  Dieser  Abschnitt  enthält  nach  der  Einleitung 
ausführlich  in  Worten  zunächst  für  die  unciae  das  Nämliche,  was  Berneli- 
nus nur  andeutet,  hierauf  die  oben  angegebene  erste  Regel  als  univer- 
salis regula  (Fol.  65*)  und  nach  Beispielen  (Fol.  65**)  die  alia  regula 
numeros  iantum  comparandi  ad  uncias.  Das  Gleiche  führt  er  dann  auch  für 
die  anderen  Minutien  (Fol.  60** — 67*)  aus  unter  Anwendung  der  1.  und 
Beifügung  der  2.  Kegel.  Stünde  nicht  die  Einleitung  und  die  darauf  fol- 
gende Art  der  Division,  zu  der  Coluninen  verwendet  werden,  im  Wege, 
so  könnte  man  glauben,  das  Werk  des  Victorius  selbst  vor  sich  zu  haben. 
Jene  zeigt  aber  durch  abgeschmackten  Ausdruck*)  hinlänglich,  dass  eine 
Arbeit  des  II.  oder  12.  Jahrhunderts  vorliegt,  zu  der  ähnlich,  wie  zu  der 
des  Bernelinus  Victorius  benützt  wurde.  Zu  bemerken  aber  ist,  dass  ähn- 
lich wie  es  von  Abbo  oben  angegeben  ist,  hier  der  Verfasser,  ehe  er  die 
Division  der  Minutien  giebt,  die  Warnung  vorausschickt  (Fol.  67^): 
Jubeo  autem  et  volo^  operis  quispiam  non  instet  labori,  ni  perilia  divisionis  et 
multiplicutionis  in  abaco  succinctus  accesserit.  Es  ergiebt  sich  also  hier 
wiederum,  dass  man  damals  von  dem,  was  man  bei  Victorius  fand,  das 
Kechnen  auf  dem  abacus  als  etwas  anderes  unterschied,  und  als  eine 
besondere  Kenntniss  für  sich  betrachtete. 

Es  hat  also  auch  die  Stelle ,  von  welcher  am  Meisten  eine  Angabe 
über  das  Verfahren  beim  Multipliciren  zu  hoffen  war,  keinen  weiteren  An- 
haltspunkt gegeben,  als  dass  eine  Spur  von  einer  Kechnung  mit  Co- 
lumnen  nicht  darin  zu  finden  ist. 

Uebrig  ist  nun  noch  der  Theil  des  cdtculus  des  Victorius,  von  dem 
Abbo  (Christ,  S.  139 — 140)  zuletzt  spricht,  nämlich  zuerst  die  Tabelle,  aus 


♦)  Von  der  Einheit  wird  z.  B.  gesagt :  Quare  am  ipsa  a  aua  nohUitate  vel  soUditate, 
ut  in  numens  diviKionibnx  et  avymentationibus  subjaceat,  corrigari  ncqiieat,  veltti  reginam  in 
suis  adamantinis  parietibus  detexto  qiäescere  praecipiaiMts  cubili.  „Weil  also  jene  in 
ihrer  Vornehmheit  oder  Festigkeit,  bei  Zahlen  den  Theilungen  und  Vermelirnngen 
sich  nicht  zu  unterziehen,  unverbesserlich  ist,  so  wollen  wir  ihr  sagen,  sie  solle  wie 
eine  Königin  in  ihren  Demantwändeu  ruhig  auf  ihrem  Polster  liegen/' 
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weldidr  zn  entnelimeii  ist  ^  wieTliül  von  jed^r  Minntif;  auf  ein  Ait  ^li<!^n, 
und  biBrauf  eioe  Keiha  von  producten  aus  ganseeo  Zahlen  und  Sniuinf^n 
von  Mtnailen,  Dfir  WortUnt*)  zi^igt  binUnglicl]  an,  daiss  man  r^»  nur  mil 
Tabellen  zn  thiin  bat.  Zeilenweise  stand  neWn  dem  Wort  odi*r  Zei* 
otieo  Yon  m  die  Mintitic^  nod  daneben  die  Anzahl  derlei b^ü,.  die  auf  nii)  n^ 
gehl;  und  hierauf  standen  dia  Faetoren  auf  der  einen  nnd  die  Froduete 
lof  der  anderen  Seite, 

FaBSt  man  aUo  noehtnal»  Ätlei  sosamtnen ,  was  sich  vom  cakuiys  dejt 
Viclorins  im  Bisherigen  ei-gab^  so  enthielt  derselbe  in  Z  e  i  e  h  e  n ,  schwer- 
lich auch  in  Worten  (n«  Christ,  S.  110 a*  100),  aber  mit  erlläatertiden  W( 
%en  begleitet^  folgende  Tabellen! 

1)  die  Pr od  acte  ans  dimidia  sextukt  a.  d,  a,  hin  1000  In  2  Q«  d«  a*  bis  GO^  < 

2)  die  Zerlegungea  von  ns^  x^  c  n*  e.  w»  in  2  Summandeo,  '    IN 
i)  die  Dififeren^en  der  llunderteft  Z^hnetf  Einer  nnd  Minntira( 

4)  die  Sammen  der  Minntien^  Einerf  Zehner,  Hnnderter,  '   ^ 

6)  die  Hinntlei]  ausgedrückt  in  ncrifmli,  , 
0)  die  Fred  acte  ans  den  Hinutien  in  sich  und  die  kt  ein  eres«  ^ 

113t 

7)  die  Produote  aus  1  — ,  t  ^ ,  1  —  ^  t,  2  —  u.  s«  w.  ia  aidif 

5)  die  MtQUtten  ausgedrückt  als  Theile  des  as^ 
9)  die  Producte  aus  gansen  Zahlen  und  Sntntnen  von  Minutien. 

Bedurfte  da»  RecliDen  mit  Columneo  solcher  ausgedehnter  Ta* 
hellen?  Es  machte  im  Gegentheil  dieselben  fiberfliitssig,  und  es  wir<l  wohl 
keinem  Zweifel  unterliegen ,  dass ,  wenn  Victorius  dasselbe  gekannt  hStte, 
er  besseres  zu  schreiben  gewusst  hätte. 

Beda. 

üeber  Beda  kann  die  Erörterung  kurz  sein.  Dass  die  Schrift  de  nu- 
merorum  divisione,  die  unter  seinen  Werken  abgedruckt  ist,  nicht  von  ihm 
ist,  sondern  von  Qerbert  herrtthrt,  ist  jetzt  unbestritten.  Dass  er  aus  dem 
calcülus  des  Victorius,  auf  den  Cantor  (S.  285)  aufmerksam  macht ,  die 
Rechnung  auf  dem  abacus  mit  Columnen  nicht  entnehmen  konnte ,  glaube 
ich  nunmehr  nachgewiesen  zu  haben.  Es  bleiben  also  nur  die  Bücher 
über  die  Rechenkunst  tibrig,  die  Cantor  (S.  295)  in  den  Regeln  Ober  den 
Abacus,  die  dem  Odo  von  Clünj  zugeschrieben  werden,  als  existirend,  als 
lesbar  angegeben  findet.  Es  ist  aber  an  der  betreffenden  Stelle  das  Wort 
comptifti 5  gebraucht,  womit  die  Zeitrechnung  gemeint  ist,  vorzüglich 
die  Osterrechnnng.     Diese  hat  aber  mit  dem  Rechnen  mit  Columnen 


,  ♦)  Primo  nempe  versu  huius  argitmenti  posi  assem  est  dimidia  sextuia,  quae  est  ipsius 
astis  pars  centesima  guadragesima  qitarta.  —  Post  htiec  ad  perficiendum  assem  undU  ad- 
duntur  minuiiaey  quae  quam  summttm  assium  faciant,  panditur  e  regiune. 
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nichts  gemein,  nnd  es  feblt  also  für  diese  jeder  Anhaltspunkt  bei  Beda. 
Dagegen  habe  ich  oben  aus  den  argumenta  lunae  1  Multiplication  nnd  2 
Divisionen  mitgetheilt,  die  zwar  zunächst  aus  dem  Kopf  oder  an  den  Fingern 
gerechnet  werden  konnten,  aber  im  Verfahren  dem  Kechnen  auf  Linien 
viel  näher  stehen  als  dem  mit  Columnen.  Dass  die  Anwendung  der  Mi- 
nntienzeichen  kein  Beweis  für  letzteres  ist,  ist  gleichfalls  oben  nachge- 
wiesen worden. 

Alcnin. 

Im  Bisherigen  waren  nur  Vermuthnngen  zu  untersuchen  und  nach- 
zuweisen, dass  sie  der  nöthigen  Begründung  entbehren.  Von  Alcuin  aber 
nimmt  Cantor  (S.  200)  als  gesichert  an,  dass  er  einer  von  den  Männern 
war,  welche  das  Rechnen  auf  dem  Abacus  mit  Hülfe  der  pythagorischen 
Zeichen  verstanden.  Wodurch  ist  nun  dies  gesichert?  \)  Arithmeti- 
sche Aufgaben  nnd  Auflösungen  werden  ihm  beigelegt,  von  denen 
aber  noch  nicht  erwiesen  ist,  dass  sie  von  ihm  sind.  2)  Auf  einem 
Schmutzblatt,  das  aus  dem  10.  Jahrhundert  stammt,  an  einer  Handschrift 
ans  dem  II.  Jahrhundert  fand  sich  eine  Anleitung  zum  Dividiren 
für  arabische  Ziffern  neben  den  römischen,  bei  welcher  Anleitung  der 
Name  Flaccns  vorkommt,  den  Alcuin  in  der  Academie  Karls  des  Grossen 
führte.  3)  £ine  Stelle  in  einem  Briefe  Alcuin^s  an  Karl  den  Grossen 
spricht  von  figurae  ariihmeticae  subtUitalis. 

Was  nun  zuerst  die  Aufgaben  nnd  Auflö^snngen  betrifft,  so  kenne  ich 
davon  I)  was  in  den  Werken  Beda's,  Basel  1503,  I,  col.  133 — 142,  2)  was  in 
den  Werken  Alcuin's,  Regensburg  1777,  T.  II,  Vol.  II,  S.  440—448,  3)  was 
im  Cod.  tat.  Mon.  14689,  Fol.  13*— -20%  steht.  Darnach  sind  mit  Recht  in 
der  Ausgabe  des  Alcnin  die  4  Abschnitte  bei  Beda  vor  den  proposiiiones  ad 
acuendos  jttvenes  weggelassen.  Die  4.,  für  welche  durch  den  Ausdruck 
verum  für  positive  und  minus  für  negative  Grössen  genügend  der  spä- 
tere Ursprung  erhellt,  fehlt  im  Cod,  Mon,,  der  die  anderen  3  enthält,  aber 
erst  nach  ihnen  (13^)  die  Rubrik  zeigt:  Incipiunt  prop.  ad  ac.  juv.  Das 
Uebrige  ist  am  vollständigsten  im  Cod.  Mon.  erhalten,  der  auch  alle 
Lösungen  enthält,  ja  noch  5  weitere  dazu,  für  die  sich  die  eigentlichen 
proposiiiones  nicht  finden,  aber  wohl  ähnliche,  die  also  späterer  Zusatz 
sein  mögen.  Sämmtliche  Aufgaben  aber  sind  solche,  die  sich  dnrch  die 
Kenntniss  einfachster  Multiplication  nnd  Division,  oder  dnrch  Aufbietung 
von  Scharfsinn  lösen  lassen.*)    Vergleicht  man  sie  mit  dem,  was  Terqnem 


♦)  Heispiclc  davon  hat  Cantor  8.  2S7~288  ^cs^eben.  In  der  lÖ.  Zeile  v.  o.  auf 
8.  287  ist  ain  störcndor  Druckfehler  zu  verbessern;  statt  erkauft  mnss  es  vor  kauft 
heissen.  WHrcn  die  Schweine  in  gleicher  Weise  verkauft  und  gekauft  worden,  dann 
wären  unter  den  2j0  nur  100  bessere  gewesen  und  sie  hätten  also  keine  120  verkau- 
fen können,  so  dass  das  Ganze  ein  schlechter  Witz  gewesen  wäre.    D«.t  \»Aa!^vqJv^Ov\^ 


n  ^hnen  tnit  ColumBeb  vor  dem  10«  Jahrhundert. 


— ^«^i^ 


im  Jmtrmtl  de  Math,  p,  TJomiile  1841,  S,  275— 2Ö6,  inibesoiider^  8*  200 — S&t 
von  der  Arithmetik  des  Ibn-Earft  unttijeilt,  der  zwischen  llöft  iiinl  1110  ge- 
storben istf  80  lässt  eich  nieht  vei kennen,  dum  leUteres  Ruf  einer  inerklkli 
liöh  ereil  Stufe  ntebt  und  aus  gan^s  nnderrn  Sebiile«  hervorging,  al* 
im  Abendland  zm  ündcn  waren.  Jene  Aufgaben  und  Läsungen  gehtinrn 
dtao  ohne  Zweifel  denr  ktehiischen  AbendUnde  ati«  Utid  können  wokl^ 
wenigstens  35 um  Theil,  durch  Ale u in  selbst  i>dpr  in  seinen  Schulen  enU*tÄn- 
den  sein;  aber  wenn  wir  atich  diases  gana  genau  wÜKsten,  sq  wäre  dacli 
für  die  tragllche  Sacho  nichts  gewonnen ,  weil  die  Löisnngeti  darebaui 
keine  Andeutungen  enthalten,  aui  denen  auf  die  Art  der  Ausrechnung  des 
Kinsselnnn  geschloMen  werden  könnte. 

Anders  steht  ch  mit  dem  Fund  des  II.  Bibliotbekarä  Dr.  Bethmann^ 
Cantnr  knüpft  daran  die  wdieat  gchei^den  Hoffnungen,  Ich  vermag  sit* 
jetzt  so  wenig;  zu  theilen,  als  leh  «ie  damals  hegen  konnte,  als  ich  die  Ati' 
metkung  S,  41 — 42  meines  Schriftchens  über  Gerbert  schrieb.  Wa*  uiich 
bedenklich  macht,  ist  1)  der  von  Bethmann  mitgetheitte  Anfang;  Si  ^m 
(vielleicht  vis?)  scire,  rjtitiiiem.  Er  erinnerte  mich  an  den  Anfang  der 
le tasten  Kegel  bei  Gerbert:  Si  volueris  uüsst^,  t/uot  tiivisores  sinl  in  quitWid 
dmäetido.  2)  Ich  sehe  nicht  eiOi  wie  tu  der  Anleitung  zum  Dividireu  die 
Verse  Platz  haben: 


xaerst  in  die  125  besseren  und  in  die  125  geringeren  abgetheilt,  und  dann  voa  jedem 
Thcil  120  verkauft  und  zwar  von  den  besseren  je  2,  von  den  geringeren  je  3  um  einen 
Solidns.  — Dass  die  42*  Aufgabe  die  Summation  einer  aritfametisclien  Beilie 
lehre,  kann  leicht  sn  günstig  verstanden  werden.  Die  Lösung  zeigt  einen  ztenili^ 
niedrigeren  Standpunkt.  Die  Reihe  i,  2,  3  . . .  100  wird  nämlich  in  folgender 
-Weise  summirt;  i  +  09=>100,  2+08=100,  u.  s.  w.  bis  40+51  =100,  so  dass  100 
40  mal  vorkommt.  Dazu  kommt  50  und  100  ftir  sich  XO«  *^*^  die  ganze  Siunma 
40.100+50+100.  —  Eine  Stelle  im  31.  Brief  des  Alcuin  äd  Arnonem  gieht  einen 
weiteren  Beleg,  dass  Alcuin  an  die  Suromation  einer  Reihe  nach  einer  Regel  niekt 
dachte.  Dieselbe  lautet:  8i  ab  uno  wque  ad  »epHmam  decimam  ^ummam  tingulo» 
numero8 per  augmenla  computooeris,  posteriores  numeros  semper  prioribus  ad- 
Jungens,  toHus  ctiladationis  summa  in  CLIIl  adcresdt.  —  Auch  die  20.  Aufgabe  er- 
scheint nach  Cantor*s  Darstellung  in  einem  günstigeren  Lichte  als  sie  verdient. 
Wenn  nämlich  Cantor  sagt,  der  Verfasser  denke  sich  die  Stadt  in  Gestalt  eines 
Rechteckes,  so  widerspricht  dem  die  Ueberschrift  der  Aufgabe:  de  ciüiiate  ro- 
tunda.  Freilich  wird  mit  der  runden  Stadt  verfahren  wie  mit  einer  rechteckigen, 
aber  darin  zeigt  sich  eben  der  niedrige  Standpunkt  des  Verfassers.  —  Der  Name 
aenignuita  itrithmetica ,  der  von  späterer  Hand  im  Münchner  Codex  beigeschrieben 
wnrdCf  ist  wohl  der  günstigste  noch,  den  man  der  ganzen  Sammlnng  geben  kann,  von 
der  noch  folgende  Aufgaben  als  CuriositUten  mögen  angegeben  werden: 

11.  Aufgabe:  Wie  sind  Söhne  verwandt,  deren  Väter  Schwestern  heirathen? 

14.         „  Wie  viel  Fussstapfen  hinterlässt  ein  Ochs,  der  einen  Tag  lang  pflügt, 

in  der  letzten  Furche?  —  Antw.  Keine,  weil  die  Pflugschar  sie 
wegnimmt. 

17.         „  3  Brüder  und  3  Schwestern,  von  denen  jede  durch  einen  der  erste- 

ren  gefährdet  ist,  sollen  je  zu  2  ungefährdet  über  einen  FIuss  ge- 
setzt werden. 

43.        „  30   oder  300  Schweine  in  3  Tagen  je  in  ungerader  Anzahl  zu 

schlachten.     Antw.  Haec  fabtda  est  tantum  adpueros  increpandos\ 
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Time  monuii  Flaccus,  veniai  quo  primus  agogus 

Quem  petat  exegiy  Francum  rcfcrt  Ariberlutn. 
Man  schrieb  in  die  Codices  gar  mancherlei  Dinge  nnmittelbar  aneinander, 
so  dass  diese  Verse  nnd  das  Kechenexempel  möglicher  Weise  gar  nichts 
mit  einander  gemein  haben. 

Allein,  auch  abgesehen  von  der  Autorschaft  des  Alcuin ,  die  darnach 
auf  sehr  schwachen  Füssen  steht,  ist  es  von  Bedeutung,  dass  unsere  arabi- 
schen Ziffern  im  10.  Jahrhundert  in  einem  Rechenexempel  vorkommen,  sei 
es  von  welcher  Hand  auch  immer.  Es  liegt  jedenfalls  eine  Spur  von  ele- 
mentarem Rechnen  vor.  Ob  aber  vom  Rechnen  mit  Columnen?  —  Ich 
kann  es  nicht  glauben.  HKtte  Bethmann  Columnen  angewendet  gesehen, 
■o  würde  er  es  gewiss  mitgetheilt  liaben ;  da  er  von  einem  Rechenexempel 
spricht,  so  liegt  es  viel  näher ,  an  ein  Verfahren  zu  denken ,  das  unserem 
jetzigen  entspricht.  Demnach  hätten  wir  hier  das  älteste  Document  für 
unser  jetziges  Zifferrechnen,  wie  Bethmann  selbst  sagt:  „Somit  wäre  der 
Gebrauch  des  dekadischen  Zahlensystemes  schon  zu  Karls  des  Grossen 
Zeiten  nachgewiesen".  Die  Möglichkeit  für  das  10.  Jahrhundert  lässt 
sich  nach  dem  nicht  leugnen,  was  Woepcke  im  Journal  asiatigue  18C3  von 
indischer  und  arabischer  Rechenkunst  ermittelt  hat.  Nachdem  Alkhd- 
rizmi  sein  Werk  um  die  Mitte  des  9.  Jahrhunderts  verfasst  hatte,  konnten 
im  10.  Jahrhundert  einzelne  Stücke  davon  immerhin  im  christlichen 
Abendlande  bekannt  sein.  Ob  solches  schon  zu  Karl  des  Grossen  Zeit 
möglich  war,  während  Alkhdrizmi  von  den  Indern  lernte,  scheint  mir 
höchst  zweifelhaft. 

Woepcke  spricht  a.  a.  O.  S.  480 — 481  in  der  Anmerkung  noch  von 
einer  anderen  Mittheilung  des  H.  Bethmann  an  die  Akademie  zu  Berlin, 
wonach  Karl  der  Grosse  seinen  Hofleuten  Aufgaben  vorlegte ,  welche  die 
Anwendung  von  9  Ziffern  und  der  Null  voraussetzen.  Allein  auch  für 
diese  fehlen  leider  die  näheren  Angaben  und  nur  so  viel  ist  das  wahr- 
scheinlichste, dass  vom  Rechnen  mit  Columnen  keine  Spur  vorliegt. 

Dip  3.  Stütze  für  Cantor^s  Annahme  ist  eine  Stelle  in  einem  Briefe 
des  Alcuin.  Dieselbe  lautet  nach  dem  Texte  der  oben  erwähnten  Aus- 
gabe von  Alcuin's  Werken  Tom.  I,  Vol.  I,  S.  126:  „Ich  schicke  Eurer 
Excellenz  einige  Redensarten  {species  dictionum)  belegt  durch  Beispiele 
oder  Verse  des  ehrwürdigen  Vaters  (BedaV)  und  einige  Figuren  der  feine- 
ren Arithmetik  zum  Vergnügen,  auf  einem  Blatt,  das  Ihr  mir  leer  zuge- 
sendet; damit  das,  was  nackt  sich  meinem  Auge  zeigte,  bekleidet  zurück- 
käme, indem  ich  es  für  geziemend  hielt,  dass  das  von  mir  der  Ehre,  be- 
schrieben zu  werden,  gewürdigt  würde,  was  durch  Euer  Siegel  geadelt  zu 
mir  kam.  Sind  der  Belöge  zu  den  Redensarten  zu  wenig,  so  wird  Bese- 
leel  (Eginhard),  Euer  und  mein  vertrauter  Beistand,  von  den  Versen  des 
Vaters  welche  dazu  thun  können.     Auch  vermag  ^t  4\<i'^^\^^  ^^x  Yv^jx- 
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Wtf  tf  «<^li^rWNA^)^ w  » 


i*^HigB^iffi^?iM  i'  ^t^m 


ren  (raüiofteff  fgßKtmnm)  im  Buch  der  arithttetliekee  Winsenäch^ft  elnKa- 
sehao/^ 

Et  ist  deraas  leicht  m  entnebraen,  weichet  weite  Feld  di^r  Vlr^ 
nnlhong  hier  offen  bleibt,  was  die  figurw  orMmi^ae  sutUhUitii  gtsweatn 
■ein  mOgeo.  Bs  wird  am  besten  sein,  sieb  danm  n  hulten ,  duas  di«  Er« 
klSrnng  an  diesen  Figoren  in  einem  Werke  über  ArithtDetik  be* 
reits  Torhanden  weir,  nnd  dass  also,  wenn  es  skh  scigci»  gollt«,  djui 
das  Rechnen  mit  Colnmnen  erst  in  Oerbert*s  Zeit  oder  kursi  vorhi^r  te 
Schrillten  dargelegt  wnrde»  jene  figurae  Ton  diesem  mvhts  eothklUiL 
Dasu  sei  noch  etwfthnt,  dass  einerseits  die  Arithmetik  des  Hnethiii 
figturae  genug  enthält,  welche  lum  Yeignügen  anf  ein  BUtt  Faiiit^r  deb 
aeichnen  Hessen,  andererseits  die  Zahlenmystik  x.n  Za1i1o»gruji[ytruit- 
gen  Ton  selbst  fQhrte«  Dass  aber  Alcnin  einer  mystiächen  Deutung  d«t 
Zahlen  sugetban  war,  ergiebt  sieh  anf  das  Bestimmtfi»ti^  aus  dtrm  ri;>,  Britta 
der  an  Karl  gerichtet  ist  und  die  Frage  erOrtert,  c^nr  SipUtageumu»  ei  Stxth 
geiümus  vel  Quinquagenrnui  Ordoper  dies  dommicot  mtle  Quadni^csimum  dicai«r 
vd  colatm'.  (Man  Tergleiehe  noch  den  60«  Brief,  der  dio  Antvrort  dei 
Königs  enthiüt,  nnd  den  75.  and  154.  Brief.)  Dasn  engt  Ak^iu  noch  su«- 
drficklich  am  Schloss:  Pöiesüs  ex  hae  tpeeylatione  pest-u  äemom(rart  familia 
rilmsy  quam  Juamda  est  ei  tUilit  ariihmeiicae  äUcii*Unt*e  cognitio*  Eh  er- 
giebt sich  daraus,  wie  mir  scheint,  deutlich  g^nag,  dn»^  dio  ftriilim^Hra  dem 
Alcuin  in  Theorie  bestand  {tpeculaüoi).  Das  prsktiticha  Kfichnen  l^e- 
seichnet  er  mit  ealculalio^  ein  Name,  der  Ton  sellfii  »uf  dns  Rediuf^ii 
anf  Linien  verweist.  Eben  dahin  weist  endlich  noch  die  Stelle  im  0^ 
Brief,  in  der  die  Vertbeilung  von  10%  horfie  auf  30  Tage  ausführlich  be- 
schrieben ist.  Es  findet  keine  eigentliche  Division  statt,  sondern  du 
möglichst  grosse  Prodnct  von  30  wird  abgezogen,  gerade  so,  wie  es  bei» 
Bechnen  anf  Linien  geschieht. 

So  lange  also  nicht  überzengendere-  Beweise  beigebracht  werden, 
mns8  ich  daran  festhalten,  dass  Alcuin  das  Rechnen  mit  Columnen  nicht 
kannte. 


Odo  von  Clüny. 

Endlich  ist  noch  Odo  von  Cltiny  an  besprechen.  Hier  kommt  eine 
förmliche  Abhandlung  über  den  Abacus  oder  das  Rechnen  mit  Columnen 
in  Frage,  so  dass,  wenn  die  Autorschaft  erwiesen  wttre,  ein  bedeutender 
Vorgänger  von  Oerbert  sich  gefunden  hätte.  Denn  der  Abt  von  ClQny 
starb  042  oder  043  und  hätte  darnach  seine  Regeln  über  den  Abacus  vor 
Gerbert^s  Regeln  verfasst.  Es  liegt  aber  hier  derselbe  Fall  vor,  wie  bei  der 
Geometrie  des  Boethins,  dass  es  nämlich  in  Zweifel  gezogen  werden  kann, 
ob  jener  Odo  wirklich  der  Verfasser  gewesen  ist.  Die  betreffenden  Regeln 
sind  nur  aus  einem  Codex  des  13.  Jahrhunderts  entnommen  nnd  man  weiss 
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voll  einem  Odo,  einem  Abi  von  Moriraont,  der  1200  gestorben  ist  nnd  über 
die  Bedeutung  der  Zahlen  geucbrieben  hat,  möglicher  Weise  also  der 
Verfasser  auch  jener  Hegeln  sein  könnte  (s.  Cantor,  8.  .302).  Es  muss 
demnach  das  Urtheil  über  diese  Arbeit  gleichfalls  ausgesetzt  werden,  bis 
die  Entwickeinng  des  Rechnens  mit  Oolnmnen,  wie  es  sich  aus  den  be- 
kannt gewordenen  Abhandlungen  darüber  ergicbt,  im  Einzelnen  dargelegt 
ist.  Dann  wird  eine  nähere  Zeitbestimmung  möglich  sein.  Jetzt  muss 
ich  aber  ftber  das  sprechen,  was  Cantor  in  der  Einleitung  zu  diesen  Ke- 
geln gefunden  hat. 

Dass  daraus  nicht  auf  ein  Werk  Beda^s  über  die  Rechenkunst  ge- 
schlossen werden  darf,  ist  oben  bereits  nachgewiesen.     Das  Nächste  ist 
£e  Erwähnung  des  Pythagoras.     Hier  hätte  Cantor  den  Satz:  ui  maw- 
nm  relatione  didicimus,  nicht  von  seinem  Nachsatze  huius  artis  inventorem 
Pflhagoram  habemus  trennen  sollen.     Denn  dass  ein  Verfasser  von  Regeln 
ftber  den  Abacus  die  Verwickelungen  auf  demselben  durch  die  Ucberliefe- 
rong  der  Vorfahren  gelernt  hat,  passt  nicht  zusammen.    Vielmehr  sagt  der 
Verfasser:  „So  viel  wir  durch  Ueberlieferung  wissen,  haben  wir  an  Py- 
thagoras den  Erfinder  dieser  Kunst.*'     Die  Ueberlieferung  gilt  aber  von 
dem  allein   im  Alterthum   bisher   nachweisbaren  Abacus   mit 
Linien.  —  Eine  weitere  Stelle  lautet:  Hanc  antiquitus  graece  conscriptam 
ä  BoeHo  credimus  in  latinum  translalam,     Sed  qtiia  Über  huius  arlis  est  diffi- 
eiHt  legeniibuSf  quasdam  regulas  ....  decerpere  inde  curavimus,     Cantor  fragt 
(S.  296),  ob  es  mehr  brauche,  um  den  Beweis  zu  Hofern,  dass  Odo  auf  dem 
Böden  der  Geometrie  des  Boethius  steht.     Allerdings  braucht  es  hier  noch 
mehr  und   zwar  viel  mehr!     Dass    der  Verfasser   selbst  seiner   Sache 
nicht  gewiss  ist,    drückt  er  ehrlich  genug  durch  credimus  aus.     Es 
Kogt  auch  offenbar  eine  Verwechslung  der  Arithmetik  mit  den  Regeln  Über 
den  Abacus  vor.     Die  griechische  Arithmetik  des  Nikomachus  hat  Boe- 
thiQs,  wie  allbekannt,  ins  Lateinische  übersetzt;  davon  hatte  der  Verfasser 
^was  gehört  und  bringt  diese  Reminisccnz  vorsichtig  an.     Hätte  er  aber 
die  Geometrie  des  Boethius  gekannt,  so  würde  er  ja  aus  dieser  gewusst 
laben,  dass  nicht  Boethius,  sondern  Archytas   der  Uebersetzer 
üt!    Freilich  Cantor  behauptet  selbst  nicht,  dass  der  Verfasser  die  Geo- 
Qietrie  des  Boethius  kannte,  die  uns  jetzt  vorliegt,  und  zwar  nicht  etwa 
die,  welche   in   den  Drucken   und  den   schlechteren  Mss.   steht,  sondern 
i^cht  einmal   die,   welche   die   besten  Handschriften  haben.     Denn,   wie 
Cantor  selbst  erwähnt, 

1)  der  Verfasser  weiss  nichts  von  den  fremdartig  klingenden  Na- 
^^n\  die  deshalb  in  den  Mss.  in  Erlangen  und  Charters  interpolirt  sind 
(8.297); 

2)  kommt  bei  ihm  das  Wort  Differenz  und  wahrscheinlich  auch  die 
^iTision  mit  Differenzen  nicht  vor  (S.  299); 


i 
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3)  stimmen  die  Namen  der  Brachtheile  mit  den  Boetliitclien  mit  we- 
nigen Ausnahmen  nicht  überein  (S.  300). 

Dazu  kommt  in  diesen  Kegeln ,  aber  nicht  bei  Boethius,  adcus 
als  kleinste  Brucheiubcit  vor  (S*.  300),  und  der  Ausdruck  arcus  ftir  eine 
Columne,  was  Cantor  selbst  veranlasst,  die  Abhandlung  als  im  11.  Jall^ 
hundert,  oder  nicht  gar  weit  davon  entfernt,  verfasst  anzusehen  (S.  296). 
Weiter  kommt  in  diesen  liegein,  aber  nicht  bei  Boethius,  vor 

1)  die  Vereinigung  von  3  Columnen  durch  einen  grösseren  Bogen, 

2)  die  Ausdrücke  perfecius  numerus  für  100,  100000  u.  8.  w.,  summa  und 
fundamenlum  für  die  Factoren  des  Productes,  adunatio  und  coUecHo  charae- 
ientm  für  die  Addition,  accipere  für  das  Zulassen  einer  Division  in  eine 
Zahl,  intcgra  pars  für  „ganze  Zahl*%  abacisla  für  den  des  Bechnens 
Kundigen, 

3)  die  Regel  für  die  Multiplication  mehrziffriger  Zahlen, 

4)  die  Einthcilung  der  Division  in  simplex,  composUa  und  interruptOy 

5)  Das  Vorrücken  des  Divisors  zum  Dividiren. 

Wirft  man  endlich  die  Frage  auf,  welche  Kegeln,  die  bei  Boethias 
Hteheu,  hat  denn  der  Verfasser  excerpirt,  so  lässt  sich  keine  einzige  als 
solche  bezeichnen.  Die  Kegeln  über  die  Multiplication  sind  in  der  Geo- 
metrie des  Boethius  viel  ausführlicher  angeführt,  die  über  die  Division 
sind  ganz  anderer  Art,  von  den  Minutien  endlich  findet  sich  bei  Boethias 
nur  die  figura  minuliarum ^  hier,  wenn  auch  keine  Regeln,  doch  wenigstens 
ein  ausführlich  beschriebenes  Excmpel. 

p]s  ist  also  klar,  dass  das  Exemplar  der  Geometrie  dos  Boethius,  wenn 
überhaupt  ein  solches  dem  Verfasser  dieser  Regeln  vorlag,  ein  ganz  an- 
deres Buch  gewesen  sein  müsste,  als  dasjenige,  das  jetzt  als  solches 
gilt  und  dessen  Aechtheit  Cantor  mit  so  viel  Mühe  nachzuweisen  gesucht 
hat.  Stünde  fest,  dass  jeuer  Verfasser  wirklich  ein  Buch  von  Boethius 
excerpirt  hat,  dann  wäre  der  unwidcrleglichste  Beweis  geliefert,  dass  die 
Anhänge  in  der  Geometrie  des  Boethius  nicht  von  diesem  sind.  Allein 
der  Verfasser  spricht  nur  von  dem  Über  huius  arlis,  womit  ebensogut  ein 
damals  in  den  Schulen  gebrauchter  Leitfaden  gemeint  sein  kann,  wie  ein 
ähnliches  Werk  Alcuin  in  dem  obenerwähnten  Brief  an  Karl  den  Grossen 
mit  lihrllns  arilhmcticac  discipUnae  bezeichnet. 

Ist  so  die  Beziehung  des  Verfassers  jener  Kegeln  zu  Boethius  eine 
höchst  fragliche,  so  lässt  sich  eine  andere  Quelle  desselben  mit  ziemlicher 
Sicherheit  nachweisen.  Cantor  glaubt  dem  Verfasser  Kenntniss  der  he- 
bräisch en  Sprache  beilegen  zu  müssen,  so  dass  er  möglicher  Weise 
Einiges  aus  jüdischen  (Quellen  gescluipft  hätte.  Aber  im  24.  und  25. 
Cnp.  des  IC).  Buches  der  Etymologien  des  Isidonis  llis])alensis  ist  das  he- 
bräische Wissen  unseres  Odo  und  noch  Aehnliches  dazu  bequem  zu  haben 
gewesen. 

Kb  ibt  nun  noch  übrig,  wenigstens  Einiges  über  die  Khy  thmimachie 


Von  Prof.  Fribdlein.  327 

«nsugeben,  die  gleichfalls  mit  dem  Abt  von  Clüny  in  Vorbindnng  gebracht 
wurde,  weil  der  Gedanke  nahe  liegt,  dass  aus  der  Beschreibung  eines 
Zahlenkampfes  Andeutungen  über  das  damalige  Anschreiben  und  Be- 
handeln der  Zahlen  entnommen  werden  könnte.  Diese  Erwartung  wird 
aber  von  den  Abhandlungen  nicht  erfüllt,  die  in  Gerbert,  scripU,  eccles,  de 
mus,  Tom.  /,  S.  285—205,  abgedruckt  sind.  Ich  sage  Abhandlungen,  weil 
dort  nicht  eine,  sondern  zwei  verschiedene  Arbeiten  vorliegen.  Die 
erste,  S.  285—201,  scheint  die  Arbeit  des  Erfinders  dos  fraglichen  Spie- 
les zu  sein,  da  er  S.  28C  angiebt,  dass  er  die  Aufstellung  der  zum  Kampfe 
dienenden  Zahlen  memor  praeceptorum  trium  Boetii  ausgeführt  habe, 
worunter  wahrscheinlich  die  praecepta  über  die  multipUces,  super parlicular es 
und  superparlientes  verstanden  sind,  vielleicht  aber  auch  die  praecepta  über 
geomeirica,  arUhmetica,  harmonica  proporlio.  Das  Spiel  ist  nämlich  kein 
Spiel  mit  Zahlen  für  sich,  sondern  mit  Zahiverhältnissen.  Auf  jeder 
Seite  werden  4  Paar  muUiplices,  4  Paar  superparticulares  und  4  Paar  super- 
parlientes aufgestellt  und  damit  muss,  wenn  der  glänzendste  Sieg  errungen 
sein  soll,  die  maxi/na  et  perfecta  harmonia  hergestellt  werden ,  quae  quatuor 
constans  terminis  celeras  in  se  continet  (res,  geometricam^  arithmeticam,  harmoni- 
cam  et  insuper  proportiones  omnes  musicarum  symphofiiarum.  Darnach  möchte 
ich  glauben,  dass  der  Erfinder  keine  o^Ofiofio;^/a,  sondern  eine  ^ti^fiofittx^a 
beabsichtigte  und  demgemäss  den  Titel  Rhythmimachia  ganz  richtig  schrieb. 
Die  2.  Arbeit  (S.  291 — 205)  erklärt  zwar  den  Namen  durch  uumerorum 
pugna,  aber  der  Verfasser  scheint  nicht  blos  in  übergrosser  Bescheidenheit 
ignorantia  (S.  202)  von  sich  zu  bekennen.  Aus  seinem  höchst  abgeschmack- 
ten Gerede  ist  nur  hervorzuheben,  dass  er  das  Spiel  eine  novella  plan- 
iatio  nennt,  deren  Urheber  {huius  artis  panditor)  als  omnium  liberalium 
imhutum  scientia  bezeichnet  und  salva  ipsius  personae  auctoriialc 
„von  der  Wiese  des  Schriftwerkes  desselben  von  Honig  fliessende  Blüm- 
lein aufliest  und,  weil  sie  für  seine  Unwissenheit  gut  sind,  aufhebt'^  Aus 
beiden  Arbeiten,  die  vielleicht  c.  1200  anzusetzen  sind,  ergiebt  sich  eine 
Belehrung  über  das  elementare  Rechnen  nicht. 

Die  Kabbai a. 

Die  bisherige  Untersuchung  hat  dargethan ,  dass  vor  dem  10.  Jahr- 
hundert nach  Christus  weder  bei  den  Griechen  noch  bei  den  Römern,  noch 
im  christlichen  Abendlande  eine  sichere  Spur  von  dem  Rechnen 
mit  Columncn  zu  finden  ist,  wenn  man  die  Geometrie  des  Boethius, 
deren  älteste  Handschriften  dem  11.  Jahrhundert  angehören,  und  die  dem 
Odo  von  Clünj  beigelegten  Regeln  über  den  Abacus,  die  einer  Hand- 
schrift des  13.  Jahrhunderts  entnommen  sind,  zunächst  bei  Seite  lässt. 
Ein  Fundort  für  solche  Spuren  könnten  noch  die  kabbalistischen  Schriften 
sein.     Ich  konnte  zum  Nachsuchen   die  A'abbala  dcnudata,  ^xAi^i^Oö.  NSra 
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bis  1678,  Uüd  A,  Frftnek»  difi  KahHaln;  nos  dem  Fmnz^aischen  von  Afi,Oci- 
llnckt  Leipzig  1844,  beiiüUtni.  Im  ersteren  Werke  fatid  Ich  den  AuMlrutrk 
mtummii!  und  ferner  diijiiüs  und  firiiciilus^  letiitere  alier  in  viel  atiderecii  Siuja 
gebraucht,  ak  eie  in  r!pr  Ileclinnng  mit  Uohimnen  vorkonimen. 

Citlitmnni'  oUer  c{{tsitt*it  l(piMs*en  (I,  S,  272)  dici  fietikrecbten,  WÄg^örecüi^^n 
und  In  den  Di»gürialeu  ziehenden  JiciLien  von  Znldetif  auä  denen  die  cameae 
der  Moüiltef  in  Felder  {hndnmeuia  triict*iationis)  abg  et  keilte  Qnjid&At«, 
[tctüt),  lesteheu  «*  B.  I,  S<  tm 

camea  plumbi 

4        (I        2 

3        5        7 

6        1        0 

welelin  Zahlen  aber  mit  den  liebräieohen  Zahl  buchs iahen  gescbri«* 
ben  sind,*) 

Vün  dea  digiti  heilst  es  I^  S.  145:  decfm  digUi  dnignanl  decem  sfpftiroih 
nnd  III  nnd  IV,  S-  ISi ;  dec^m  dujUi  martuum  referant  dccem  uphiroih*  Wti 
diese  sind,  beäliuinit  Franek,  S.  12t),  in  folgfüider  Weise:  „Die  zehn  Seß- 
jol,  durch  welche  das  unendliehe  Weaen  sich  zuerst  nmnifestlrte,  sind 
nichts  anderes,  als  die  Attribute,  die  an  nnd  für  sich  keine  subsUnaielle 
Kealitlit  haben;  in  jcsdem  dieser  Attribute  i»t  die  göttliche  Suhstanz  gaiia 
repräseutirt  nnd  Äusammengenöraiuen  mache p  «ie  die  erste,  voUstÄndigste 
nnd  b<Jcb»te  aller  göttlichen  Mantfe^tntionen  ans",  VgL  Kabb,  dennd.  \l\ 
und  IV,  S.  148-149. 

Articuli  heissen  in  der  Kabbala  die  einzelnen  Buchstaben  oderaseh 
2  zusammen,  aus  denen  ein  Wort  besteht ,  und  die  als  Glieder  oder  Theile 
desselben  aufgefasst  werden.  Belege  dafür  finden  sich  III  und  IV»  Seite 
197—196  in  den  SS.  17— >9  und  S.  199  §  10. 

Als  Beispiel  einer  kabbalistischen  Rechnung  wird  es  genügen, 
die  Stelle  II,  S.  167,  Thesis  109  mitzutheilen :  Nomen  KOp  [1,  60,  lOO],  ue. 
•T^nK  sub  plenittidine  Joddin:  h.  m.  ^*\  IV  "TJ  Sj^K  el  Nomen  p  [50,  2]  e  Te- 
tragrammaio  tlT\  11  T\T\  Tl*^   effidunl  213;    quibus  adde  3  porliones  Notnimt 


*)  Warum  diese  tou  den  Kabbalisten  gebrancht  wurden,  ergiebt  sich  besonders 
aus  der  sogenannten  ^^ma/rta,  der  Kunst,  die  Buchstaben  eines  Wortes  nach  ihrem 
Zahlenwerth  zurechnen,  damit  Summen  zu  bilden,  und  die  Worte,  welche  gleiche 
Summen  ergeben  oder  Producte  von  der  Summe  anderer,  auf  die  phantasiereichste 
Art  in  Verbindung  zu  bringen.  —  Wenn  Gerhardt  in  seinem  Programm,  Salswedel 
1853,  S.  8  in  der  Note  sagt:  „Die  jüdischen  Commentatoren  der  Kabbala  nnd  die  jü- 
diKchen  Mathematiker  des  früheren  Mittelalters  scheinen  sich  vorzugsweise  der 
Gobar-Ziifern  bedient  zu  haben**,  so  gilt  dies  wohl  nur  von  einer  Zeit,  in  welcher  die 
Gobar-Ziifern  überhaupt  schon  in  den  Rechnungen  und  zum  Anschreiben  angewendet 
wurden.  Der  älteste  jüdische  Schriftsteller,  von  dem  ich  angegeben  fand,  dass  er 
über  die  indische  Rechnung  oder  Gobarrechnung  schrieb,  ist  Abu  8ahl  Do- 
nasch ben  Tamim  (c.  845 — 933).  S.  Fürst,  Geschichte  des  Karäerthums ,  Leipsig 
1862,  S.  127,  und  Steinschneider,  Jetinsh  lUerati^e]  London  1857,  S.  192  und  163, 
Note  98. 
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Ü^^H^  sie  divisas  O^  H  ^^^  et  habebis  216  et  si  adjeceris  Nomen  3^  [2,  70],  fieni 
288  juxta  valorem  vocis  "ID^?*^  [200,  2,  70,  10,  6].  —  Aehnliches  ist  III  und 
IV,  S.  143—144  zu  finden. 

Es  ergiebt  sich  daraus,  dass  ans  der  Kabbala  för  das  elementare 
Bechnen  nichts  zu  entnehmen  ist,  nnd  dass  überhaupt  die  Kabbala  in  der 
Zeit,  in  welcher  sie  entstand,  wohl  die  ersten  7  Jahrhunderte  unserer  Zeit- 
rechnung (Franck,  S.  65,  94  und  07)  keinen  Anlass  bot,  nach  besonderen 
Zahlzeichen  sich  umzusehen  und  das  elementare  Bechnen  zu  verbessern. 
Gruppirungen ,  Additionen,  einfache  Multiplicationen ,  die  sich  leicht  mit 
den  Fingern  ausführen  Hessen,  sind  alles,  was  sie  bedurfte,  und  erst  das 
spätere  Mittelalter  hat  die  Spitzfindigkeiten  ausgedacht,  die  einen  ge- 
wandteren Bechner  erfordern.     Vgl.  Franck,  S.  149. 


Diese  Beschäftigung  mit  der  jüdischen  Wissenschaft  veranlasste 
mich,  überhaupt  in  dieser  Literatur  weiter  nachzusehen  und  der  Güte  der 
Herren  Professoren  Delitzsch  und  Spiegel  verdanke  ich  die  Benützung 
der  bereits  erwähnten  Werke  von  Steinschneider,  Franck  und  Fürst,  fer- 
ner von  Zunz,  Zur  Geschichte  und  Literatur  I,  1845,  Sachs,  die  religiöse 
Poesie  der  Juden  in  Spanien  1840,  Lewisohn,  Geschichte  und  System  des 
jüdischen  Kalenderwesens,  1856,  Chwolsohn,  Die  Ssabier  1856,  Joel,  die 
Beligionsgeschichte  des  Sohar,  Wenrich,  de  aucL  graec,  vers.  et  comment.  etc, 
Lips.  1842. 

In  keinem  dieser  Werke  habe  ich  eine  Andeutung  über  das  Bech- 
nen mit  Columnen  gefunden,  während  des  Bechnens  mit  den 
Fingern  und  mit  den  Go  bar  Ziffern  Erwähnung  geschieht.  Die  ein- 
zige Stelle,  die  man  darauf  beziehen  könnte,  ist  in  der  93.  Note  bei  Stein- 
schneider (Jewish  Lit.  S.  363),  wo  gesagt  ist,  dass  Abu  Sahl  ben  Tamim 
die  Existenz  der  Null  nicht  kennt,  sondern  die  Gobarzifi'ern  anwendet,  die 
Sacy  gefunden  hat.  Allein  nach  dem,  was  Woepcke  im  Journ.  asiaU  1863, 
S.  244 — 246,  von  der  Gobarschrift  anführt,  ist  man  nicht  mehr  berechtigt| 
aus  dem  Fehlen  der  Null  bei  der  Angabe  der  Zeichen  sofort  auf  das  Co- 
lumnensystem  zu  schliessen,  wenigstens  nicht  in  Werken  des  Orients. 

Dagegen  glaube  ich  folgende  Angaben  aus  Wenrich  hier  anführen  zu 
sollen ,  die  für  das  Bechnen  mit  Columnen  erheblich  sind.  Es  heisst  dort, 
S.88 — 89,  dassDschemaluddin,  geb.  1172,  gest.  1 248,  Wezir  des  AlmalekAlaziz 
und  Verfasser  einer  Geschichte  berühmter  Männer,  von  Pythagoras  ein 
Buch  über  die  Arithmetik  und  Musik  erwähnt,  und  ein  Buch  über  die 
Arithmetik  auch  Jo.  Malalas,  Chron.  t.  I,  p.  201;  ferner  dass  Ebn  Ali 
Osaibea,  geb.  1203,  gest.  1269,  Verfasser  von  Lebensbeschreibungen  von 
mehr  als  300  Aerzten,  von  Pythagoras  ein  Buch  der  Tafeln  (Jihcr  tabularum) 
erwähnt,   welche  Tafeln  unter  dem  Namen  TtUvdl&E^  «ax^V  \i^\ '^^w^v^^ 

ZeU»ebnn  f.  Malhvmaiik  u.  J'iiysik.  IX,  5.  ^*^ 
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Catal.  biblioih'  Medk.  Laut.  t.  Uly  p.  340,  erwähnt  scheinen;  weiter  (S.  210,) 
dass  Dschemalnddin  von  Aristarch  ein  Buch  de  fraciionum  ad  intcgritaiem 
reductione  und  de  numerorum  divisione  augiebt,  dass  aber  (S.  213)  die- 
selben Werke  von  Abulfaradsch  dem  U  i p p ar  c  h  beigelegt  werden ;  (S.  273), 
dass  nach  Dschemalnddin  Diophantns  ein  Buch  de  reducL  fract.  ad 
integr.y  sive  de  algebra  (!)  schrieb,  und  dieses  ins  Arabische  übersetxt 
wurde;  einen  Commentar  zn  demselben  habe  Abulwafa  Albuzdschani,  geb. 
030,  gest  zu  Bagdad  008,  geschrieben;  endlich  S.  201,  dass  auch  Aristip- 
p  n  s  von  Cyrene  de  fracU  ad  iniegr.  red.,  sive  de  algebra  und  de  num.  div.  ge- 
schrieben habe. 

Lägen  hier  verlässige  Angaben  über  die  Literatur  der  Griechen  vor, 
welche  die  Araber  überkamen ,  dann  wäre  das  griechische  Werk ,  dessen 
lateinische  Uebersetzung  der  Verfasser  der  dem  Odo  von  Clüny  zuge- 
schriebenen Regeln  des  Abacus  benutzte,  als  ein  Werk  des  Pytbagoras 
selbst,  oder  als  ein  Werk  des  Aristarch  oder  des  Hipparch  oder  des 
Aristippus  von  Cyrene  gefanden.  Denn  de  numer.  divisione  ist  die  Ueber- 
schrift  der  Regeln  6erbert*s  und  die  des  Werkes  des  Spaniers  Joseph,  das 
Gerbert  in  seinen  Briefen  erwähnt,  und  es  könnte  kaum  ein  Zweifel  auf- 
kommen, dass  das  Rechnen  mit  Columnen  darin  gelehrt  wurde.  Es  ist 
aber  längst  festgestellt,  dass  den  historischen  Angaben  der  Araber  sehr 
geringer  Glauben  zu  schenken  und  eine  Sicherheit  nur  dann  vorhanden 
ist,  wenn  ihre  Angaben  auch  anderweitig  bestätigt  werden  können.  Es 
ist  also  nur  so  viel  gewiss,  dass  die  arabische  Tradition  Werke,  welche 
von  dem  elementaren  Rechnen  handelten,  als  von  griechischen  Autoren 
verfasst  angiebt.  Von  welcher  Art  diese  gewesen  sind ,  darüber  sind  bis 
jetzt  noch  keine  Anhaltspunkte  vorhanden.  Die  eingehendere  Betrach- 
tung der  Werke  Über  das  Rechneu  mit  Columnen  selbst  und  der  damit  ver- 
bundenen Tradition  kann  vielleicht  solche  an  die  Hand  geben.  Gelingt 
es  dabei,  mit  Hülfe  der  Werke,  deren  Zeitbestimmung  sicher  ist,  eine  all- 
mählige  Entwickelung  dieses  Rechnens  nachzuweisen,  so  ergiebt  sich  da- 
durch auch  eine  verlässigere  Grundlage,  die  Zeit  der  Abfassung  der  Ab- 
schnitte in  der  sogenannten  Geometrie  des  Boethius  und  der  dem  Odo  von 
Clüny  beigelegten  Regeln  über  den  abacus  zu  bestimmen. 


xm. 

üeber  die  Transformationen  in  der  darstellenden  Geometrie. 
Von  Dr.  Wilh.  Fiedler, 


Die  Behandlung  eines  so  elementaren  Gegenstandes  an  diesem  Orte 
scheint  besonderer  Kechtfertigung  su  hedürfen,  und  ich  stelle  daher  hier 
Yorans,  was  mir  dazu  die  Veranlassung  gegeben  hat. 

£s  ist  die  Bemerkung,  dass  eine  consequente  Durchfilhrnng  des  Prin- 
cipes  der  Transformation  durch  die  darstellend  geometrische  Methode  — 
also  durch  die  Parallelprojectionen  und  die  Centralprojection  mindestens, 
welche  den  auf  ebene  Abbildung  beschränkten  Theil  der  darstellenden 
Geometrie*)  bilden  —  nicht  vollzogen  worden  ist«  Und  doch  ist  eine  solche 
für  die  Centralprojection  und  ihre  Anwendung:  die  Perspective,  nicht 
weniger  belohnend  als  filr  die  Parallelprojection. 

Sie  ordnet  sich  überdies  bei  beiden  demselben  so  zu  sagen  pädagogischen 
Gesichtspunkte  unter.  Nachdem  die  Fundameutalaufgaben  der  darstellen- 
den Geometrie,  d.  h.  die  auf  die  räumliche  Lage  von  Punkten,  geraden  Linien 
und  Ebenen  und  die  auf  die  Darstellung  der  wahren  Grösse  und  Gestalt  ebener 
Figuren  bezüglichen  Aufgaben  für  ein  bestimmtes  Projectionssystem  ge- 
löst sind,  ist  die  Bemerkung  vielfach  begründet,  dass  die  Einfachheit  der 
Lösung  von  Aufgaben  oft  von  der  Lage  der  gegebenen  Stücke  gegen  das 
Projectionssystem  bedingt  ist,  und  das  tiefeingreifende  dieser  Vereinfach- 
ungen erzeugt  die  Vermuthung,  dass  selbst  dann,  wenn  die  Lage  der 
Kaumformen  gegen  das  Projectionssystem  bereits  projectivisch  gegeben 
ist,  die  Wahl  einer  anderen  einfacheren  Lage  und  die  Ueberführung  der 
Ranmformen  in  dieselbe  der  Ausführung  der  erforderlichen  Constrnctionen 
noch  zum  Vortheil  gereichen  könne.  Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  er- 
scheinen die  Transformationen  in  der  darstellenden  Geo- 
metrie als  die  gemeinsame  Quelle  der  Constructionsvor- 
theile  und  das  bezeichnet,  wie  mir  scheint,  naturgemäss  ihre  Stelle  in 
der  Unterweisung  der  Wissenschaft. 


*)  Vergl.  meine  Notii  „Ueber  das  System  in  der  darstellenden  Geo* 
m  e  t  r  i  e  ",  „Zeiischrift  f.  Mathemaük  u.  Physik",  Bd.  VUl,  v  ^^  ^- 
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Diese  Omndanschannng  llsst  sich  gans  Tollkommai  ebenso  wie  fiBr 
die  Parallelprojection  Ukr  die  Centralprojection  dnrehftthren;  wichtige 
Theile  der  Constraction  sa  vergrösseru,  ausserhalb  des  Zeichenblattss 
fallende  in  die  Grenzen  desselben  inrttcksnfahren ,  schleifende  Schnitte 
in  scharfe  rechtwinklige  zu  verwandeln  etc.,  wird  hier  eben  so  oft 
Bedttrfniss  wie  dort  und  die  Idee  der  Transformation  entspricht  diesen 
Bedürfniss  mit  derselben  Vollstlindigkeit  nnd  Einfachheit  in  beiden  FUlen« 
Deshalb  habe  ich  schon  in  der  rein  geometrischen  Darstellung  der  Centrsl- 
projection,  welche  ich  in  einer  Programmsehrift  vom  Jahre  1800  gab,  dsr 
Transformation  eine  Stelle  eingerliumt ;  wie  ich  glaube,  sum  erstenmale  in 
einer  Schrift  ttber  die  Perspective.  Aber  ihre  volle  Bedeutung  wird  sie 
doch  erst  erlangen  in  einer  auf  die  perspectivische  Praxis  gerichteten 
Darstellung  der  Centralprojection,  als  in  welcher  alle  jene  AnfordemngMi 
erst  mit  Nothwendigkeit  hervortreten.  Im  Unterricht  und  bei  der  Aus- 
arbeitung eines  Leitfadens,  der  ich  mich  annehmen  musste,  erftihr  daher 
dieser  Gedanke  erst  seine  weitere  schliesslich  voUstlndige  Ausführung. 

Eines  mir  höchst  erfreulichen  Zusammentreffens  muss  ich  dabei  gleich 
hier  Erwähnung  thun.  Seit  Jahren  verbindet  mich  ein  lebhafter  brief- 
licher Verkehr  mit  dem  trefflichen  Verfasser  der  „Belenchtungs-Con- 
8tructionen*S  dem  k.  k.  Hauptmann  im  Oenie,  Professor  Tilscheran  der 
Oenie- Akademie  in  Kloster-Bruck.  Gelegentlich  führte  uns  derselbe  sum 
Austausch  unserer  Behandlung  der  axometrischen  Projection  und ,  da  ich 
dieselbe  als  ein  Ergebniss  der  parallprojectivischen  Transformationen  dar- 
stelle, auf  diese  selbst.  Die  dabei  wieder,  wie  schon  bei  so  vielen  frühe- 
ren Anlässen,  gefandene  Uebereinstimmnng  der  Ansichten  legte  mir  die 
Frage  nahe,  ob  Prof.  T  i  1  s  c  h  e  r  die  in  der  Perspective  möglichen  Trans- 
formationen gleichfalls  untcrsncht  nnd  in  seinem  System  verwerthet  habe« 
Ich  wusste,  dass  er  in  der  Ausarbeitung  eines  Werkes  über  die  „technisch- 
malerische Perspective'*  weit  vorgeschritten  war  und  stellte  daher  jene 
Frage.  Die  Antwort  war  das  Versprechen ,  mir  eine  Ausarbeitung  seiner 
Gedanken  darüber  so  bald  als  möglich  zn  senden.  In  Erwartung  der- 
selben stellte  ich  Mitte  December  die  wesentlichen  Resultate  einer  syste- 
matischen Untcrsacbung  der  möglichen  centralprojcctivischen  Trans- 
formationen in  einer  Briefeinlage  zusammen  nnd  hatte  die  Freude,  nach 
ihrer  Absendung  das  Manuscript  und  die  Tafeln  dos  Kapitels  seines  Wer- 
kes: „System  der  technisch-malerischen  Perspective"  mit  der 
Behandlung  der  Transformationen  zu  empfangen  und  hier  meine  Resultate 
betreffs  der  Transformationen  durch  Parallelverschiebung  in  vortrefflicher 
Ausführung  wieder  zu  finden. 

Indem  ich  jene  Resultate  hier  vorlege,  freut  mich  vor  Allem,  dass  ich 
sie  —  von  der  Fürni  abgesehen  —  als  unser  gemeinschaftliches  Eigen- 
thum  zu  bezeichnen  habe;  sodann  die  Hoffnung,  dass  sie  in  der  Praxis 
der  l^erspective  eine  wohlth&tige  Reform  anbahnen  und   unter  den  Ver- 
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ehrern  derselben  die  Ueberzeugung  kräftigen  werden,  dass  ein  gründliches 
Studium  stets  belohnt,  dass  die  reinste  Theorie  die  beste  Vorschule  der 
Praxis  ist;  endlich  die  Erwartung,  durch  die  Mittheilung  an  diesem  Orte 
dem  hoffentlich  recht  bald  erscheinenden  Werke  meines  Freundes  Professor 
Tilscher,  welches  sie  zum  erstenmale  in  ihrer  vollen  Bedeutsamkeit  be- 
handeln wird ,  die  Aufmerksamkeit  der  Fachgenossen  und  der  Mathema- 
tiker überhaupt  im  Voraus  zuzuwenden. 

Dies  wird  auch  die  Kürze  der  Darstellung  noch  weiter  rechtfertigen, 
die  ich  mir  an  diesem  Orte  ohnedies  gestattei^darf. 

In  Bezug  auf  die  Behandlungsweise  muss  ich  noch  vorausschicken, 
dass  ich  in  der  Parallelprojection  von  dem  Gebrauch  dreier  zu  einander 
rechtwinkliger  Projectionsebenen -«TO  7,  JOZ,  ZOX  überall  ausgehe,  von 
denen  die  Ebene  ZOJC  oder  die  Aufrissebene  mit  der  Ebene  der  Zeichnung 
zusammenfallt  und  in  der  Centralprojection  die  geometrische  Behandlung 
voraussetze,  welche  eben  in  jener  Programmschrift  dargestellt  ist. 


1.    Die  Transfonnationen  der  Parallelprojeotion. 

Wenn  man  schiefe  Parallelprojectionen  zunächst  ausschliesst,  so  sind 
die  möglichen  Transformationen  entweder  Transformationen  des 
Axensystemes,  oder  solche  der  betrachteten  Raumform.  Das 
System  der  Projoctionsebenen  und  Axen  kann  eben  so  wie  die  Kaumform 
selbst  parallel  mit  sich  selbst  verschoben  werden,  und  es  kann,  wie  jene, 
durch  Drehung  in  eine  neue  Lage  übergeführt  werden.*) 

Jede  Veränderung  des  Axensystemes  kann  in  ihren  Wirkungen  auf 
die  drei  Projectionen  der  Raumform  durch  eine  entsprechende  Lagenver- 
änderung der  Raumform  selbst  ersetzt  werden.  So  ist  die  Parallelver- 
schiebnng  einer  Projectionsebene  in  ihren  Wirkungen  auf  die  Projectionen 
einer  Raumform  völlig  identisch  mit  einer  Verschiebung  der  Form  selbst 
im  entgegengesetzten  Sinne  und  um  die  nämliche  Grösse,  bei  der  alle 
Punkte  in  ihren  zu  einer  Projectionsebene  gehörigen  projicirenden  Linien 
verbleiben.  Eine  Drehung  zweier  Projectionsebenen  um  die  zwischen 
ihnen  gelegene  Axe  und  um  einen  gewissen  Winkel  wird  in  jenen  Wir* 
kungen  ersetzt  durch  die  Drehung  der  Raumform  selbst  um  die  nämliche 
Axe  und  um  denselben  Winkel,  jedoch  im  entgegengesetzten  Sinne.  Es 
ist  von  Vortheil ,   die  möglichen  Transformationen  in  solcher  Zusammen- 


*)  Weun  man  die  Beschränkung  anf  orthogonale  Parallelprojectionen  anfgiebt, 
so  tritt  die  Veränderung  der  Richtung  der  projicirenden  Linien  als  weitere  Quelle 
von  Transforniationon  auf.  Wenn  man  z.  B.  die  Schlafj^schatten  einer  räumlichen 
Form  auf  die  Projectionsebenen  fiir  parallel  einfallende  Lichtstrahlen  aus  den  Ortho- 
gonalprojectioiicn  ableitet,  so  ist  dies  im  Grunde  genommen  eine  Transformation 
fieser  Art.  Die  weitere  Verfolgung  dieser  Richtung  der  Untersuchung  darf  hier 
unterbleiben. 
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Stellung  SU  erdrtem  und  ist  erlanbt,  sich  dabei  auf  die  Betraebtuig  der 
Omndgebilde:  Punkt,  gerade  Linie  und  Ebene  in  besehrinken. 

a)  Die  ParalleWersehiehnngen  der  Projectionsebenen 
oder  der  Ranmform  in  der  Richtung  der  projicirenden 
Linien. 

Wenn  die  Grundrissebene  JTO  F  um  einen  gewissen  Betrag  jj^  t^  (der 
positive  Sinn  der  t  wird  nach  oben,  der  negatire  nach  nnten  geaihlt, 
wenn  die  Grundrissebene  wie  gewöhnlich  als  wagerecht  gedacht  ist; 
gleichseitig  denken  wir  dann  den  positiren  Sbn  der  x  nach  rechts,  den 
negativen  nach  links ,  den  positiven  Sinn  der  y  nach  vom  und  den  nega- 
tiven nach  hinten  geslhlt)  verschoben  wird ,  so  seigt  sich  dies  inerst  an 
durch  die  gleiche  Parallelverschiebung  der  Axen  x  und  y  in  der  Zeichen- 
tafel bei  un verluderter  Axe  der  s;  es  bedingt  aber  sugleich  die  Vermin- 
derung aller  ersten  Coordinaten  z  der  Raumform  um  den  Betrag  hF  ^ 
d.  h.  das  Verbleiben  der  Aufrisse  (in  ZOX)  und  Seitenrisse  (in  YOZ)  aller 
Punkte  der  Form  an  ihrer  Stelle  und  dadurch  die  ünverlnderlichkeit  der 
Form  des  Grundrisses  (in  JTO  F)  und  die  parallele  Verschiebung  desselben 
um  den  Betrag  ±  s^  in  Perpendikeln  sur  Axe  x,  so  dass  er  an  den  neuen 
Axen  der  x  und  z  dieselbe  Lage  erhAlt,  wie  sn  den  alten« 

Die  Parallelverschiebung  der  Raumform  selbst  nach  ihren  ersten  pro- 
jicirenden Linien  um  den  Betrag  7  ^%  i*t  der  vorigen  Verschiebung  Iqui- 
valent  und  wird  in  der  Ausführung  nur  dadurch  von  ihr  unterschieden, 
dass  eine  Veränderung  der  Projectionsaxen  X,  Y  hier  nicht  eintritt,  dass 
die  Aufrisse  und  Seitenrisse  in  Perpendikeln  zu  ihnen  um  +  z^  verschoben 
werden  und  der  Grnndriss  in  Gestalt  und  Lage  völlig  unverändert  bleibt. 

Die  Figuren  4  und  5,  Taf.  IV,  zeigen  diese  Veränderungen  f&r  einen 
Punkt  a  von  den  Coordinaten  3;  3,0;  4,  für  eine  ihn  enthaltende  Ebene  E^ 
die  in  der  x-Axe  den  Parameter  OEjg=  +  12  und  in  der  2- Axe  den  Para- 
meter 0^2=  -f-  14  bestimmt,  und  für  eine  Gerade  g  in  ihr  und  durch  a, 
welcher  für  ihren  Durchschnittspunkt  mit  der  Aufrissebene  die  Abrisse 
x=  +  16,5  entspricht;  die  ausgeführte  Verschiebung  der  Grundrissebene 
in  Figur  4,  Tafel  IV,  beträgt  z,=  +  2,  die  der  Objecto  in  Figur  5,  Taf.  IV, 
«0  =  —  2.  Die  ursprünglichen  Projectionen  sind  dnrch  «',  a\  a'",  g\  gr", 
g"\  die  Durchgangspunkte  und  Spuren  durch  di,  5,,  d,,  £(,  £^,  £„  die  ab- 
geleiteten durch  Beifügung  des  der  ersten  Projection  und  den  ersten  pro- 
jicirenden Linien  entsprechenden  Index  1,  also  mit  a\y  g\j  i^i,  |i?|,  etc. 
bezeichnet.*)  Das  Ergebniss  ist  bei  beiden  Veränderungen  genau 
dasselbe. 

Die  Parallclverschiebung   der  Seitenrissebene    oder   der  Raumform 


♦)  Bei  der  graphischen  Ausführung  wird  man  der  Unterscheidung  durch  farbige 
Linien  und  farbige  Schrift  den  Vorzug  gehen ,  um  die  Verdoppelung  der  Indices  sa 
vermeiden  und  die  Anschaulichkeit  zu  erhöhen. 
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nach  den  dritten  projicirenden  Linien  um  den  Betrag  +  x^  unterscheidet 
eich  in  keinem  wesentlichen  Pankte  hiervon. 

Die  Parallelverschiebnng  der  Aufrissebene  oder  der  Rauraform  nach 
ihren  zweiten  projicirenden  Linien  um  den  Betrag  +  y,  weicht  insofern 
etwas  ab,  als  die  Aufrissebene  die  Ebene  der  Zeichnung  ist  und  ihre  Yer- 
Bchiebungen  sich  daher  nur  mittelbar  in  den  Lagenveränderungen  der 
Grundrisse  und  Seitenrisse  zu  erkennen  geben.  Dies  hat  zur  Folge,  dass 
die  Verschiebungen  beider  Art  im  entgegengesetzten  Sinne  am  den  glei- 
chen Betrag  ganz  ununterscheidbar  bleiben. 

Das  Endergebniss  beliebiger  Parallelverschiebungen 
ist  eine  Aenderung  der  Abstände  der  Projectionen  von  den 
Axen  ohne  Aenderung  ihrer  Gestalt  und  ohne  eine  als  Dreh- 
ung erscheinende  Veränderung  ihrer  Lage  gegen  dieselben. 
Durch  sie  wird  die  Ableitung  der  neuen  Projectionen  der  Raumform  aus  den 
alten  für  alle  die  Fälle  gewährt,  wo  eine  Projectionsebene  oder  Projections- 
aze,  oder  statt  ihrer  eine  mit  der  Raumform  fest  verbundene  Ebene  oder 
Gerade  von  derselben  Stellung  oder  Richtung  in  eine  beliebig  gegebene  zur 
alten  parallele  Lage  übergeführt,  oder  wo  unter  Beibehaltung  aller  Richtun- 
gen und  Stellungen  der  Anfangspunkt  des  Projectionssjstemes,  oder  statt 
seiner  ein  Punkt  der  Raumform  in  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes 
übergeführt  werden  soll. 

Als  ein  Beispiel  der  durch  solche  Verschiebungen  zu  erlangenden 
Constructionsvortheile  dient  die  Lösung  der  Aufgabe:  Man  bestimme 
die  Durchschnittslinien  zweier  Ebenen  E  und  F,  wenn  der  Durchnittspunkt 
ihrer  zweiten  Spuren  nicht  auf  dem  Blatte  erhalten  wird.  (Fig.  6,  Taf.  IV.) 

Man  erhält  aus  dem  Durchschnittspunkte  der  ersten  Spuren  je  einen 
Punkt  des  Grundrisses  und  des  Aufrisses  der  Schnittlinie  s  und  bestimmt 
einen  zweiten  Punkt  derselben  durch  eine  Parallelverschiebung  der 
Grundrissebene.  Die  neuen  ersten  Spuren  der  Ebene  geben  ihn  durch 
seinen  Aufriss  und  seine  zweite  Coordinate  y,  welche  letztere  nur  in  ihre 
ursprüngliche  Lage  zurück  zu  versetzen  ist.     (aajg  =  i'iiV«) 

Betrachtet  man  den  Aufriss  der  Schnittlinie  allein ,  so  zeigt  die  Con- 
struction  die  so  oft  nutzbare  Lösung  der  Aufgabe:  Einen  Punkt  {d") 
mit  dem  unzugänglichen  Durchschnittspunkte  zweier  Geraden  (iS^t,  Ff) 
durch  eine  gerade  Linie  zu  verbinden. 

Alle  jene  Constructionen  der  Parallelprojectionslehre,  in  denen  an 
Stelle  der  Bestimmungselemente  in  den  Projectionsebenen  selbst  die  in 
Parallelebenen  zu  denselben  gelegenen  benutzt  sind,  können  als  vermittelt 
durcb  Transformationen  dieser  Art  betrachtet  werden. 

Das  Beispiel  vom  Durchschnitt  zweier  Ebenen  ist  sehr  geeignet,  zu 
beweisen,  dass  diese  Transformationen  nicht  immer  den  vorgesetzten 
Zwecken  entsprochen  uod  zeigt  sich  dann  als  von  besonderem  Interesse 
für  die  Auffassung  des  Seitenrisses.     Denn  während  die  CouatcucUovL  dftc 
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für  den  Fall  zweier  zur  Axo  x  parallelen  Ebenen  nnbranehbar  wird,  ftihrt 
die  BenutzuDg  der  dritten  Spuren  sofort  zar  Bestimmang  der  SchnitUinie, 
d.  h.  man  erhält  sie  mittels  einer  Hilfsprojectionsebene ,  welche  durch 
Drehung  einer  der  beiden  ersten  Projectionsebenen  um  eine  Normale  zur 
Axe  X  um  00^  erhalten  wird.  In  dem  Zusammenhange  des  Seitenrisses 
mit  den  beiden  anderen  Projectionen  liegt  also  ein  Beispiel  vor  von  dem 
allgemeinen  Zusammenhange  der  Originalprojectionen  mit  denen,  welche 
einer  durch  Drehung  veränderten  Lage  des  Projectionssjstemes  ent^ 
sprechen. 

b)  Die  Drehungen  der  Projectionsebenen  oder  der  Raum- 
formen  selbst  um    die   zwischenliegende  Axe. 

Betrachten  wir  zuerst  die  Folgen  einer  Drehung  um  die  Axe  y,  so 
sind  diese  in  den  Figuren  7  und  8,  Tafel  IV,  für  gleiche  Drehungsgrössen 
iPf  bei  entgegengesetztem  Sinn  für  einen  Punkt  a,  eine  durch  ihn  gehende 
Gerade  g  und  eine  sie  enthaltende  Ebene  E  verzeichnet;  sie  zeigen  die 
Uebereinstimmung  der  Ergebnisse. 

Die  neuen  Projectionen  bestimmen  sich  aus  den  alten  in  Figur  7, 
Tafel  IV,  durch  die  Bemerkung,  dass  die  Aufrisse  aller  Punkte  und  Sinn 
und  Länge  ihrer  Coordinaten  y  unverändert  bleiben,  denn  darnach  hat 
man  von  den  Aufrissen  auf  die  neuen  Axen  x  und  r,  welche  von  den  alten 
um  g>f  abweichen,  die  Perpendikel  zu  fällen  und  von  den  Fusspunkten 
ab  in  ihnen  jene  wieder  abzutragen,  um  die  neuen  Grund-  und  Seitenrisse 
zu  erhalten.  Die  zweiten  Durchgang:spnnktG  von  Geraden  und  die  zwei- 
ten Spuren  von  Ebenen  bleiben  iingeandcrt,  die  Axonabschnitte  der  letz- 
teren in  (p  behalten  ihre  Länge  und  ihren  Sinn. 

Bei  der  entsprechenden  Droliuiij^  der  Kaumformen  in  Fig.  8,  Taf.  IV, 
beschreibt  jeder  Punkt  einen  Kreisbogen  vom  Centriwinkel  qp,  in  einer 
zur  Aufrissehene  parallelen  Ebene  und  mit  dem  in  der  Axe  //  gelegenen 
Centrum  a^.  In  Fol«;:e  dessen  bewegen  sich  die  Aufrisse  der  Punkte  um 
Kreisbogen,  die  ans  dem  Anfangspunkte  0  des  Systemes  beschrieben,  an 
ihm  den  Centriwinkel  g?2  bestimmen,  die  Grundrisse  und  Seitenrisse  aber 
in  Parallelen  zu  den  Axen  x  und  r,  so  dass  sich  ihre  neuen  Lagen  aus  den 
der  Aufrisse  bestimmen.  Dabei  ist  die  Bemerkung  nützlich,  dass  die 
neue  Lage  des  Aufrisses  einer  Goraden  (also  auch  der  zweiten  Spur 
einer  Ebene)  mit  der  alten  denselben  senkrechten  Abstand  vom  Punkte  0 
hat,  und  dass  die  beiden  bezüglichen  Normalen  gleichfalls  den  Winkel  (pt 
mit  einander  bilden;  denn  sie  projiciren  und  messen  den  kürzesten  Ab- 
stand der  geraden  Linie  g  oder  ^j  von  der  Drehnngsaxe  und  bleiben  un- 
verändert, während  sie  an  der  Drehung  glcichmässig  Theil  nehmen. 

Man  sieht  zugleich,  dass  die  Drehung  der  Kaumform  selbst  das  an- 
schaulichere und  zweckmässigere  Resultat  gioht  und  findet  diese  Bemer- 
kung auch  in  den  Fällen  der^Drehung  um  die  Axen  r  oder  .r  gleichmässig 
Figur  6,  Tafel  IV,  in  ihrer  Beschränkung  auf  die  beiden  ersten  Spuren 
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^S^^^^^i^^m^^ßs^ 


bestitigt,  wo  nur  die  kreisförmige  Bewegung  um  0  dem  Grundriss  uud 
Seitenriss  respective  zufällt. 

Alle  Aufgaben,  in  denen  die  Ueberführung  einer  gege- 
benen Richtung  oderStellung  in  eine  andere  Richtung  oder 
Stellung  gefordert  wird,  lassen  sich  durch  die  Anwendung 
dieser  Ergebnisse  in  mehrfacher  Weise  lösen. 

So  die  fundamentalen  Aufgaben:  Man  soll  eine  durch  ihre  Pro- 
jectionen  gegebene  Gerade  g  zu  einer  Projectionsaxe  und  man  soll  eine 
durch  ihre  Spuren  bestimmte  Ebene  E  zu  einer  Projectionsebene  parallel 
machen  —  jede  auf  dreifachem  Woge ,  nämlich  1)  durch  eine  zweimalige 
Drehung  des  Projectionssystemes ;  2)  durch  eine  zweimalige  Drehung  der 
Geraden  oder  Ebene  um  Projectionsaxen ;  3)  durch  eine  Drehung  des  Pro- 
jeetionssystemes  und  eine  Azendrehung  der  Geraden  oder  Ebene ;  wobei 
immer  die  beiden  auf  einander  folgenden  Drehungen  um  verschiedene 
Axen  erfolgen  müssen. 

Soll  z.  B.  die  Gerade  g  der  Axe  x  parallel  werden ,  so  kann  dies  ge- 
schehen durch  eine  Drehung  um  die  Axe  y  in  der  Grösse  des  Winkels  g^i, 
welchen  der  Aufriss  der  Geraden  mit  der  Axe  x  einschliesst  und  eine  nach- 
malige Drehung  um  die  Axe  z  und  den  Winkel  ßf ,  welchen  der  vorher  er- 
haltene Grundriss  g\  mit  der  Axe  x  einschliesst;  oder  durch  die  äqui- 
valenten Drehungen  der  Projectionsebenen. 

Soll  die  Ebene  E  der  Aufrissebene  parallel  gemacht  werden,  so  führt 
dazu  eine  Drehung  um  die  Axe  y  und  den  Winkel  <pfy  den  ihre  zweite 
Spur  mit  der  Axe  x  einschliesst  und  eine  nachmalige  Drehung  um  die 
Axe  z  und  den  Winkel  er,,  welchen  die  neue  erste  Spur  fEi  mit  der  Axe  x 
bildet. 

Dabei  hat  man  in  den  Winkeln  |3,  und  a,  die  Neigungswinkel  der  Ge- 
raden g  und  der  Ebene  E  gegen  die  Aufrissebene  erhalten,  d.  h.  diese 
Winkel  können  abgeleitet  werden  als  Ergebnisse  einer  transformirenden 
Drehung. 

Ebenso  erhält  man  die  wahre  Länge  einer  geradlinigen  Strecke ,  in- 
dem man  durch  eine  Drehung  die  Gerade  zu  einer  Projectionsebene 
parallel  macht,  und  die  wahre  Gestalt  und  Grösse  einer  ebenflächigen 
Figur  (also  z.  B.  auch  die  einer  ebenen  Qnerschnittsfigur  eines  beliebigen 
Körpers) ,  indem  man  durch  zwei  Drehungen  die  Ebene  derselben  in  die 
Stellung  einer  Projectionsebene  überführt. 

Eine  grosse  Zahl  von  Aufgaben  kann  unter  diesem  Gesichtspunkte 
mit  Vortheil  behandelt  werden.  Soll  man  z.  B.  die  kürzeste  Entfernung 
zweier  Geraden  im  Räume,  d.  h.  die  Länge  ihrer  gemeinschaftlichen  Nor- 
male bestimmen,  so  wird  man  etwa  durch  Transformation  die  eine  von 
ihnen  in  die  Richtung  einer  Projectionsaxe  bringen,  um  in  der  Entfer- 
nung der  punktförmigen  Projection  derselben  von  der  gleichnamigen 
der  anderen  jene  direct  zu  erhalten.     Oder  mau  b^aXimmt  ^^n^^v^^*^^* 
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Winkel  zweier  Ebenen ,  indem  man  ihre  Darchsebnittslinie  in  die  Kehtang 
einer  Projectionsaxe  überführt,  als  den  Winkel  ihrer  Sparen  in  der  zn  ihr 
normalen  Projectionsebene.  Dass  man  damit  leicht  die  Halbirnngsebenen 
von  Flächenwinkeln,  etc.  bestimmen  kann,  ist  offenbar. 

Man  sieht,  die  zahlreiche  Klasse  dieser  Aufgaben  füllt  zusammen  mit 
der  Gruppe,  die  man  sonst  als  Anwendungen  der  Umlegung,  Nieder- 
legung  oder  Herabschi agnng  einer  Ebene  bezeichnen  mag. 

Ihr  gegenüber  steht  eine  zweite  Gruppe,  die  praktisch  ebenso  wich- 
tigen Umkohrungen  der  Probleme  der  ersten  enthaltend,  deren  allgemeines 
Princip  als  die  Aufstellung  oder  Zurückschlagung  einer  Ebene 
bezeichnet  werden  kann.  Der  Gesichtspunkt  der  Transformation  umfasit 
sie  wie  jene.  Die  allgemeine  Aufgabe  dieser  Gruppe  lautet:  Die  Pro- 
jectionen  einer  Raumform  in  Bezug  auf  das  ursprüngliche  ProjectioDS- 
System  sind  bekannt;  man  soll  die  Projectionen  derselben  in  Bezug  tof 
ein  neues  Projectioussystem  bestimmen,  welches  gegeben  ist  durch  die 
Projectionen  seines  Anfangspunktes  Oj  und  einer  seiner  Projectionsaxen  ^, 
und  die  Spuren  einer  seiner  Projectionsebenen  £,  welche  diese  Axe  ent- 
halten. 

Ihre  Auflösung  erfordert  folgende  Schritte:  Man  verlegt  durch  Pa- 
rallelverschiebungen den  Anfangspunkt  0  nach  Oi  und  verzeichnet  die 
dem  entsprechenden  Veränderungen  der  Projectionen  des  Systemes;  mtn 
macht  sodann  die  Ebene  E  zu  der  von  ihr  vertretenen  Projectionsebene 
parallel  und  fülirt  die  Gerade  g  in  die  Richtung  der  von  ihr  vertretenen 
Projectionsaxe  über  unter  Verzeichnung  der  entsprechenden  Verände- 
rungen der  Projectionen.     Die  letzten  sind  die  gesuchten. 

Da  Parallelverschiebungen  keine  Veränderungen  der  Projectionen 
selbst  bedingen  und  die  dreifache  Wiederholung  unwesentlich  ist,  so  kann 
jene  Aufgabe  durch  die  einfachere  ersetzt  werden:  Man  soll  aus  den 
gegebenen  Projectionen  einer  Raum  form  die  Projection  der- 
selben auf  eine  ihrer  Stellung  nach  bestimmte  Ebene  ab- 
leiten. Zur  Auflösung  ist  dann  nur  ihre  Ueberführung  in  die  Grundrisfl- 
ebene  z.  B.,  d.  h.  eine  zweifache  Drehung  und  die  Verzeichnung  des  ent- 
sprechenden Grundrisses,  erforderlich. 

Die  einfachste  und  zweckmässigsto  Ausführung  der  dazu  nöthigen 
Operationen  liefert  die  sogenannte  axononietrische  Projection. 
Denn  sie  ist  nichts  anderes,  als  die  Ableitung  der  Projection  einer  durch 
ihre  Coordinaten  oder  ihre  Projectionen  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges 
System  bestimmten  Raumform  für  eine  ihrer  Stellung  nach  in  Bezug  auf 
jenes  System  bestimmte  Ebene.  Ob  dabei,  wie  so  oft  in  den  technisch 
verwendeten  Formen,  jenes  Coordinaten-  oder  Projectioussystem  den 
durch  die  Natur  des  Materials  bedingten  Raumdimensionen  der  Form 
selbst  entspricht,   oder  nur  ein  der  Massbestimmung   zu  Grunde  gelegtes 
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Besiehangssystem  ist,  bleibt  gleichgültig;  ebenso  ob  die  neue  Projections- 
ebene  durch  graphische  Elemente  oder  darch  Zahlenangaben  bestimmt  ist. 

Die  Natur  der  Aufgabe  erfordert  offenbar  die  nähere  Untersuchung 
der  Projectionen  rechter  Winkel  und  der  dreiseitig  rechtwinkligen  Ecke 
insbesondere,  und  die  Einfachheit  der  Resultate  dieser  Untersuchung  be- 
dingt die  Bequemlichkeit  ihrer  Lösung. 

Sind  a,,  &ti  ^t  ^^^  Durchnittspunkte  der  drei  Kanten  einer  dreirecht- 
irinkligen  Ecke  mit  der  Zeichnungsebene  und  soll  s"  die  Orthogonalpro- 
jection  ihres  Scheitels  auf  dieselbe  sein,  so  ranss  nach  dem  Grundgesetz 
Qber  den  Zusammenhang  zwischen  den  Spuren  der  Ebenen  und  den  gleich- 
namigen Projectionen  ihrer  Normalen  s'  der  Durchschnittspunkt  der  drei 
Höhenperpendikel  des  Dreieckes  a^  h^  c,  sein  und  das  einzige  zur  vollen 
Bestimmung  der  Ecke  noch  fehlende  Element,  die  Länge  des  Perpendikels 
ts"  von  ihrem  Scheitel  auf  die  Tafel ,  ergiebt  sich  als  die  Hälfte  der  zu 
einer  Seite  h^c^  des  Dreieckes  parallelen  Sehne  des  über  der  zugehörigen 
Höbe  beschriebenen  Kreises.  Wenn  man  dann  die  Aufrisslängen  /'a„ 
t'k^y  i'c^  der  Kanten  sa^  sby  sc  als  zweite  Katheten  rechtwinkliger  Drei- 
ecke anträgt,  welche  ss"  zur  gemeinschaftlichen  ersten  Kathete  haben,  so 
sind  die  dieser  letzteren  gegenüberliegenden  Winkel  derselben  die  Nei- 
gungswinkel ^1,  ^2)  ß»  ^^1*  Kanten  der  Ecke  gegen  die  Zeichnungsebene. 
(Figur  9,  Tafel  IV.) 

Da  nun  ^a, ,  tbf^  sCf  die  Bichtungen  der  nach  einem  dreirechtwink- 
ligen Bestimmungssystem  aufzutragenden  Masse  sind ,  so  interessiren  uns 
die  Längen  »ti,  m,,  m„  in  welchen  ein  und  dieselbe  Länge  m  —  man  kann 
die  Längeneinheit  als  solche  wählen  —  in  den  drei  Axenrichtnngen  aufge- 
tragen in  der  Abbildung  erscheint;  sie  sind  die  den  Winkeln  ^j ,  ^, ,  ß^ 
anliegenden  Katheten  rechtwinkliger  Dreiecke  von  der  Hypothenuse  m. 
Und  wenn  umgekehrt  diese  Längen  gegeben  sind,  so  ergeben  sich  aus 
ihnen  die  Winkel  ß  ebenso  wie  die  Originallänge  m  constructiv  und  durch 
Rechnung  gleich  einfach.     Denn  man  hat 

m  cosßi  =  m| ,     m  cosß^  =  ^nt ,     m  cosß^  =  m, , 

cos'ß^'i  +  co^ß^'t  +  co**/3,  =  2 , 

m,'  +  m,'  -f-  m^  =  2  m*. 

In  den  Figuren  10  und  11,  Tafel  IV,  ist  die  Construction  dieser  Aus- 
drücke, die  Bestimmung  der  ß  und  die  von  m  aus  mi,  m„  m«,  und  die  volle 
Darstellung  des  Bildes  der  dreiseitig  rechtwinkligen  Ecke  O^ABC  aus  den 
gefundenen  Grössen  ß  dargestellt.  In  Figur  10,  Tafel  IV,  ist  aus  den  Ka- 
theien ifti,  m,  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  aus  dessen  Hypothenuse  und  m, 
ein  zweites  rechtwinkliges  Dreieck,  über  dessen  Hypothenuse  der  Halb- 
kreis und  die  demselben  entsprechende  Quadratseite  m  construirt  und 
durch  Eintragung  derselben  in  die  vorigen  Dreiecke  sind  die  Winkel  /}|, 
^,  ß^  bestimmt  worden.  Aus  diesen  ist  dann  in  Figur  11,  Tafel  IV,  das 
Bild  Ol  ABC  des  dreirechtwinkligen  Systemea  OiiBG  a\>^^\%\V^\.^va\^\SL^x^x 
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rechtwinklige  Dreiecke  von  der  gemeinsamen  Kathete  0,0  und  den  ihr 
gegenüborliegenden  Winkeln  ^i,  ^i,  ß^  verzeichnet,  auf  der  Hjpothenase 
OA  des  ersten  von  ihnen  in  0  die  Normale  OD  bis  znm  Durchschnitt  mit 
AOi  errichtet  und  dnrch  D  eine  zu  0,^  normale  Gerade  gelegt,  diese  aber 
durch  aus  0,  mit  den  an  /?,,  j3,  anliegenden  Katheten  jener  Dreiecke  be- 
schriebene Kreise  in  B  und  C  geschnitten  sind.  Die  Geraden  0|C,  O^B, 
OiA  sind  die  Bilder  der  drei  Axenrichtungen  0C7,  OBy  OA.*)  Dass  die 
von  ihnen  mit  einander  gebildeten  Winkel  respectire  durch  die  Ausdrücke 


1 


cos  <pi  =  — r  /(m7+  m*  —  m,*)  (wi'  +  m,« — m,«), 

COS  (pt~—  —-—  /(w/  +  m,«  -  m/)  (m,«  +  m,« — mi*J, 
z  m  j  iit| 


berechnet  werden  können,  ist  leicht  ersichtlich«  Die  betrachtete  Rsum- 
figur  lässt  z.  B.  g>i  oder  AOiB  als  den  Flächenwinkel  der  Kante  00,  in 
der  Ecke  0(0^  AB)  erkennen,  welcher  von  den  Kantenwinkeln  ft,  /^  ein- 
geschlossen ist  und  dem  Kantenwinkel  00^  gegenüberliegt;  somit 

cosq>x  =  —  coianßi  .  coian  ß^. 
Alle  speciellen  Fälle  dieser  Lösung  ergeben  sich  aus  der  Construction  wie 
aus  der  Rechnung  mit  gleicher  Einfachheit. 

Sie  entsprechen  beide  aber  auch  den  Gesichtspunkten  der  Praxis  für 
das  axonometrischc  Zeichnen  vollständig;  denn  man  wünscht  von  den 
Raumdimensionen  des  Objocts  diejenigen  beiden  ara  wenigsten  verkürzt, 
welche  in  den  ihnen  parallelen  oder  nahe  parallelen  Flächen  die  meistge- 
gliedcrten  oder  für  die  Einsicht  in  das  Wesen  des  Objects  instructivsten 
Theilo  zeigen;  man  wählt  hiernach  die  Massgrüssen  der  Bilder  der 
Längeneinheit  in  den  drei  Axenrichtungen  7/i, ,  tu,,  m,  und  erhält  daraas 
alle  p]lemente  der  Zeichnung  wie  oben. 

II.    Die  Transformationen  der  Centralprojection. 

Centr  alprojectivische  Transformationen  sind  auf 
dreierlei  Weise  möglich,  nämlich  durch  Veränderung  des  Cent- 
rums, durch  Verschiebung  und  Drehung  der  Bildebene  und 
durch  Verschiebung  und  Drehung  der  Raum  form  selbst.  Jede 
derselben  niuss  zunächst  für  sich  allein  betrachtet  werden. 

Die  Voränderung  des  Centrums  erscheint  entweder  als  eine 
Verschiebung  in  bekannter  Richtung  in  der  durch  das  Centrum  gehenden 


*)  Wenn  man  in  Fi^ur  Q,  Tafel  IV,  durcli  Dreliung"  um  die  y-Axc  die  Grundriss- 
ebene in  solche  li-Lnjro  l)rinpft,  das8  a^s"  die  neue  Axe  .r  ist,  so  kommt  /  nach  s\  und 
man  hat  in  j/J,,  .,^.^,  ,1^3  dioselhen  Winkel  ^,,  ß.^i  ft  ^^''^-  vorher.  lu  dieser  Lage  stimmt 
die  Figur  U  mit  Figur  11  iu  allem  Wcsentlichtin  überein. 
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Parallebene  zur  Bildebene,  oder  als  eine  Verschiebung  in  der  durch  das- 
selbe gehenden  Normale  cur  Bildebene,  oder  als  Resultat  einer  Zusammen- 
setsung  aus  diesen  beiden  P^lementarverschiebungen.  Wir  denken  dabei 
die  Bildebene  und  das  Object  der  centralprojectivischen  Darstellung  als 
in  völlig  unveränderter  Lage  und  es  handelt  sich  darum,  von  den  für  die 
ursprüngliche  Lage  des  Centrums  gefundenen  projectivischen  Bestim- 
mungen desselben  zu  denen  überzugehen,  welche  der  neuen  Lage  des 
Centrums  entsprechen. 

Die  Veränderung  der  Bildebene  kann  als  eine  Verschiebung  in 
sich  selbst,  als  eine  sich  selbst  parallele  Verschiebung,  bei  welcher  alle 
ihre  Punkte  in  Normalen  zu  ihr  fortschreiten,  und  als  eine  Drehung  um 
eine  feste  Aze  vollzogen  werden;  im  letzteren  Falle  dürfen  wir  die  Axe  der 
Drehung  als  in  ihr  selbst  gelegen  denken.  Die  Aufgabe  besteht  darin,  dass 
aus  den  projectivischen  Bestimmungen  einer  Kaumform  für  das  Centrum  und 
die  ursprüngliche  Bildebi^ne  die  Bestimmungen  derselben  Raumform  für 
jenes  Centrum  und  die  neue  Bildebene  abgeleitet  werde;  dabei  ist  voraus- 
gesetzt, dass  diese  in  Bezug  auf  jene  projectivisch  bestimmt  sei. 

Die  Transformation  des  räumlichen  Objects  kann  in  einer 
snr  Bildebene  parallelen  oder  zur  Bildebene  normalen  Verschiebung ,  als 
bei  welcher  alle  ihre  Punkte  in  gleichgerichteten  Parallelen  zur  Bild- 
ebene oder  in  Normalen  zu  derselben  fortschreiten,  oder  in  einer  Axen- 
drehung  desselben  bestehen  und  es  genügt,  diese  letzteren  in  Bezug  auf 
eine  in  der  Bildebene  selbst  gelegene  und  eine  zu  ihr  normale  Axe  zu  be- 
trachten. Die  Ableitung  der  der  neuen  Lage  entsprechenden  projectivi- 
schen Bestimmungen  aus  denen  der  alten  ist  die  Aufgabe. 

Es  ist  nöthig  und  hinreichend,  alle  diese  Transformationen  an  den 
Ornndgebilden  der  geraden  Linie  und  der  Ebene  zu  erörtern;  die  Anwen- 
dong  auf  zusammengesetzte  Gebilde  ist  dann  sehr  einfach. 

d)  Die  Veränderungen   des   Projectionscentrums. 

Die  Durchgangspunkte  von  geraden  Linien  und  die  Spuren  von 
Ebenen  —  jene  wie  diese  die  Durchschnitte  derselben  mit  der  Bildebene 
—  bleiben  bei  diesen  Transformationen  stets  ungeändert,  und  man  hat  daher 
nur  die  Veränderungen  zu  betrachten,  welchen  die  Fluchtpunkte  und 
Fluchtlinien  unterliegen,  d.  h.  die  Durchschnitte  der  Bildebene  mit  der 
durch  das  Centrum  gehenden  Geraden  von  gleicher  Richtung  und  der  das- 
selbe enthaltenden  Ebene  von  gleicher  Stellung.  Dabei  gehen  die  Ver- 
änderungen der  Fluchtlinien  aus  denen  der  Fluchtpunkte  hervor,  weil  auf 
alle  ihre  Punkte  das  anwendbar  ist,  was  von  den  letzten  gilt 

Man  findet:  Jede  Bewegung  des  Centrums  in  der  Parallel- 
ebene zur  Bildtafel  wird  nach  Richtung  und' Grösse  durch  die  Be- 
wegung des  Hauptpunktes  in  der  Bildebene  genau  ^Vedi^x  \^^^<(^^w  \>.\A 
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jeder  Fluebtpuukt  verschiebt  sich  am  die  nämliche  Grösse  nnd  in  dersel- 
ben Riebtang.  Oder  das  System  der  Flachtpankte  and  Flachtlinien,  du 
der  neaen  La<^e  des  Centrams  entspricht,  ist  demjenigen  congment,  wel- 
ches für  die  ursprÜDgliche  Lage  desselben  gefanden  war. 

In  Folge  dessen  verändert  sich  aach  das  Bild  der  Geraden  im  Allge- 
meinen; es  geschieht  dies  nur  dann  nicht,  wenn  dasselbe  der  Verschie- 
bungsricIituDg  des  Cehtrums  parallel  ist,  weil  dann  nnr  der  Flnchtpnnkt 
innerhalb  desselben  sich  verschiebt. 

Linien,  die  das  Centram  enthalten,  als  characterisirt  dnrch  das  Zo* 
sammenfallen  von  Flacht  und  Darchgangspunkt,  bleiben  bei  einer  solches 
Verschiebang  nicht  projicirende  Linien,  da  der  Darchgsngspnnkt  bleibt 
und  der  Fluchtpunkt  die  Bewegung  des  Centrums  mitmacht;  nnr  bei  denea 
unter  ihnen,  die  der  Bildebene  parallel  sind,  bliebe  dies  ohne  Einflosf, 
dieselben  kommen  aber  überhaupt  nicht  zur  Darstellung. 

Die  Bilder  von  Geraden  in  derselben  Ebene,  welche  als  Paralleles 
erscheinen,  bleiben  auch  bei  der  Transformation  parallel;  der  Parallelis- 
mus der  Bilder  bezeichnet  die  Lage  ihres  Durchschnittspunktes  in  der 
durch  das  Centrum  gehenden  Parallelebene  zur  Tafel. 

Die  Veränderungen  der  Fluchtlinie  einer  Ebene  und  die  des  Bildet 
eines  Punktes  oder  in  einer  gegebenen  Geraden  gehen  daraus  leicht  her- 
vor. Eine  Fluchtlinie  bleibt  ungeändert,  wenn  ihre  Richtung  die  Ver- 
schiebungsrichtung des  Contrums  ist.  Die  Projectionen  der  in  einer  sol- 
chen Ebene  gelegenen  Systeme  bleiben  dabei  durchaus  nicht  ungeändert*) 

Besonderes  Interesse  hat  die  wagerechte  Verschiebung  des  Centrumi 
(bei  verticaler  Bildebene)  um  den  mittleren  Abstand  beider  Augen  des 
Menschen.  Man  erhält  zur  Perspective  einer  Raumform  durch  diese  Ver- 
schiebung diejenige  neue  Perspective  derselben,  welche  mit  jener  gleich- 
zeitig betrachtet  den  Eindruck  der  Raumform  selbst  täuschend  hervorza- 
rufen  vermag.  Diese  Transformation  enhült  somit  die  Construction 
stereoscopischer  Bilder.  Die  Figur  12,  Tafel  IV,  zeigt  als  Beispiel 
davon  eine  sechsseitige  gerade  reguläre  Pyramide;  von  der  Construction 
sind  nur  die  Durchgangspunkte  d,  d^  der  Grundflächenkante  ab  und  Dia- 
gonale yc  und  die  beiden  Lagen  ihres  Fluchtpunktes  /*,  /*, ,  sowie  die 
Hauptpunkte  -/,  -^,  angegeben,  um  die  stereoscopische  Combination**)  zu 
erleichtern.     Die  Distanz  ist  die  deutliche  Sehweite. 

Schon  bei  dieser  einfachsten  Transformation  wird  nicht  nur  die  Lage, 
sondern  auch  die  Gestult  des  Bildes  einer  Raumform  geändert.     Sie  wird 


*)  Die  UnteTscheidung  der  ursprünglichen  und  der  transformirten  Bilder  durch 
Farben  ist  bei  der  graphischen  Ausführung  zweckmässig,  wie  sclion  oben  bemerkt  ist. 

**j  Man  betraclitet,  indem  man  eine  ebene  schwache  Scheidewand  zwischen 
beide  normal  zur  Kbene  des  Blattes  stellt,  beide  Bilder,  jedes  mit  einem  Auge;  oder 
richtet  je  ein«;  geschwärzte  gleichweite  Röhre  auf  sie  in  paralleler  zur  Ebene  des 
Blattes  normaler  Stellung.  Bei  einiger  Uebung  gelingt  die  Combination  auch  leicht 
mit  blossen  Augen  ohne  jedes  besondere  Unterstützungsmittel. 


Von  Dr.  Wilh.  Fiedler.  343 

in  den  praktischen  Anwendangen  der  Centralprojection  daza  dienen  können, 
QDi  Theile  der  Constrnction  deutlicher  zu  machen,  welche 
anf  sehr  schmal  erscheinenden  Flächen  liegen;  denn  dies  letz- 
tere und  damit  die  Zasammendrängnng  der  Constrnction  ist  die  Folge  von 
der  Kleinheit  des  Ahstandes  des  Centrums  Ton  der  Fläche  und  wird  daher 
durch  eine  Verschiebung  des  Centrnms  Ton  dieser  Fläche  weg  vermieden 
oder  gehoben. 

Dnrch  sie  werden  Fluchtpunkte  und  Fluchtlinien ,  welche  ausserhalb 
der  Grenzen  der  Zeichentafel  liegen ,  in  dieselben  zurückgeführt  und  da- 
durch der  Constrnction  zugänglich  und  nutzbar  gemacht.  So  zeigt  Fig.  13, 
Tafel  IV,  die  Constrnction  von  Parallelen  zu  einer  Geraden  h  von  unzu- 
gftngllchem  Fluchtpunkt  in  der  Ebene  S  F*  aus  Punkten  ihrer  Spur,  wie  d^. 
Man  hat  auf  der  Parallelen  zur  Tafel  t  die  Länge  bc  =  b*c*  gemacht, 
welche  der  Verlegung  des  unzugänglichen  Fluchtpunktes  /*,  nach  /*,*  ent- 
apricht.  Die  Grösse  der  Verschiebung  des  Centrums,  welche  dabei  ge- 
brancht  ist,  geht  aus  der  Figur  leicht  hervor. 

Wenn  das  Centrura  in  derNormalen  zurBildebene  fort- 
rückt, welche  es  enthält,  so  bleibt  der  Hauptpunkt  ungeändert  und 
jeder  Fluchtpunkt  bewegt  sich  in  der  geraden  Linie,  die  ihn  mit  jenem 
verbindet,  und  um  eine  Länge,  welche  von  dem  ihm  entsprechenden  Nei- 
gungswinkel abhängt;  sie  ist  die  zweite  Kathete  eines  rechtwinkligen 
Dreieckes,  welches  die  Veränderung  der  Distanz  zur  ersten  Kathete  und 
dieaen  Neigungswinkel  zu  dem  ihr  gegenüber  liegenden  Winkel  hat.  Die 
Figar  13,  Tafel  IV,  zeigt  die  Construction  für  den  Fluchtpunkt  /;  der  in  /• 
übergeht;  D  ist  der  Distanzkreis,  d.  h.  der  mit  dem  Abstand  des  Zentrums 
von  der  Bildebene  aus  dem  Hauptpunkte  in  der  Bildebene  beschriebene 
Kreis. 

In  Folge  dessen  ist  für  alle  dem  Distanzkreis  angehörigen  Fluchtpunkte 
die  radiale  Verschiebung  der  Verschiebung  des  Centrums  gleich;  nach  dem 
Hauptpunkte  hin  bei  Annäherung  des  Centrums  an  die  und  von  ihm  weg  bei 
Entfernung  des  Centrums  von  der  Bildebene.  Sie  gehen  in  die  Periphe- 
rie des  der  Transformation  entsprechenden  neuen  Distanzkreises  D^  über. 

Der  Reduction  der  Distanz  auf  —  ihres  ursprünglichen  Betrages  entspricht 

die  Reduction  der  Entfernung  jedes  Fluchtpunktes  vom  Hauptpunkte  auf 

—  ihres  Werthos. 

n 

Die  neue  Lage  F*  der  Fluchtlinie  F  einer  Ebene  bestimmt  sich  als 
parallel  zur  alten  durch  die  Behandlung  eines  einzigen  Punktes  derselben 
nach  dem  Gesetz  der  Fluchtpunkte;  man  wird  dazu  am  einfachsten  den 
Fluchtpunkt  der  vom  Hauptpunkt  auf  sie  gefällten  Normale  benutzen, 
denn  dann  überträgt  sich  das  vorige  Gesetz  auf  sie. 

Also :  das  von  den  Fluchtlinien  und  Fluchtpunkten  der  Raumform  — 
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also  anch  von  den  Bildern  ihrer  Pnnkto  —  gebildete  System  wird  so  ver- 
ändert, dass  das  neue  System  deui  ursprünglichen  ähnlich  ist  für  den 
Hauptpunkt  als  Aehnlichkeitsceutrum  und  das  Verhältniss  der  Distanzen. 
Als  eine  Anwendung  der  lloduction  der  Distanz  theilen  wir  die  Strecke 
ab  einer  durch  ihr  Bild  und  die  ihr  entsprechende  Normalebene  i^, 5|  zur 
Bildebene  bestimmten  Geraden  g  in   vier  gleiche  Theile  bei  nnzagäng- 

lichem  Fluchtpunkt  und  —   als  Yierthcil  der  Distanz  (Fig.  14,  Taf.  IV). 

4 

Wir  ziehen  eine  Gerade  vom  Hauptpunkte  nach  einem  Funkte  des  Bildes, 
etwa  Auy  theilen  sie  in  vier  gleiche  Theile  und  ziehen  durch  den  End- 
punkt 1  des  ersten  von  A  aus  eine  Parallele  zu  g  bis  zum  Fluchtlinie  F  der 
Ebene  in  /*.  Nun  ist  f*^  der  der  reducirten  Distanz  entsprechende  Flucht- 
punkt und  f*d  das  abgeleitete  Bild  der  Geraden.  Die  Linien  Aa^  Ab  be- 
stimmen in  ihm  die  Endpunkte  a*,  b'^  der  nun  leicht  zu  theilenden  Strecke; 

man  errichtet  in  A  auf  F  die  Normale  ^  (  —  |  =  — ,  zieht  (  -  )/*  ond  durch 
d  die  ihr  Parallele  {g\  schneidet  diese  in  (a*),  (6*)  durch  ( — )  «*  und 
^-^6*,  theilt  (a*)(6*)  in  (c*)  und  in  (rf*)  und  (e*)  in  vier  gleiche  Theile, 

und  erhält  in  a*b*  auf  l    j(c»)  und  (-){d*)  die  Punkte  c*  und  d*  und  in 

g  auf  Je*,  Ad*  xxnüAe*  die  gowüiischteu  Theilpunkte  c,  rf,  e  der  betrach- 
teten Strecke. 

Die  Ermittelung  von  Wiukelgrössen  ergiebt  sich  mit  derselben  Leich- 
tigkeit. Der  reducirten  Distanz  entsprechen  reducirte  Fluchtpunkte  und 
Fluchtlinien,  und  diese  geben  mit  jener  ganz  wie  sonst  die  Grössen  der 
Winkel,  welche  man  zu  wissen  wünscht. 

Die  Combination  beider  Verschicbungen  des  Centrums,  der  parallelen 
und   der  normalen ,  lässt  den  Uebergang  zu  einem  willkürlich  im  Räume 
gelegenen  neuen  rrojectionsccutruin  vollziehen.    So  ist  in  Fig.  15,  Taf.  IV, 
für  die  Gerade  df  xxwdi  die  Ebene  SF  mit  dem  Dreieck  abc  der  Uebergang 
zu  dem  Punkte  C*  der  besagten  Geraden  als  Projcctionscentrum  vollzogen. 
Man  hat  in  A^  durch  </-/*  i|/'^  den  Durchgangspunkt  der  von  C*  ausgehea' 
den  Normalen   zur  Bildebene  und  in  J*(C)*   die  wahre  Lange  derselbe!* 
bestimmt,  welche  die  neue  Distanz  i>*  ist.     Wenn  man  nun  zuerst  in  Fi^ 
/*»  <'*)  ^*»  ^**  die  der  Parallelverschiebung  A A"^  entsprechenden  TransfoiT' 
mationen  darstellt,  so  erhalt  man  dann  in  i^*,  /"*,  r/*,  6*,  c*  die  dem  neuem- 
Centrum    entsprechenden    Bestimnningselemente    aus    der    normalen   Ver  " 
Schiebung    um   {D  —  />*).      Da    das    neue   Centrum    in   der   Geraden  d^ 
liegt,  so  muss  diese  nun  als  projicirendo  Linie  erscheinen,  d.  h. /**  mit  c^ 
zusamnienfallcn,  dazu  muss  ferner  bei  der  ersten  Transformation  die  Ver^ 
längeruug  der  Geraden  df^  durch  ^i*  gehen,  was  oÜenbar  ist. 
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b)  Die  Parallelverschiebungen  der  Bildebene  und 
diejenigen  des  Objects. 

Die  Verschiebung  der  Bildebene  ist  als  eine  Verschiebung  in  sich 
selbst  und  als  eine  zu  sich  selbst  parallele  zu  betrachten,  bei  welcher  alle 
ihre  Punkte  in  Normalen  zur  ursprünglichen  Lage  um  gleiche  Stücke  sich 
bewegen.  Wieder  setzt  sich  jede  beliebige  andere  Parallelverschiebung  aus 
swei  solchen  Elementarverschiebungen  zusammen. 

Bei  der  Verschiebung  der  Bildebene  in  sich  selbst  in  be- 
stimmter Richtung  durchlaufen  alle  Punkte  gleiche  und  parallele  Wege 
in  demselben  Sinne.  Wenn  viele  Constructionen  in  einem  Bilde  nöthig 
sind,  so  dient  eine  Transformation  dieser  Art  dazu,  um  die  Häufung  der 
Linien  in  einem  Theile  der  Zeichnung  zu  vermeiden. 

Die  Parallelverschiebung  der  Bildebene  in  Normalen  hat 
nothwendig  eine  gleichzeitige  Veränderung  der  Fluchtpunkte  und  der 
Durchgangspunkte  zur  Folge.  Betrachten  wir  zuerst  die  Verschiebung 
eines  Fluchtpunktes.  Da  der  ihn  bestimmende  Sehstrahl  und  die 
Normale  vom  Centrum  zur  Bildebene  ungeändert  bleiben,  so  erfolgt  die 
Verschiebung  des  Fluchtpunktes  in  der  Durchschnittslinie  der  durch  jene 
beiden  bestimmten  Ebene  mit  der  Bildebene,  d.  i.  in  der  Geraden,  welche 
den  Fluchtpunkt  mit  dem  Hauptpunkte  verbindet.  Die  Grösse  der  Ver- 
schiebung wird  als  zweite  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  erhal- 
ten, das  die  normale  Verschiebungsgrösse  der  Bildebene  zur  ersten  Kathete 
und  den  Neigungswinkel  der  Geraden  gegen  die  Bildebene  zum  gegen- 
überliegenden Winkel  hat;  denn  für  den  unendlich  entfernten  Punkt  ist 
die  normale  Verschiebung  der  Bildebene  gleichbedeutend  mit  der  gleichen 
normalen  Verschiebung  des  Centrums  im  entgegengesetzten  Sinne. 

Der  Halbmesser  des  neuen  Distanzkreises  ist  daher  um  den  Betrag 
der  Verschiebung  selbst  von  dem  des  ursprünglichen  verschieden. 

Das  neue  Bild  der  Geraden  muss  nothwendig  dem  ursprünglichen 
Bilde  derselben  parallel  sein,  weil  beide  Bilder  die  Durchschnitte  paralleler 
Ebenen  mit  derselben  projicirenden  Ebene  sind.  Um  in  dem  neuen  Bilde 
sodann  den  Durchgaagspunkt  zu  erhalten,  vergegenwärtigt  man  sich,  dass 
die  Gerade  selbst  und  die  zu  ihr  durch  das  Centrum  gezogene  Parallele, 
welche  ihren  Fluchtpunkt  bestimmt,  mit  den  beiden  Durchschnittslinien 
ihrer  Ebene  —  der  projicirenden  Ebene  —  in  den  Bildebenen  ein  Parallelo- 
gramm bilden  müssen,  und  erkennt  aus  der  Gleichheit  seiner  Gegenseiten, 
dass  der  Durchgangspunkt  die  Verschiebung  des  Fluchtpunktes  nach 
Grösse  und  Richtung  treu  wiedergeben  muss.     (Figur  16,  Tafel  IV.) 

Die  Behandlung  der  Bestimmungsstücke  einer  Ebene  ergiebt  sich 
daraus;  man  vollzieht  für  einen  Punkt  der  Fluchtlinie  die  Construction  — 
am  bequemsten  für  den  Fusspunkt  der  vom  Hauptpunkt  auf  sie  %>\l  €iSi\A»L- 
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den  Normale  — ,  sieht  die  neue  Flachtlinie  parallel  der  alten  nnd  die 
neue  Spur  am  die  gleiche  Grösse  verschoben  gegen  die  alte. 

Das  Bild  eines  Punktes  bewegt  sich  bei  dieser  Transformation  in  der 
geraden  Linie,  welche  es  mit  dem  Hanptpankte  verbindet,  am  einen  Be- 
trag, der  ihm  als  Flachtpnnkt  der  entsprechenden  projieirenden  Linie  be- 
trachtet  entspricht.  Ist  daher  i  die  Verschiebnngsgrtfsse  dee  Bildeei 
welches  die  ursprüngliche  Entfernung  d  vom  Hauptpunkte  besass,  bei  der 
anfkigliehen  Distans  JD  nnd  der  Verschiebungsgrösse  der  Bildebene  J^  so 
hat  man 

Ffir  den  Fluchtpunkt  /  der  Geraden  und  seine  nene  Lage  /*  wiid 
insbesondere 

2f:J9=//*:^/;oder 

wenn  ß  den  Neigungswinkel  der  Geraden  aur  Bildebene  beseiohnet 

Eine  einfache  Prüfung  jenes  Verhaltens  erlanben  die  geradlinigen 
Strecken  in  der  Parallelebene  aur  Bildebene,  welche  in  der  Entfernung  der 
Distana  auf  der  dem  Centrum  entgi^gengesetsten-Beite  derselben  liegt  Bie 
entspricht  dem  Falle  der  Verdoppelung  der  Distans  durch  Parallelverschie- 
bung  der  Bildebene.  Die  Fluchtlinie  der  Ebene  verdoppelt  ihre  Bat- 
femung  vom  Hauptpunkte  und  die  sich  um  denselben  Betrag  versehiebendf 
Bpur  wird  doppelt  so  weit  vom  Hauptpunkte  entfernt  sein  als  die  Mittel* 
linie  zwischen  Spur  und  Fluchtlinie  vor  der  Transformation,  d.  h.  das  Bild 
der  in  jener  hinteren  Parallelebene  gelegenen  Geraden.  Da  aber  die 
neue  Spur  mit  der  der  ursprünglichen  Bildebene  entsprechenden  Lage  die- 
ser Geraden  zusammenfällt,  so  erhält  man  die  Länge  des  in  a^  abgebilde- 
ten Stückes  derselben,  indem  mau  die  Geraden  Aa^  Ab  bis  zur  neuen 
Spur  verlängert;  sie  wird  wie  zu  erwarten  =2ab. 

Man  soll  diejenige  Psrallelverschiebung  der  Bildebene  bestimmen, 
durch  welche  die  neue  Lage  des  in  a  abgebildeten  Punktes  der  Geraden 
dfzxL  ihrem  DurcbgangHpunkt  d*  wird.  (Fig.  17,  Tafel  IV.) 

Man  zieht  die  Gerade  aA  nach  dem  Hauptpunkte  und  schneidet  sie 
durch  die  aus  d  gezogene  Parallele  zu  Af.  Der  Schnittpunkt  ist  cf  *,  die 
durch  ihn  gezogene  Parallele  zu  df  bestimmt  in  Af  den  neuen  Flucht- 
punkt f*]  und  wenn  man  /*  mit  einem  Halbmesserendpunkt  (C)  des 
Distanzkreises  verbindet,  und  f*  (C*)  parallel  hierzu  bis  zu  jenem  zieht, 
so  ist  {C*)  ein  Punkt  des  neuen  Distanzkreises  und  (6")  {€*)  der  Betrag  der 
nöthigen  Versebiebung  der  Bildebene. 

Sind  p  und  p*  die  der  ursprünglichen  und  der  transformirten  Lage 
entsprechenden  Bilder  eines  Punktes  P  der  Geraden  df  in  Fig,  16,  Taf.  IV, 
zieht  man  durch  das  Letztere  die  Parallele  p'^q  zu  Af  bis  zur  alten  Lage  der 
Geraden  dfuud  errichtet  p*{p)  j_  zu  p*q  und  gleich  J  oder  {C)(C*)y  so  ist 
das  Dreieck  p*  9  (p)  dem  in  p*pq  abgebildeten  Dreieck  ähnlich  und  kann 
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daher  direct  zar  Darstellang  seiner  Winkel,  mittelbar  auch  zur  Darstellung 
seiner  Seiten  und  seiner  wahren  Grösse  dienen.  Jenes  in  p*pq  abge- 
bildete Dreieck  liegt  aber  in  einer  zur  Bildebene  normalen  Ebene  von  der 
Spur  dd*  und  der  Fluchtlinie  ff*A  und  enthUlt  bei  q  den  Neigungswinkel 
der  Geraden  df  gegen  die  Tafel;  die  den  beiden  verglichenen  Dreiecken 
gemeinschaftliche  Seite  p*q  ist  das  Bild  einer  Parallelen  zur  Tafel  nnd 
wir  haben  somit  hier  durch  eine  Parallelverschiebung  der 
Bildebene  die  Umlegung  einer  zur  Bildebene  normalen 
Ebene  in  eine  zu  ihr  parallele  vollzogen. 

Offenbar  wiederholt  Ap 9*  (p)'  die  nämliche  Construction ;  und  es  ist 
eine  aus  den  Elementen  der  Centralprojection  sich  ergebende  Bestätigung, 
dass  die  Gerade  p(j))  den  Punkt  (C)  und  die  Gerade  p*{py  den  Punkt 
{€*)  enthält. 

Wir  haben  bei  dem  eben  dargelegten  Gedankengange  offenbar  die 
ursprüngliche  und  die  neue  Projection  der  Geraden  in  ihrer  gleich- 
zeitigen Existenz  gefasst.  Die  beiden  Geraden  df  und  d*f*  liegen 
in  einer  zur  Bildebene  normalen  Ebene,  und  sie  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  der  durch  das  Centrum  gehenden  Parallelebene  zur  Bild- 
ebene, welche  man,  da  die  Bilder  aller  in  ihr  gelegenen  Elemente  in  un- 
endlicher Entfernung  liegen,  etwa  die  Verschwindungsebene  nennen 
kann.  Die  Verbindungslinie  zweier  entsprechender  Punkte  p,  p*  beider 
Bilder  ist  eine  Normale  zur  Bildebene  und  daher  auf  der  Spur  dd*  jener 
£bene  und  auf  allen  zu  ihr  parallelen  Geraden  rechtwinklig.  Die  wahre 
Länge  des  Stuckes/? 9  in  ihr  ist  leicht  zu  ermitteln. 

Vertraut  nun  mit  der  Einsicht,  dass  auch  diese  Auffassung  der  ur- 
eprünglichen  und  der  transformirten  Bilder  als  gleichzeitige  Darstellungen 
▼erschiedener  Systeme  den  Vorrath  von  Hilfsmitteln  wesentlich  vermehren 
kann,  welche  die  Transformationen  für  die  Behandlung  der  Probleme  der 
Centralprojection  darbieten,  wollen  wir  zurückblickend  diesem  Gesichts- 
punkte die  Transformationen  durch  Verschiebung  des  Centrums  unter- 
stellen. 

Das  ursprüngliche  und  das  abgeleitete  Bild  einer  Geraden  stellen,  für 
eines  der  beiden  Centra  betrachtet,  und  ebenso  jedes  von  beiden  für  beide 
Centra  nach  einander  betrachtet,  verschiedene  Gerade  dar,  welche  ge- 
meinschaftlichen Durcbgangspunkt  haben.  Ein  nnd  dasselbe  Bild  stellt 
aomit  unendlich  viele  Gebilde  derselben  Art  dar,  deren  gemeinschaftliche 
Elemente  in  der  Bildebene  liegen. 

Wenn  man  daher  findet,  dass  viele  Constructionen ,  wie  die  der 
Durchschuittslinie  zweier  Ebenen,  des  Durchschnittspunktes  einer  Ebene 
mit  einer  Geraden  etc.  und  alle  die  von  ihnen  abhängigen  zusammenge- 
setzten Constructionen  ohne  jede  Benutzung  des  Centrums  ausgeführt 
werden,   so  ist  zu  schliessen,  dass  das  nämliche  Bild  auch  die  Dux^Vir 

7.\^ 
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scbniltslfnien  beispiela weise  «Her  der  Ebenenpaare   angiebt,  welcbe   dta 

üneudüch  vielca  verächledunea  Lagen  des  Cmitrurns  euti^prccb^u,  etc, 

XJnd  wenn  dem  entgegen  die  Darstellung  wahrer  Gröeaen,  gans 
wenige  Fälle  ansgeuommen ,  die  BenuUong  des  Centrumfi  eteta  erfordert, 
Lio  ergiebt  aich  daraus,  dasH  die  wahren  GrÖ*ii<^n  —  Linien,  Winkel,  ebene 
h'gnren  —  der  dargej^tellten  Gebilde  für  die  rerschiecJenen  Lngeo  des 
Centruma  itn  Allgemeinen  wecbselti«  Man  erkennt  jedoch  leicht,  dass 
z,  B,  die  Kechtwinkllgkeit  einer  Ebene  und  einer  Oeiatlen,  oder  diejenige 
Ton  xwei  Ebenen  oder  von  zwei  Geraden  —  ftUgemeiner  jede  hestioimte 
Winkel^'i'üäse  —  für  alle  Lagen  des  Centrnms  innerhalb  eines  gewissen 
geomelrischen  Ortes  bestehen  bleibt  5  m  den  angeführten  Fällen  eine  leicht 
näher  211  beatimmende  Kreisperipberiö,  Bei  der  normalen  ParallelFer* 
Schiebung  der  Tafel  haben  wir  die  Ergebnisse  unter  denselben  G«sichtä- 
punkt  schon  gestellt  und  jenes  in  zablretehen  Constructionen  Tortbetthaft 
Terinittelnde  Gesetz  erhalten,  welches  die  Umlegnng  einer  znr  Bildebene 
normalen  Ebene  in  die  ihr  paraUele  Lage  so  beqaem  vollzog. 

Prof.  Tilscher  hat  vorgeschlagen,  dasselbe  als  das  Gesetz  der 
trän afor mitten  Tafeldistanz  zu  bezeichnen;  er  hat  als  ein  einfachem 
Hilfsmittel  fiir  die  Ausübung  einen  perspectivischen  Stangenzirkel 
constrnirt  und  es  ist  ztl  erwarten,  das:;  der  Gebrauch  desselben  in  der 
Praxis  des  perspeclivischeu  Zeichnens  wesentliche  Kefermen  herbeirahreu 
wird.  Indem  ich  für  alles  Wcilero  auf  das  zur  VeröffentUcbung  fast  be- 
reite Werk  meines  Freundes  verweise,  gebe  ich  hier  ein  |»aar  einfache 
Beispiele  der  Auwenduog  des  Gesetzes. 

Sind  F  und  S  die  Spar  und  die  Fluchtlinie  einer  Normalebene  xur 

Bildebene  (Figur  18,  Tafel  IV),  ist  A  der  Hauptpunkt  und  •- der  Endpunkt 

des  ViertheÜB  der  Distanz,  ist  ferner  g  das  Bild  einer  in  jener  Ebene 
liegenden  Geraden,  sowie  s  das  Bild  der  Durchschnittslinie  dieser  Ebene 
mit  jener  Parallelebene  zur  Bildtafel,  in  welche  man  jene  in  g  abgebildete 
Gerade  umlegen  will,  so  bestimmt  man  das  abgeleitete  Bild  g*  als  parallel 
zu  g  durch  einen  transformirten  Punkt  b^  b*]  also  indem  man  auf  bA  die 

Länge  66*  =  —  abträgt.     Man  erhält  im  Durchschnitt  von  y*  mit  5  den 

Punkt  a*,  auf  Aa^  in  g  den  entsprechenden  Punkt  a  und  hat  im  Durch- 
schnitt von  s  und  g  den  Punkt  aa«  Errichtet  man  in  a*  auf  5  das  Perpen- 
dikel von  der  Länge  a*  (a)  =  — ,  so  ergiebt  (a)  a  die  umgelegte  Gerade  {g), 

4 

Ebenso  leicht  kann  man  von  {g)  zu  g  übergehen.  Man  erkennt  über- 
dies, dass  jeder  andere  aliquote  Theil  der  Distanz  in  gleicher  Weise  zur 
Construction  dienen  kann.  Die  Anwendung  auf  das  Umlegen  von  Punkten 
und  beliebigen  Punktsystemen  aus  Normalebenen  zur  Bildtafel  in  Parallel- 
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ebenea  zu  derselben  und  nmgekebrt  auf  die  Aufstellung  oder  Zurück- 
fUhrnng  derselben  aus  einer  der  letzteren  in  jene  ist  selbstverstündlich. 

Zablreicbe  Aufgaben,  wie  die  Bestimmung  der  Entfernung  zweier 
Punkte,  die  Entfernung  eines  Punktes  von  einer  Geraden,  mit  der  er  in 
einer  lur  Bildebene  normalen  Ebene  liegt,  die  Darstellung  von  Winkeln 
in  solchen  Ebenen  etc.  sind  durch  diese  Methode  leicht  und  sicher  lösbar. 

Und  wenn  insbesondere  ein  räumliches  System  auf  drei  rechtwinklige 
Axen  bezogen  ist,  deren  zwei  der  Bildebene  parallel  laufen,  so  ist  seine 
centralprojectivische  Darstellung  hierdurch  leicht  aus  seinen  Abmessungen 
in  ihnen  zu  gewinnen.  Die  gewöhnliche  Praxis  der  Perspective 
Bchliesst  sich  vor  Allem  an  diesen  Theil  der  Entwicke- 
lung  an. 

Kennt  man  die  Bilder  zweier  Geraden  in  einer  solchen  Normalebene, 
deren  Fluchtlinie  bekannt  ist  und  die  Grösse  des  von  ihnen  eingeschlossenen 
Winkels,  so  kann  man  hieraus  bei  gegebenem  Hauptpunkte  leicht  die  G  r  ö  s  s  e 
der    Distanz    bestimmen.     Denn  man   leitet  aus  dem  Durchschnitts- 

punkte  a  der  Geraden  g  und  h  den  transformirten  Punkt  a*  ab  f  aa*=  —  j, 

legt  durch  ihn  die  Gerade  s  der  Fluchtlinie  parallel  und  erhält  in  ihr  das 
Segment  aai,  über  welchem  der  fragliche  Winkel  steht,  während  sein 
Scheitel  in  dem  in  a*  auf  s  errichteten  Perpendikel  liegt.  Die  Länge 
dieses  Perpendikels  bis  zu  ihm  ist  dann  das  Viertheil  der  Distanz,  diese 
also  aus  jenem  bestimmt.  Man  hat  nur  über  aai  den  Kreis  zu  beschreiben! 
"welchem  der  gegebene  Winkel  {g^  h)  als  Peripheriewinkel  über  jener 
Sehne  entspricht.  Wenn  also,  wie  dies  in  centralprojectivischen  Dar- 
stellungen oft  der  Fall  ist,  eine  projicirte  Figur  als  Rechteck,  als  reguläres 
Vieleck  etc. ,  und  als  in  einer  Normalebene  zur  Bildebene  von  bekannter 
Stellung,  z.  B.  in  einer  wagerechten  Stellung  gelegen,  durch  die  Natur 
der  Sache  erkennbar  ist,  so  kann  aus  dem  Bilde  derselben  die  Grösse  der 
Distanz  abgeleitet  werden,  wenn  der  Hauptpunkt  bekannt  ist;  und  man  kann 
auch  wohl  beide,  Distanz  und  Hauptpunkt,  bestimmen,  wenn  die  Figur 
mehr  als  einen  Winkel  von  bekannter  Grösse  in  solcher  Lage  darbietet. 

Betrachten  wir  nun  noch  die  Parallel  Verschiebungen  des  Ob- 
jects,  so  ergiebt  sich  zuerst,  dass  durch  sie  keine  Veränderung  der  Flucht-  ' 
punkte  und  Fluchtlinien  des  Systems  hervorgebracht  werden  kann ;  sodann, 
dass  bei  einer  Verschiebung  nach  Parallelen  zur  Bildebene  die 
Dnrchgangspunkte  des  Systems  diese  Verschiebung  nach  Grösse  und  Rich- 
tung genau  wiedergeben;  endlich  fUreine  zur  Bildebene  no renale  Par- 
allelverschiebung das  Gesetz:  Der  Durchgangspunkt  d  einer  Geraden 
rückt  in  der  durch  ihn  gehenden  Parallelen  zur  Verbindungslinie  des  Haupt- 
punktes mit  dem  Fluchtpunkte  fort  um  eine  Länge,  welche  als  zweite 
Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  gefunden  wird,  das  den  Betrag 
der  Normalverschiebung  y  zur  ersten  Kathete  und  d^tL  "^^x^uxi^wvc^^ 
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(Figur  [\\  Tal'el  IV)*     Üeon  jene  G^^rntlo  iüt  die  Spur   der  NonniUobea« 
zur  nildtafeK  wetebe  durcti  die  gegcbfne  Gi^rade  geht.  ^M 

Mivn  erkt?ntit  hiernncb  in  den  Tranörormaiionon  durch  pÄrnll^l^cf- 
«cliiflbuttg^  dps  Objpcta  das  Gegenstück  zu  den  TranafortnAtioiien  durcli 
Vericliiebutig  dos  Centnima;*)  jene  lassen  die  Fluclitpunkte,  dieae  die 
Dnrcligun^spttnkte  ungcandert,  die  GeseUe  der  Verleg^ung  der  Durch- 
gftugspufjkte  sind  bei  jenea  dieselben  vvie  die  für  die  Verlcgaug  der  FlucJ^ 
punkte  bei  dieüfen«  ^P 

Die  ParaHelverscUrebun^  der  Bildebene;  vereinigt  die  Erfolg«  beider 
in  Sieb. 

Wena  bei  der  Verscbiebong  dea  Objects  daa  ursprüngliche  und  da« 
trausformirte  Bild  als  gleicliÄeitig^e  Bilder  verscbiedener  Objecte  betrachtet 
werden,  so  haben  diese  letzteren  nifenbür  ihre  uneudlicb  fernen  Elemente, 
d.  b.  die  Ekbtungen  ihrer  Geraden  und  die  Stellungen  ihrer  Ebenen 
gemein* 

Jjenken  wir  aber  z-  B,  das  Bild  einer  Geraden  df  durch  eiDü  aar 
Bildebene  normale  Verscbiebung  des  Centrums  um  ^f  in  rf/"*  Uöd  sodiina 
dasselbe  Bild  durch  eine  zur  Bildebene  normale  Verschtebuug  der  Ge- 
raden  selbst  um  — zf  in  if*/"  transformirt,  und  nun  df*  und  d*f  als  gleich- 
«eitige  Bilder  verschiedener  Objeete  betrachtet,  so  erbellt,  dass  tHe  leti- 
teren  ihren  iui  gemeinscbaftlicben  HnlbirungHponkte  abgebildeten  Schnitt- 
punkt mit  der  hinteren  Parallele bcnc  gum  gemeinsaTnen  Eie^ment  haben. 
Bo  werden  auch  diu  unter  diesem  letzteren  Gesichtspunkte  gcwonueoen 
Ergebnisse  yerTollst^ndigt« 

X}asH  man  durch  Combinatlonen  von  zweien  oder  mehreren  der  bisher 
besprochenen  TratisforNjationen  xablreicbo  besondere  Ergebnisse  ableiten 
kAuiiT  ii^t  sicberi  aber  eine  Uurcbfübrung  dieses  Gedankens  bier  UberAfisaig, 

Indem  wir  die  Transformationen  durch  Vcrscbfebungen  überhaupt 
verlassen,  drJingt  sich  die  Bemerkung  auf,  dass  in  ibneu  eigentlich  alles 
Notliwendige  schon  gegeben  ist;  denn  nicht  wie  bei  der  Parallf^lprojection 
beschrankt  «ich  ihr  Erfolg  auf  eine  blosse  Ln  gen  Änderung  der  Projectioncn, 
immer  —  die  Verschiebung  der  Bildebene  in  sich  selbst  allein  ausge- 
nommen —  wird  zugleich  auch  die  Gestalt  derselben  verändert. 

Wenn  die  Ausführbarkeit  centralprojectivischer  Constrnctionen  von 
dem  Besitz  der  Bestimmungselemente,  also  der  Durchgangs-  nnd  Flucht- 
punkte der  zu  bestimmenden  Geraden  insbesondere  etc.,  sodann  zuweilen 
anch  von  der  Grösse  und  dadurch  praktisch  bedingten  Deutlichkeit  der 
Fignrentheile  abhängt,  auf  welche  sie  sich  beziehen,  so  bieten  die  betrach- 
teten Transformationen  bereits  ausreichende  Mittel  dar,  sowohl  die  Mög- 


^)  Ezisiirt  auch  das  Analogon  der  stereoscopischen  Combination  ? 
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lichkeit  als  die  Genauigkeit  der  Constrnctionen  sbu  sichern ,  wenn  anders 
die  Bestimmungselemente  geometrisch  bekannt  sind. 

Die  Betrachtung  könnte  daher  von  den  Transformationen  durch 
Drehung  entweder  der  Bildbene  oder  der  Raumformen  selbst  ganz  absehen, 
und  sie  hat  jedenfalls  nicht  so  wesentliche  Ergebnisse  von  derselben  zu 
erwarten,  als  sie  in  der  Parallelprojection  geliefert  haben«  Wir  erläutern 
sie  kurz. 

c)    Die  Axendrehungen  der  Objecto  und  der  Bildebene. 

Als  Drehungen  der  Objecto  hat  man  die  um  eine  zur  Bildebene  nor- 
male, welche  das  Centrura  enthält,  und  um  eine  in  ihr  selbst  gelegene  Axe 
zu  unterscheiden  und  die  Drehung  der  Bildebene  wird  nur  auf  eine  in  ihr 
selbst  gelegene  Axe  zu  beziehen  nöthig  sein. 

Die  Drehung  um  die  centrale  Hauptaxe  CA  bedingt  die 
Drehung  der  Flacht-  und  Darchgangspunkte  des  Systems  um  gleiche 
Winkelgrössen  in  einerlei  Sinn;  der  Distanzkreis  ist  ihr  natürliches  Mass. 
Das  perspectivische  Bild  des  Systems  bleibt  unverändert,  nur  seine  Lage 
ändert  sich. 

Die  Drehung  um  eine  in  der  Bildebene  selbst  gelegene 
Axe  erläutert  sich  durch  die  Betrachtung  des  Weges,  den  ein  Punkt  des 
gedrehten  Systems  durchläuft;  derselbe  ist  der  dem  Drehungswinkel  ent- 
sprechende und  in  der  ursprünglichen  Lage  des  Punktes  beginnende  Bogen 
eines  Kreises,  dessen  Ebene  zur  Drehungsaxe,  also  auch  zur  Bildebene 
normal  und  dessen  Centrum  in  der  Drehungsaxe  gelegen  ist.  Die  Dar- 
stellung dieses  Kreises  und  der  transformirten  Lage  des  Punktes  wird 
offenbar  durch  die  an  das  Gesetz  der  transformirten  Tafeldistanz  ange- 
schlossene Umlegnng  und  Aufstellung  von  Normalebenen  zur  Bildtafel  be- 
quem vermittelt.  Dass  dabei,  wenn  das  gedachte  System  die  Drehungs- 
axe schneidet,  die  Durchschnittspunkte  unverändert  bleiben,  ist  offenbar 
und  nützlich,  auch  insbesondere  bei  der  Drehung  der  Bildebene,  die  noch 
zu  betrachten  bleibt.  Sie  ist  identisch  mit  der  Umlegung  einer 
beliebigen  Ebene  in  die  Bildebene  und  ihrer  Aufstellung  ans 
derselben,  und  wie  in  der  Parallelprojection  ist  in  ihr  auch  hier  das 
allgemeine  Mittel  zur  Bestimmung  wahrer  Grössen  und  zur 
Projicirung  aus  denselben  enthalten. 

Wenn  das  Bild  eines  räumlichen  Systems  für  eine  bestimmte  Lage 
des  Centrums  und  der  Bildtafel  gegeben  ist,  so  kann  daraus  das  Bild  des- 
selben Systems  für  eine  neue  Bildebene  abgeleitet  werden,  die  mit  der  ur- 
sprünglichen einen  bestimmten  Winkel  bildet.  Die  Drehungsgrösse  des 
Letzteren  giebt  die  Grösse  der  Drehung  der  Bildebene,  welche  zur  Ueber- 
ftthrung  in  die  neue  Lage  erforderlich  ist,  und  die  Spur  der  neuen  Bild- 
ebene in  der  alten  ist  die  Drehungsaxe.  Man  erhält  das  neue  Bild  des 
Systems,  indem  man  die  Punkte  seines  ursprtlngUcb.«Ti  B\\dA%  ^%  ^iqcg^\^ 
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der  dnrcli  jene  Spur  und  den  bcxeiclinrten  Neigangswmkel  begtiimnten 
Ebtiho  ansielii  und  mit  dieser  in  die  Ebene  der  Zeichrjung  niederlegt,  Mao 
hat  itn  Voraus  sn  erwarten,  dass  bei  einer  Dreliung  um  90^  Conitmetionen 
eicb  ergeben,  welcbe  mit  denen  tibereinstimtnen,  die  wir  an  das  Geseti 
der  tratisformirten  Tftfeldiütanz  angeschlossen  haben* 

Dao  Fnndament  für  die  Äufiruhning  dieser  letst bezeichneten  Operation 
Ist  die  Lösung  der  Aufgabp :  Man  soll  den  von  zwei  projicirenden 
Linien  gebildeten  Winkel  ans  den  Durchgangs^) unkten  /", ,  f^ 
derselben  in  wahrer  Grösse  bestimmen  (Fig.  20,  Taf,  IV).  Dazu  | 
führt  die  Darstellnng  des  Dreieckes  Cf^f^  durch  Niederlegung  in  die  Bild- 
ebene»  d.  b.  die  Bestimmung  der  Lage  (6')  des  Centrnms  6'  am  Ende  dieser 
Bewegung.  Man  fällt  vom  Hauptpunkte  A  auf  die  Gerade  /*,/■,  die  Nor- 
male An^  und  zieht  die  Parallele  Acc^  £ii  f^f^  bis  zum  Distanzkrelj«,  be* 
»chreibt  sodann  aus  n  durch  c  und  c^  den  Kreis,  welcher  in  (C)  jene  Nor- 
male schneidet,  dann  ist  /,/'i(0/t  der  «u  bestimmende  AVinkel. 

Dass  man  durch  diese  Conatruction  die  wahren  Grössen  der  eämmt- 
liehen  Winkel  einer  ebenti^tchigeu  Figur  —  eines  Vieleckes  zunächst  —  i 
finden  kann,  ist  offenbar,  Sie  sind  durch  die  Fluclitpunkte  /", ,  /V*  /i»  ..*i 
fn  der  Seiten  desselben  an  dem  um  die  sie  enthaltende  Gerade,  die  Flucht- 
linie der  Ebene,  gedreüten  und  in  die  Bildebene  niedergelegten  Cenlrum 
(C)  bestimmte 

Man  gelangt  aber  yon  da  aus  mit  Leichtigkeit  zur  Bestimmung  der 
wahren  Gestalt  und  Grösse  des  Vieleckes  selbst,  d,  h*  zn  seiner  Nieder* 
legung  in  die  Bildebene;  man  hat  nämlich  nur  ssu  beachten,  dass  die 
Durchgangspnnkte  </|,  d^,  ^j,  .* . ,  ff^  der  Seiten  aU  in  der  Drehnngsaxe 
gelegen,  unverändert  bleiben  und  erkennt  so,  dass  die  Niederlegung  des 
Vieleckes,  d.  u  seine  wahre  Gestalt,  entsteht,  wenn  mau  durch  rf(,  d»,  .,. 
respective  zu  den  Geraden  fC)/*j,  (OA*  »*•  ParHllelen  zieht  und  die  Durch- 
Schnittspunkte  (rf),(^),*  *,  der  aufeinanderfolgenden  bestimmt ;  sie  sind  dieEcken 
des  Vieleckea,  Man  kann  die  liecbtfertigung  dieses  Verfahrens  direct  in  der 
Bemerkung  finden,  dass  die  Winkel  unverändert  bleiben  müssen,  welche 
die  Seiten  des  Vieleckes  mit  der  Drehnngsaxe  bilden ,  und  dass  diese 
Winkel  als  die  von  (C)/,,  (C)/i,  ...  mit  der  durch  (C)  gehenden  Parallelen 
zu  F  dargestellt  sind ,  weil  der  Fluchtpunkt  der  Spur  in  unendlicher  Ent- 
fernung liegt.     (Figur  21,  Tafel  IV.) 

Man  erkennt  dann  leicht  weiter,  dass  die  Niederlegung  jedes  Punk- 
tes Yollzogen  werden  kann,  indem  man  zwei  durch  ihn  gehende  Gerade  in 
der  vorigen  Weise  behandelt,  und  sieht,  dass  es  vortheilhaft  sein  wird,  für 
alle  Punkte  Gerade  von  gleicher  Richtung  zu  benutzen,  etwa  vor  allen  die 
Normale  zur  Spur  und  die  unter  45°  gegen  sie  Geneigte,  als  welche  in  n  und 
in  den  Durchschnitten  der  Fluchtlinie  mit  dem  aus  n  durch  c,  Cf  beschrie- 
benen Kreise  jC,  ,c,  ihre  Fluchtpunkte  haben  (Punkt  f  in  Fig.  21,  Taf.  IV). 

Man  kann  leicht  hieraus  ableiten,  dass  immer  das  Bild  eines  Punktes  a 
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^nd  seine  Niederlegung  in  die  Bildebene  (a)  anf  einer  nnd  derselben  durch 
(C)  gebenden  Geraden  liegen  müssen.     Die   gegenseitige  Abhängigkeit 
beider  Figui^n,  des  perspectivischen  Bildes  und  der  Umlegung  des  Origi- 
Dtls  in  die  Bildebene,  ist  also  die  der  Collineation  bei  collinearer 
Lage.     Dass   diese  Abhängigkeit  gegenseitig  und  der  Uebergang  von 
jedem  der  beiden  Systeme  zum  anderen  gleich  einfach  und  nicht  verschie- 
den ist,  erhellt  sofort.     Man  bezeichnet  [C)  als  ihr  Centrum  und  S  als  ihre 
Axe,  in  jenem  schneiden  sich  die  geraden  Verbindungslinien  entsprechen- 
der Punkte,  in  dieser  liegen  die  Dnrchschnittspunkte  entsprechender  Oe- 
riaden;   sie    sind    zugleich   die   gemeinschaftlichen  Elemente  der   beiden 
Sjrsteme,  wenn  man  sie  als  gleichzeitige  Abbildungen  betrachtet. 

Das  grosse  praktische  Interesse  dieser  Transformation  ist  genügend 
bexeichnet,  wenn  wir  bemerkten,  dass  sie  zur  Darstellung  der  wahren 
Grr^sen  und  Formen  aus  dem  Bilde  und  zur  Ableitung  des  Bildes  aus 
bekannten  geometrischen  BestimmungsstUcken  führt;  in  diesem  Betracht 
gebort  sie  zu  den  nothwendigen  Elementen  der  centralprojectivischen  Me- 
thode, ganz  ebenso  wie  die  Constructionen  von  der  Niederlegung  und  Auf- 
stellang  der  Ebene  und  ihrer  Systeme  auch  in  der  Parallolprojection  zu 
denselben  Zwecken  schon  vor  der  Einführung  des  allgemeineren  6e- 
nclitspunktes  der  Transformation  entwickelt  werden. 

Hier  mögen  nur  zwei  Aufgaben  eben  in  diesem  letzteren  Sinne  kurz 
crlHutert  werden,  welche  zu  dem  tieferen  geometrischen  Interesse  leiten, 
das  sie  darbietet;  der  Naihe  Collineation  bezeichnet  dasselbe  Demjenigen 
binreichend,  der  mit  den  epochemachenden  Schöpfungen  der  Geometrie 
der  N'eneren  bekannt  ist.  Die  Transformationen  der  darstellenden  gehen 
l'ier  über  in  die  der  reinen  Geometrie  und  machen  anschaulich,  wie  diese 
®in  Mittel  zur  Verallgemeinerung  bekannter  und  zur  Entdeckung  neuer 
S^ometrischer  Wahrheiten  sein  können. 

Man  soll  ein  durch  sein  Bild  und  seine  Ebene  bestimmtes  Viereck  auf 
^ine  neue  Bildebene  so  projiciren,  dass  sein  Bild  ein  Parallelogramm  wird. 
M'anbetrachtetdie  Verbindungslinie  der  Durchschnittspunkte  der  Gegenseiten 
des  gegebenen  Bildes  als  Fluchtlinie  der  neuen  Bildebene  in  der  alten  und 
^arf  ihre  Spur  in  derselben  willkürlich  als  eine  Parallele  zu  dieser  Ge- 
raden wählen. 

Ebenso  kann,  wenn  auch  nicht  ganz  ohne  Beschränkung,  ein  beliebi- 
Ser  durch  sein  Bild  und  seine  Ebene  bestimmter  Kegelschnitt  in  einen 
^reis  projicirt  werden,  der  das  Bild  eines  beliebigen  Punktes  in  seiner 
^bene  zum  Centrum  hat;  oder  es  können  zwei  Kegelschnitte  in  derselben 
^bene  gleichzeitig  in  Kreise  — «  zwei  sich  doppelt  berührende  Kegel- 
schnitte speciell  in  concentrische  Kreise  —  projicirt  werden. 

Jenes  geschieht,  indem  man   die  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ge- 
kommene Polare  des  Punktes,  das  Letztere,  indem  man  eine  der  Durch- 
Scbnittstehncn  der  beiden  Kegelschnitte  —  in  dem  «i^^^x^W^tk  Y^^  *'^Kt^ 
B^meiDscbaftlicbe  Berührungsaehne  —  ins  UnendVicVie  '^toy^^viV^  ^*  V*  ^\^ 
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Bar  Fluchtlinie  der  neuen  Lage  der  Bildebene  macht»  wie  sie  in  der  alten 
bestimmt  ist. 

Diese  Fluchtlinie  der  neuen  Bildebene  bestimmt  ihrte  Neigungs- 
winkel gegen  die  alte  und  damit  die  Grösse  der  Drehung,  welche  voll- 
sogen werden  muss,  um  jene  in  diese  tiberxuführen.  Die  Spar  der  neaen 
Bildebene  wird  die  Drehungsaxe  sein. 


Hier  am  Schlüsse  unserer  Entwickelnngen  angekommen,  wollen  wir 
speciell  auf  diejenigen,  welche  der  Centralprojection  gewidmet  sind,  nocfak 
einmal  zurückblicken.     Man  wird  leicht  finden,  dass  Alles,  was  von  ihnecM. 

aus  gültig   erscheint,    auch   von    den    auf  die  Parallelprojection  bes&g 

liehen  gilt. 

Die  allgemeine  Begründung  der  Centralprojection  weis^^ 

von  keiner  Beschränkung;  sie  hat  eine  unendlich  ausgedehnte  Bild 

ebene,  sie  projicirt  alle  Punkte  des  Raumes,  sie  operirt  mit  matheroatischec 
Linien  und  keine  Kleinheit  der  Constructionstheile,  keine  schleifender 
Schnitte  etc.  können  sie  in  Verlegenheit  setzen;  sie  ist  eine  geometrischf 
Wissenschaft. 

Aber   in  der  Anwendung  finden  sich  diese  allgemeinez 
Voraussetzungen  nicht  erfüllt;  ihr  steht  immer  nur  eine  begrenzt 
Bildebene  zu  Gebote  und  sie  kann  schon  deshalb  nicht  alle  Punkte  des  Raa^ 
mes  für  ein  und  dasselbe  Centrum  und  die  nämliche  Bildebene  zur  Darstel — 
lung  bringon;  hie  hat  mit  pbysisclien  Linien  zu  op^riren  und  bedarf  einer  ge — 
wissen  Grosso  dor  Constriictionstheile,  bedarf  nahe  rechtwinkliger  Schnitte== 
etc.,  um  der  Genauigkeit  der  Krgebnisse  sicher  zu  sein.  Alles  d  as  schaffi 
sie  sich  nach  Bedarf  durch  Transformation.     Die  Lehre  voi 

den   Transformationen  bildet   daher   das  eigentliche   Mittel ' 

glied  zwischen  Theorie  und  Praxis.    Wenn  in  der  Abhandlung  übei  -^'"^ 
„die  Centralprojection  als  geometrisclie  Wissenschaft**  der  Nachweis  geführt:*" 

ist,  dass  auf  Grund  der  Bestimmung  einer  geraden  Linie  durch  ihren  Durch 

gangspunkt  —  d.  h.  ihrem  Schnitt  mit  der  Bildebene  —  und  ihren  Flucht 

punkt  —  das  Bild  ihres  unendlich  entfernten  Punktes,   den  Durchgangs- 

punkt   der  ihr  parallelen  projicircnden  Linie   —   alle   Constructionen  der      "-^ 
Geometrie  des  Kauincs  centralprojectiviscli  ausgeführt  werden  können,  so     ^^ 
fügt  dazu  die  gegenwärtige  Abhandlung  den  Nachweis,  dass  die  Ausführ-        ^ 
barkeit  dieser  Constructionen  auch  unter  den  Beschränkungen  der  Praxis 
bestehen  bleibt;  zweckmässig  gewählte  Transformationen  sichern  sie  unter 
allen  Umständen. 

Dabei  bleibt  immer  noch  die  allgemeine  Bestimmung  zur  Darstellung 
aller  Raum  formen  der  Centra  Iproj  ection  behalten.  Wenn  sie  durch  be- 
schränkende Voraussetzungen  sich  den  physischen  Bedingungen  des 
Sehens  anbequemt,  so  geht  aus  ihr  endlich  die  Perspective  hervor,  die 
Grundlage  der  malerischen  Darstellung,  ausgerüstet  mit  allen  Hilfsmitteln 


Von  Dr.  Wilh.  Fiedler.  355 

und  Vortheilen,  deren  sie  fähig  ist.  Die  Ausflibrnng  einer  Perspective  in 
diesem  Geiste  wird  zum  erstenmale  Prof.  Tilscher's  Werk  den  Sachver- 
ständigen und  den  Lernenden  darbieten. 

Ich  übersehe  nicht,  dass  im  Sinne  des  Sjstemes  die  Durchführung 
der  Transformationen  der  darstellenden  Geometrie  hiermit  nicht  erschöpft 
ist;  aber  ich  darf  dafür  auf  die  schon  Eingangs  erwähnte  Notiz  „lieber 
das  System  in  der  darstellenden  Geometrie^*  verweisen.  Die  allgemeinste 
Quelle  aller  hier  mitgetheilten  Ergebnisse  ist  natürlich  die  Transfor- 
mation des  centralcolliuearen  räumlichen  Systemes;  sowie 
alle  Constructionen  der  darstellenden  Geometrie  sich  aus  der  Construction 
desselben  als  specielle  Fälle  ergeben,  so  fliessen  auch  alle  ihre  Trans- 
formationen aus  seiner  Transformation.  Die  Durchführung  dieses  allge- 
meinen Gesichtspunktes  ist  nicht  ohne  neue  und  schätzbare  Ergebnisse, 
soll  aber  hier  unterbleiben.  Nur  eines  rouss  ausgesprochen  werden,  was 
sich  dem  Kenner  der  Geometrie  sofort  ergiebt:  Unter  diesem  Gesichts- 
punkte fliessen  die  Wissenschaften  der  darstellenden  und  der 
sogenannten  neueren  Geometrie  in  eine  Wissenschaft  zu- 
sammen; und  es  wird  nöthig,  auch  in  den  Bereichen,  aufweiche  sieb  die 
Entwickelung  der  ersteren  gewöhnlich  beschränkt,  die  Mittel  und  Wege  der 
neueren  Geometrie  sorgfältig  zu  beachten;  sie  bieten  zahlreiche  Hilfsquellen 
und  sind  der  darstellenden  Geometrie  nicht  fremd. 

Ueberhaupt:  Ich  habe  es  nie  für  ein  zufälliges  historisches  Znsammen- 
treffen ansehen  können,  dass  die  Entwickelung  der  darstellenden  Geometrie 
des  Monge  an  der  Schwelle  der  neueren  Epoche  der  geometrischen  Ent- 
deckungen steht;  dass  sie  den  Anstoss  gab  zu  den  Untersuchungen  von 
Poncelet  und  Chasles  ist  bekannt.  Wäre  nicht  die  Perspective  allzu 
ausschliesslich  in  den  Dienst  der  Kunst  getreten,  welcher  der  Geometrie  nicht 
günstig  ist,  so  würde  man  die  darstellende  Geometrie  auch  als  die 
natürliche  Quelle  der  Wissenschaft  Jac.  Steiner's  und  seiner  Nachfolger 
erkannt  haben;  sie  war  schon  immer  die  Wissenschaft  der  Strah- 
le nbüschel  und  Ebenenbüschel  und  das  Gesetz  der  Doppel- 
sehnittverhältnissgleichheit  ist  ihr  allgemeines  Grundge- 
setz. Unter  diesem  Gesichtspunkte  bildet  die  neuere  analytische  Geometrie 
vnd  Algebra  die  eine,  die  darstellende  und  die  neuere  reine  Geometrie  die 
andere  Seite  der  Entwickelung  desselben  Gedankens.  Die  neuere  Algebra 
vnd  die  reine  Geometrie  sind  aber  dann  ihrer  Natur  gemäss  zu  Erweiterungen 
geschritten,  die  der  darstellenden  Geometrie  nicht  mehr  ang<'hören. 

Aber  ausserdem:  Dies  ist  die  Stelle,  wo  die  neuere  Geo- 
metrie sieb  an  die  wissenschaftliche  Sphäre  der  technischen 
Lehranstalten  anschliesst,  der  die  darstellende  von  jeher 
angehört.  Dass  sie  den  Ingenieur- Wissenschaften  manichfaltige  noch 
unvorhergesehene  Dienste  leisten  wiid,  ist  zuversichtlich  zu  erwarten.  Aber 
auch  jene  hier  angedeutete  Verbindung  allein  mu«B  dutcYi  dX^  ^\'««v\.^xx»l^ 
des  Oesicbtskreises,  die  sie  schafft,  diesen  Studien  Yi^cYiaX.  l^x^^xVv^  ^^\\i* 
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XXXn.     Ueber    ein    paar    darch    Oammafiinotioiun    »nsdrttekb&ro 
Integrale. 

Bekaontlich  gilt  dio  Formel 


Jr«-'«i-»M=  =  ^J.     p>0; 


niclit  nnr  für  ein  reelles  positives  k  sondern  aach  für  ein  comp! ex ea  it,  Ef>> 
bald   de8S€n   reeller  Bentaudtbeil  positiv  und  von   Nialt   verschiedeti  ist^ 
Audi  in  dem  Falle,  wo  dieser  reell©  TbeU  verscbwindet,  bleibt  die  Forme- 
noch  richtig^f  wenn  fA  anf  positive  ctcbt  gebrocbene  Werthe  pingescbränk 
wird.     Zufolge  dieser  Bemerkung  hat  man 


fß 

^        G 


xP-^tff-^e-(*"^^^dxdy 


^IxP-^e- 


0  0 

wobei  hinsichtlich  des  a  und  p,  sowie  in  Betreff  von  b  und  q  dieselben  Be- 
dingungen gelten  wie  oben  für  k  und  (n.     Mit  Hülfe  der  Substitution^) 

a:  =  {(l  — «?)»     y  =  iv^     da:(/y  =  {rf{rfij 
Ittsst  sich  das  obige  Doppelintegral  in  das  folgende  verwandeln 

0       0 

und  wenn  man  hier  die  auf  |  bezügliche  Integration  ausführt,  so  bleibt 

1 

^dfi 

._-      -..   .   -  J*^' 
0 

Der  Vergleich  der  beiden  auf  verschiedenen  Wegen  gefundenen  Werthe 

des  Doppelintegrales  giebt 


*)  Die  geometrische  Bedeatung  dieser  Substitution  findet  man  erörtert  in  des 
Verf.  Compendium  der  höheren  Analjsis,  2.  Aufl.,  S.  4ö0. 


k 
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1 
/'  (1 -!?)>-' >yg-w/i?   ^  r{p)r{q)        1 

0 
oder  für  1  —  ty  =  ^ 

1 

^  .  «/     [ad+6(l  — ^)]P+«  r(p  +  ^)    *a''^«' 

Zu  derselben  Formel  gelangt  Abel  in  Crelle's  Journal,  Bd.  2,  S.  22,  ohne 
jedoch  die  Bedingungen  ihrer  Gültigkeit  näher  zu  bezeichnen.  Setzt 
noch 

^      —  t,  also  ^  =  -    ^ 


00 


1—0  *••  1  +  t' 

80  geht  die  obige  Gleichung  in  die  folgende  über 

ii--^dt   ^np)r(q)    _i_ 

{ai+b)P'^9         r{p  +  q)     'aPb9' 

Diese  lässt  sich  auf  eigenthümliche  Weise  umgestalten,  wenn  man 

a=zcosß  +  isinß^     b  =  cosa  +  isin  a 
tubstituirt   und   den   complexen  Ausdruck   ai+  b   auf  die   Normalform 
bringt,  nämlich 

ai  +  b  =  cosa  +  ^cosß  +  i{sina  +  isinß) 
=  Q  {cos  o  +  1 5m  cd)  , 
woraus  folgt 

3)  Q  =  Vl  +  2tcos(ß^a)  +  i\ 

..  ^  sin  a+ isin  ß 

4)  tan  0)  = -^ — ---. 

'  cosa  +  icosß 

Durch  Vergleichung  der  reellen  und  imaginären  Bestandtheile  von  No.  2) 
erhält  man  zunächst 


/ 


■''"^^^'t=-?g^-(,^+,.). 


0 
Weit  eleganter  werden  diese  Formeln,  wenn  man  co  als  neue  Variabele 
mmmt  und  demgemäss  ^  und  q  durch  o  ausdrückt.     Nun  giebt  No.  4) 
sin{(o^a)  8in{ß  —  a) 

mittelst  dieses  Werthes  von  i  und  unter  Anwendung  der  Formel 
sin*A+2sinAsinlBcos{A+B)  +  sin*  B  =s  sin*  {A  +  B) 
erhält  man  ferner  aus  No.  3) 


35S 


ij'W^lft^^^^JW'^^j*) 
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sin[ß — a) 


endlich  zeigt  die  Gleichung  4),  das»  den  Grenzen  J^Onnd  £=QO  fiie 
GrBQ^en  a)  ^=  a  und  m  =  ß  enUprechen^    Nüch  diesen  Bemerkungen  findet 


/ 


ß 

*m'~^ (m  —  er)  sin^~^ {ß  —  m)  cos(^p  ~^-  g)tia  dm 


/  (p  +  9> 


«n  P+*- '  (/J  —  «)  f oj  {;>  ^  +5  o) , 


J 


ß 


S(«P~'(«  —  «)  »trt'~'  (p  —  »)  *in  ( j»  +  j_)  u  dm 

r{p)  r{?) 


jsrwP+f-i  (P  — b)  (»»(pP  +  j«). 


Werden  hier  ce  und  jl3  swjächen  —  |s  und  +|fr  gewählt,  so  gelten  dit^gß 
Formeln  für  alle  positiven  p  und  ^;  nimuit  man  aber  ^=^;[y  mo  darf  ^  cur 
echt  gebroch eue  positive  Werthe  bekommen. 

Für  a=0  und  ß^=^j^  erhiilt  mjin  gwci  apecicUe  Formeln ^  welche 
auf  nndeiem  Wege  von  Kummer  in  Ci'elle's  Journal,  Bd>  17^  S^  215,  ent- 
wickelt worden  «lud.  Schlö milch. 


'g^'^nr  Ueber  eine  Transformation  einer  homogenen  Function 
iweiten  Grades.     Von  Dr.  A.  £nm£P£R. 

Im  Journal  de  Maihem.  {l,  XU)  bat  Borchardt  ein  Theorem  über  die 
Realität  der  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichungen  aufgestellt,  welches 
für  die  Theorie  der  Gleichungen  von  der  grössten  Bedentung  ist.  Einen 
sehr  einfachen  Beweis  seines  schönen  Satzes  hat  Borchardt  nach  den 
hinterlassenen  Arbeiten  Jacob i*8  im  Journ.  für  Mathematik  (t.  53)  mitge« 
theilt.  Dieser  Beweis  basirt  auf  der  Invariabilität  der  Anzahl  der 
positiven  und  negativen  Quadrate  einer  homogenen  Function  zweiten 
Grades  für  eine  beliebige  lineare  ^Transformation  derselben  in  eine  Summe 
von  Quadraten,  und  eine  besondere  Transformation  einer  homogenen 
Function  zweiten  Grades.  Da  diese  Transformation  von  Wichtigkeit  ist, 
so  ist  versucht,  im  Folgenden  eine  möglichst  einfache  und  directe  Ablei- 
tung derselben  zu  geben. 

Sind  die  2n  Yariabelenyi,  ...^ii;  x^^  ..•^m  durch  die  n-Gleichungen: 


1)' 
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t  einander  verbunden,  so  findet  für  eine  beliebige  Fancti9n  V  von  yi  ...y« 
)  OleichuDg  statt : 


2) 


8«r 


d*F 


dyj 


(61 ,  1 .6| ,  2 . .  •  .  On„m)   — 


dxt^dxi         dx^ 


\  m^n  ist.     Schreibt  man  die  links  stehende  Determinante  anf  folgende 
eise: 


dyn  dyi 
0 
0 


dyxdym 

dyn? 
0         0         1 
0         0         0 


dyn' 
dym^yn 

0 

1 


dass  dieselbe  eine  Determinante  n^^^  Grades  ist,  multiplicirt  dieselbe  mit : 


folgt: 


dyt 
^x^ 

dXn 


dy,' 
dyidx^ 


dx^ 
dyn 

dXn 


=  ^m  ^1 


dyidym 
dym' 


'K%u  = 


dytdx^ 


a«F 


dyidxn 


dymdx^ 

dymdxm 

dymdx^^i 

dymdx^ 

0 
0 

0 
0 

0 

6.m 

&ch  einer  einfachen  Rednction  folgt  hieraus 


3) 


dyidym 
dymdyi         dym^ 


^l>f  »^m»»! 


yr 

yF        

^ym^^i  dy^dx^ 


yr 
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Auf  g»n2  An&toge  Weise  folgt 


-  ^»t« = 


ST 


dsc^dxi  ^^m 


I 

1 


MultipUetrt  man  diese  Gleichung  mit  3),  00  ergi«bt  sieh  unmittelbar  dia 
Gleiclmng  2), 

Die  Fuiictiaii: 

4)  V=A¥i*  +  A!/t'  +  ^ . . .  +  ^^Um^ 

gehe  durch  die  Subittitutien  1)  über  in: 

FUr  diese  Werlhe  voo  F  giebt  die  Gleichung  2}: 


oderj  wenn  man  zur  Abkürzung  setzt: 
6)  P*  = 


'»«jj 


^11« 


Pi=^vv 


7)  j*£  jig  •  ,  •  ,  j4,»  *  t^'oj  »  •  *  *  ^miiw)    ^^  Pm* 

Setzt  man  ^d — 1  statt  m,  so  folgt  aus  der  vorstehondeu  Gleicbnug  durch 

Division: 

Pm 


8) 


^„6„%  = 


Pm-^i 


Substituirt  man  in  4)  für  ^i,  •••^t  >hre  Werthe  ans  1),  so  giebt  diese 
Gleichung  in  Verbindung  mit  5) : 

In  dem  Product  der  beiden  Gleichungen: 

6i,i  0  0  0 


^11*1 


.  bmtm  = 


AiAf,,..  A,n  üi,i  0||f  •  •  •  •  Ojp|.l,M_i .  OjM)in-i-r  = 
^,  6j„  0  0  0 

^1  ^lit         ^t  ^tit  0 


ist  die  linke  Seite  gleich  ^i^c....^m(6i,i«  ••2»m)m)' -7^^^^ f    oder    nach    7) 


Pott    ?*"*  ^    In  dem  Product  der  rechtsstehenden  Determinanten  lassen 
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sich  alle  Elemente  mittelst  der  Gleichung  9)  durch  Or^g  ausdrticken  für 
r=l,  2,....m,  *  =  1,  2,  ....  m  —  1,  m  +r.  Man  erhält  so  folgende 
Gleichung : 


19) 


Pm^mtm-fr ^mtm 


t«mii      «nift 


^mtm— 1      ^m)in-fr 


Aas  der  Gleichung  5)  ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen: 


11  1 ar     ,  ,       ,  , 

Z  OXfn 

Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit: 

geben  durch  Elimination  von  x^^  ....  arm: 

1  dV 


H) 


«m        Ofit 


'lim       —  ^ («iiw+l  ^w+1  +••••+  Onn^ii) 


ö«,!        ttjnti  ^mim      —  ö («miiiH-l^iiH-l +  ••••  +  «»•  m^«; 

2  e/Xa. 


=  0. 


Zerlegt   man  die   vorstehende  Determinante  in  n — m+1  Determinanten, 
so  ist  der  Factor  von  x^^r^  abgesehen  vom  Vorzeichen : 

111  ^XM  ^\im  önw«fr 


ömti 


Om-x 


^9M-|-r 


Om^m  ^^mim-l-r 


Zu  Folge  der  Gleichungen  6)  und  10)  verschwindet  dieser  Ausdruck,  die 
Oleichung  11)  reducirt  sich  einfach  auf: 


1  dV^ 
''''-      2"  aar. 


"mii 

0         0b 


1  dv 

'dl 


''"'""     2"ay«, 


=  0, 


ZeiUebriflf.  MatheuiMtik  u.  Physik.  iX,  5. 


ab 


r 
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hn 


12) 


LH  Etir  Abkürsung  setst: 
1    <)V 


=  p- 


2dx,  " 


H 


so  folgt: 

Pm  ym  "-^  ^M  ^Miiii- 

Didse  Gl^iclitiug  quadrirt,  mit  J„  muUiplicirt,  gtebt: 

/'hi    "m  y»    <-  in    "m  im  ■  ''m  i 

4    V   ■-       ^" 

WO  J^o^^^  '   ""^  'Pi  ^^^ifi*      1^^^  voratebende  Gleicliimg  m  Verbiaduti^  i 
4)  und  5)  ^iebt; 


ü*        ü  * 
13)      £ar,,^r^M=~+-^+^ 

Fi      PiPt 


Pm--i  Pm 


Pm^l  Pm 


14) 


Pm  — 


öin 


15)    ü^  = 


Pl  —«Hl 


Die  GleichaDg  15)  folgt  aus  12)  durch  Substitution  von  —  - — ,  — 


aus  5)  und  eine  einfache  Reduction. 


2  dxi 


2    c 


XiuuV.  Verallgemeinerung  eines  geometrischen  Saties.  Berü 
eine  Ellipse  mit  constanten  Axen  die  Schenkel  eines  rechten  Winkels, 
liegt  ihr  Mittelpunkt  auf  dem  Umfange  eines  Kreises.  Die  Gleicht 
dieses  Kreises  ergiebt  sich  einfach  durch  Addition  der  beiden  Gleichung 
welche  ausdrücken,  dass  die  Ellipse  in  einer  ihrer  Lagen  jede  Seite  • 
rechten  Winkels  berührt.  Zq  einem  analogen  Kesultate  führt  ein  Ellips 
mit  constanten  Axen,  welches  die  Ebenen  eines  orthogonalen  Coordinat 
systemes  im  Räume  berührt,  der  Mittelpunkt  liegt  in  diesem  Falle 
einer  Kugelfläcbe.  Diese  Resultate  lassen  sich  dahin  erweitern ,  dass  e 
Function  von  n-Variabelen  ähnlichen  Bedingungen  unterworfen  wird,  ' 
die  obigen  Functionen  von  respective  zwei  und  drei  Variabelen.  Zwiscl 
den  /^'-Quantitäten: 
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''iii  ^i«t  ^un 

«tJi  Of»!  «tm 

fl«»i  ««»I  «um 

n  (ti  J>  1  ^ 

mögen  die Bedingungen  stattfinden : 

flnrai,*+öt.rflt*+----+ö«>ran,#=0     r^s, 
«n*r+  atiV+  •  •  •  •  +«ii,V  =  1 , 


1) 
oder: 

2) 


i  +  ar,ta*ii  +  «.«.  +  öf 


.  =  0     r> 


^«1 


Es  seien  PuPt^  •  •  •  •  Pn  von  Null  verschiedene  Quantitäten  und : 


3) 


1  T"« r  • 


/»<■ 


P.* 


+ 


P-' 


also  a^)«  ==  0«  9 r>     Setzt  man : 


4) 


«II« 


«tu 


«ml 


80  ist  J  das  Quadrat  von : 

«111  «t»! 


5) 


Pi 


Pt 


p» 


^^, 


*1>I 


Plpf-P« 


^nn       ^tm       ^m« 
Pi  Pt         Pn 

d.  h.  ZU  Folge  der  Gleichungen  1)  und  2) ; 

1 

"(PiPf-P«)'' 


6) 


Mnltiplicirt  man  die  Gleichung  5)  mit  der  folgenden : 


P 

Pi 
Pi^nr 

Pl 
Pl 


<»«ii 
P« 

Pii 

a«ir+l 
P» 

Pn 


PiPa« 


Pl*«l,r 


Pii*««ir 
«mm 


«m»i 


«D«         «»»» 


*rb^ 
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ior  Glelcbungeu  1],  S}  uud  %): 


0 


ür^ur^i 

«fr^lir 

«p^hr+l 

«i^-lm 

Ü 

1 

Ü 

0 

l      0 

0           0 

ü 

l 

0       1 

0 

0     0 

£p,'a,,\ 

0 

{PtPt'-P«T 

Ö     0 

■ » p  fr 

1 

I>ie  iiuke  Seite  diegei  Gleichung  iat  ^— — >  die  rechte  Seite  glpich: 

ü  UrxT 


i 


l    da 


t 


^etst  man  hierin  r  =  l^  2, rr,  addirt  alle  OleicliuDgctii  so  folgt  oaeh  !£): 

7) 


Aus  den  Gleichungen: 


«»  =  $«  +  «im^i  + +  Ofimy», 

folgt: 

Für  diesen  Werth  von  i/r  geht  die  Gleichung: 


(!;)•-©■-•■-&)■ 


über  in : 

8)  2:(a:^-|,)(a:,  — J,)«r„  =  l, 

wo  «r,,  dieselbe  Bedeutung  wie  in  3)  hat  und  r  und  s  alle  Werthe  von  1 
bis  n  annehmen.  Sieht  man  die  Gleichung  8)  als  die  einer  Fläche  von 
n- Dimensionen  au,  bezeichnet  die  linke  Seite  durch  F,  so  ist: 


oder : 
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1 


J  erhalten,  wenn  a^,r  ersetzt  wird  durch  Ur^r  —  ri«    l^a»  Resultat  der  be- 


die  Gleicbnng  der  berührenden  Ebene.     Soll  diese  Ebene  mit  derjenigen 
BQsammenfallen,  für  welche  3:^  =  0  ist,  so  hat  man  folgende  Gleichungen : 

—  =0        -^=0    ^^    —  IL  — 

^X,~"  dXr^i  dXr^i  dx^ 

OXr 

für  a:  r  =^  0.     Diese  Gleichungen  entwickelt  geben : 

(^1  —  Ji)«i.j  + —  Ir«j,r  + +  (^«  — |«)a„ft  =  0 

(•^1  —  Jl)  ffjir-l  +  ....  —  Sr«r-l,r  + +  i^n  —  In)  «r-lm  =  0  , 

(arj  — |,)a,,r  +  ...  •—Srar,r+ +  (ir«  — S«)ar,„  =  — --, 

(^I—$l)«I>r-hl +  ....— |rOfr-hl,r +•.-.+  (^li  —  $n)  «r+l  ,n  =  0 , 

(a:,— fi)«!,!!-...  — Sr«,«  ....  +  (a:„  — |«)a„,„=0. 
Eliminirt  man  a-j  —  J,,  ...,  av_i  —  fr-ii  ^Tr-fi —  fr+i  «...  a^n  —  $n  zwischen 
diesen  Gleichungen,  so   erscheint  das  Resultat  der  Elimination  in  Form 
einer  Determinante,  welche  verschwindet.     Diese  Determinante  wird  aus 

1 

merkten  Elimination  ist  also: 

J    dctryr 

Mittelst  dieser  Gleichnng  geht  die  Gleichung  7)  über  in: 

li*  +  S.'  +  . . . .  +  In*  =  />i'  -h  P,*  +  . . . .  +  />„V 
Für  n  =  2  und  n  =  3  erhält  man  hieraus  die  beiden  zu  Anfang  bemerkten 
Satse.  Dr.  A.  Ennepeb. 


ZZXV.  TJeber  Euler's  Satz  von  den  Polyedern.  Die  im  8.  Jahr- 
gange dieser  Zeitschrift,  S.  449,  gemachte  interessante  Bemerkung  dos 
Herrn  Dr.  Matthi essen  über  den  EulerWhen  Satz  von  den  Polyedern 
giebt  mir  Veranlansung,  auf  eine  von  mir  vor  längerer  Zeit*)  entwickelte 
Formel  für  die  Polyedornoch  einmal  zurückzukommen. 

Eine  lückenlose  Zusammenstellung  ebener  Vielecke,  wobei  jedes  neu 
hinzukommende  Vieleck  immer  nur  benachbarte  Seiten  mit  dem  Umfang 
des  schon  vorhandenen  Figurencomplexes  gemein  hat,  heisst  Vielecksnetz 
und  es  gilt  für  ein  solches,  wenn  seine  Grenzfignren  noch  keine  voll- 
ständige Polyederoberfläche  umschliessen,  bekanntlich  das  Gesetz:**) 

e+f=k  +  l. 

•)  Lehrbuch  der  Stereometrie.     Leipzig,  F.  A.  Brockbaun.     1857. 

♦♦)  C-relU''»  Jounirtl,  I,  S.  22« 
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Um  nun  die  Grilwde  für  diö  Ansti ahmen  des  Enler^Bcheti  Satifts 
(£-|-/':^^  Jt-J-2)*)  klar  zu  übersehen  und  zugleich  den  Vortbeil  zu  er* 
reichen,  ihn  unter  allgeTneiDerer  Form  ^u  erh&lten,  eri^cheint  es  zweek- 
TD  aasige  diesen  Satz  in  folgender  Weise  herzuleiten. 

Zwei  Vieleeksnetse  ^  welche  mit  den  Umfangen  ihrer  Oeffnitngen  ge- 
niiu  an  einander  passen,  geben,  mit  diesen  Umfangen  zneammenge setzt, 
©in  Polyeder,     Für  das  erste  Netz  gilt 

^-  +  /'*  =  fr.  +  It 
für  das  zweite 

«*  +  A  =  't*+l- 
Addirt  kommt: 

^-  +  ^*  +  /'«  +  A  =  ^*+**  +  2. 
Dies  würde  eine  für  das  aus  beiden  Netzen  resuUirende  Polyeder  statt- 
findende Gleichung  sein,  wenn  nicht  nach  der  Zusammenstellung  beider 
Gestalten  die  Ecken  und  Kanten  im  Umfang  der  Oeffnung  beider  Netze 
einmal  zu  viel  gerechnet  wAren.  Ziehen  wir  Unks  diese  überflüs#ige& 
Ecken  uurl  rechts  diese  überflüasigen  Kanten  ab,  so  bleibt,  da  im  Umfange 
der  Netzöffnungen,  Ecken^ahl  und  Kantenz&bl  gleich  Aind,  immer  noch 
eine  Gletchang  stehen.  Es  wird  e^^-^-e^  nach  erwähntem  Abzug  zur 
Eckenzahl  e  des  Polyeders  nnd  aus  k^+ki,  folgt  nach  der  betreffenden 
VermindeniQg  die  Kantenzahl  A  des  Polyeders,  fm-\-fh  atellt  die  Flächen- 
zahl /des  Polyeders  vor  und  wir  haben  somit: 

e  +  /^^  +  2. 
Ein  aus  der  Combination  sweier  Figurennetze  resultirendea  Polyeder 
können  wir  nun  mit  einem  oder  mehreren  Figurennetzen,  oder  aach  mit 
neuen  Gestalten  seines  Gleichen  combiniren. 

Damit  die  Combination  vom  Vielecksnetz  und  Polyeder  Neues  bringe, 
mögen  die  Oeffnnngen  der  anzusetzenden  Netze  zunächst  den  Umfang 
ebener  Vielecke  darstellen  und  Grenzflächen  des  Polyeders  ringförmig 
ausschneiden ;  dann  aber  folgt  aus  dem  Gesetz  e^  +  /p  =  Ar^  +  2  des  Polye- 
ders uud  aus  den  für  das  erste,  zweite,  ....r*®  Netz  geltenden  Formeln: 

^i+/;=Ar,  +  l 
^t  +  A  =  ^2  +  l 


er  +  fr  =  kr+\ 

ohne  Weiteres,  dass  ein  Körper  mit  r  ringförmig  durchbrochenen  Grenz- 
flächen .unter  dem  Gesetze 

^  +  /=*  +  2+r- 
steht. 


♦)   Petersburg^er  Comment.    (1758);  S.  119.     „/«  omni  solido  hedris  planis  btchtso 
agffregaiwn  ex  numero  angularum  ioiidomm  et  ex  nttmero  hedranon  bimtrio  excedit  numertun 
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Bei  Combination  zweier  durch  Zosammenetellen  von  Figurennetzen 
entstandener  Holyeder  sind  folgende  Fälle  beachtenswerth :  Es  halten  sich 
entweder  die  Oberflächen  der  Polyeder  getrennt  von  einander,  oder  sie 
haben  einzelne  Ecken,  oder  einzelne  Kanten,  oder  einzelne  Flächen  ge- 
mein. Im  letzteren  Falle  müssen,  wenn  durch  Combination  neue  Ge- 
stalten resultiren  sollen,  die  combinirten  Enler^schen  Polyeder  in  getrenn- 
ten Stellen  ihrer  Oberflächen  zusammenfallen,  welche  dann  durch  ihren 
Wegfall  ein  canalartig  durchbrochenes  Polyeder  geben,  oder  es  kann  end- 
lich auch  hierbei  der  Fall  einer  ringförmigen  Durchbrechung  von  Grenz- 
flächen des  Polyeders  vorkommen,  welcher  Fall  schon  Erledigung  ge- 
funden hat. 

Halten  sich  p  combinirte  Polyeder  getrennt  von  einander,  so  dass 
eines,  welches  die  übrigen  umfasst,  (p  —  1)  Höhlungen  durch  die  übrigen 
bekommt,  so  gilt  für  den  Oesammtkörper  der  Satz 

e  +  f=k  +  2p 
und  wenn  noch  r-Orenzflächen  ringförmig  durchbrochen  sein  sollten : 

e  +  f=k  +  2p  +  r. 

Bilden  bei  einem  Polyeder  oder  bei  p  combinirten  Polyedern  einige 
der  e- Ecken,  von  denen  jede  durch  ein  pyramidales  Vielkant  bedingt  ist, 
sugleich  die  Eckpunkte  von  (zusammengenommen)  e'  anderen  pyrami- 
dalen Yielkanten,  so  ist  zu  setzen 

e  +  f=k  +  2p  —  e'+r. 
Und  wenn  einige  der  Ar-Kanten ,  von  denen  jede  einem  Flächenwinkel  an- 
gehört, zugleich  für  (zusammen)  k'  andere  Flächen winkel  Scheitelaxen 
sind,    so  hat  man   in  der  vorigen  Formel  rechts  noch  k'  hinzuzufügen, 
80  dass 

e  +  f=k  +  2p  —  e+k'  +  r. 

Bei  Figur  22,  Tafel  IV,  ist  «=13;  /=16;  Ar=27;  p  =  2,  und  weil  von 
0,  ausser  dem  Dreikant  OABC,  noch  drei  andere  {0 Ä  ff  C'\  Oabc\  Oab'c) 
auslaufen,  so  ist  e'=3;  das  Dreikant  Gab'  c  veranlasst  eine  ringförmige 
Durchbrechung  der  Grenzfläche  abc^  deshalb  ist  r=  1. 

Figur  23,  Tafel  IV,  bringt  e=\2\  f=iA\  Ar=24;  p=2;  «'=4;  Ar'=2; 
r  =  0. 

Wenn  endlich  mehrere  combinirte  Euler*sche  Polyeder  getrennte 
Stellen  ihrer  Oberflächen  gemein  haben  und  man  lässt  diesen  dann  hinweg, 
80  entsteht,  wie  schon  erwähnt,  ein  canalartig  durchbrochenes  Polyeder. 

Wir  gehen  von  einem  Polyeder  ans,  für  welches  der  Euler'sche  Satz 
gilt  und  fügen  d  neue  Euler'sche  Polyeder  hinzu,  von  denen  jedes  zwei 
getrennte  Stellen  seiner  Oberfläche,  entweder  mit  dem  ursprünglichen 
Polyeder,  oder  mit  einer  bereits  geschehenen  Combination  gemein  hat. 
Für  diese  d+\  combinirten  Polyeder  gilt 

^P  +  /r  =  ^P  +  2  +  2//. 
Und  nun  müssen  2  (/Netze,  von  denen  jedes  doppelt  vorkommt,  weggo- 
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nommen  werden,  d>  b.  e»  hi  von  der  letzten  Gleichung  kq  subtrabiren 

80  äass  also: 

^P  -  *^''i.  +  /;  -  3/;  =  Ar,  —  2^-«  +  2  +  a rf—  4^, 
Werdt^u  nun  di^  zweimal  wpggpöommenRD  Eckf*n  et,  ^^^  Kanten  k^  im 
Umfang    dftf    Opffiinugpn    silmmtlielier    gemeinschaftlicher    Netze    einmal 
wieder  liiiiisngofügtf  no  kommt,  weil  f„  =  4rut 

ej,  —  2€^+e^+fp—2fn  =  kj,—  2k^+k^  +  2~td, 
oder  kurz; 

Solltc^n  noch  r  ringförmig  durchbrochene  Grenzflächen  nnd  ^-Hohlnn 
gen  vorkommen  und  sollten  die  6^- Ecken  auseer  den  notli wendig  ihnen  zn- 
gdbürenden  e  pyramidalen  Virlkanten  auch  noch  für  e  andere  Vielkante 
die  Eokpnnkte  sein^  und  wJIre  auHser  h  auch  noch  dsisi  obige  k'  zu  herück- 
Bichtlgprt  ^  so  wfirde  von  einem  aolchen  cAiialarüg  durchbrocheneD  Polye- 
der d](!  Gleichung  gelten;  i 

I)  ,  f  +  /'==Ä  +  2  — 2rf+r  +  2j- /  +  fr' 

In  Fig,  24,  Taf,  IV»  i«t  r^lO^  /'^ö;  Ä  — 18;  rf=l ;  r=l5  q=ie=k'=0} 
es  bildet  hier  a^ ß  B^yC'C'*  die  Durcbbrt^chung  dcä  Polyeders 

jj'BB'cc'tr, 

Bei  Figp  25,  Tafel  IV,  giebfr  ea  zwei  Caujile,  von  denen  der  eine  seine 
OefiTnungen  an  AB€B  und  an  X  h' €*  D'  hat,  der  andere  in  cra  d'd  ntid 
üü  d'd\  es  ist  hier  *J=20f  /;=10^  A'=40j  J=2i  r  =  l;  ^=i?'^=A'^^0. 
Wir  betrachten  dieses  zweimal  canalartig  durchbrochene  Polyeder  hier 
als  eine  Combination  von  3  £uler*8cben  Polyedern,  d.  h.  wir  setzen  //  =  2^ 
ea  ist  AÄ  BB'CC DD'  verbunden  mit  A  BCD  aßyÖ  a  ß^ y  ö*  J' B'C D'  und 
beide  haben  die  Stellen  ABCD  und  Ä  Ef  C  D'  ihrer  Oberflächen  gemein- 
schaftlich; zu  dieser  Combination  gesellt  sich  dann  noch  der  vierseitige 
Obelisk  aaa  ad' 6' d6  und  hat  mit  der  Combination  die  Filichen  aäJd 
nnd  au  i' i  gemeinschaftlich. 

Es  ist  hier  auch  noch  eine. andere  Auffassung  zulässig.  Man  kann 
nämlich  das  zweimal  canalartig  durchbrochene  Polyeder  auch  als  Combi- 
nation des  Würfels  und  des  Körpers  A BCDaßyöaa  d( da  ß' y  6' At B^ C D' 
betrachten;  beide  Körper  haben  drei  getrennte  Stellen  ihrer  Oberflächen 
gemeinschaftlich,  durch  deren  Beseitigung  die  beiden  schon  erwähnten 
Canäle  sich  öffnen.  Bei  solcher  Auffassung  würde  dann  der  sich  leicht 
ergebende  Satz  in  Anwendung  kommen: 

Ein  aus  p  combinirten  Euler'schen  Polyedern  resultirender  Körper, 
welcher  an  cT- Stellen  seiner  Oberfläche  canalartige  Durchdringungen  be- 
sitzt, wird  durch  die  Formel 

II)  e  +  Z*— ^  +2;?  —  2(/'+r  —  e'+Ä' 

beherrscht,  in  welcher  r,  e\  k'  die  frühere  Bedeutung  haben  und  wobei  der 
Theil  2p  zugleich  den  Theil  %q  der  Formel  I)  mit  vertritt. 


\ 
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In  Fig.  25,  Taf.  IV,  ist  bei  Benutzung  von  Formel  II)  wieder  «=20; 
f=l9]  Ar==40;  r=l;  «'=rAr'=0,  aberp  =  2;  rf'=3. 

In  Figur  26,  Tafel  IV,  ist  e  =  29;  /'=19;  ^  =  45;  r=3;  e=Ar'=0, 
und  wenn  wir  Formel  I)  benutzen,  d=2]  q==-l  (das  Tetraeder  bildet  eine 
Höhlung).  Soll  aber  Formel  II)  in  Anwendung  kommen,  dann  ist  p  =  3; 
#^=3.  — 

Für  die  Summe  der  ebenen  Winkel  an  den  Polyedern,  auf  welche 
flieh  die  beiden  Formeln  I)  und  II)  beziehen,  erhalten  wir: 

4(Ar  +  Ar'-/*+r)Ä, 
oder  vermittelst  Formel  I) 

4{e  —  2+2d^2q  +  e')R 
und  bei  Berücksichtigung  der  Formel  II) 

A{e-'2p  +  2d^  +  e)R. 

Figur  22,  Tafel  IV,  bringt  48  Ä,  ebensoviel  Figur  23.  und  in  Figur  24 
betrügt  die  Summe  der  ebenen  Winkel  40/?,  in  Figur  25  giebt  es  88/2  und 
in  Figur  26  endlich  116/?. 

Die  beiden  letzten  Ausdrücke  gehen  für  d=l,  g  =  e  =  0^  p  =  i  und 
d=l  über  in  den  höchst  einfachen  AeR, 

Dr.  H.  SOHAEFFER, 
Prof.  a.  d.  UniTersität  Jena. 


XXXVI.  lieber  eine  geometrische  Erzeugung  von  confooalen  Curven 
vierten  Grades»    Von  Theodor  Berner,  stud.  math.  in  Berlin. 

Die  folgenden  Constructionen  stützen  sich  auf  einen  Satz,  von  dem 
ich  einen  speeiellen  Fall  bereits  im  6.  Hefte  des  8.  Jahrganges  dieser  Zeit- 
tichrift  mitgetheilt  habe. 

Es  sei  mir  zunächst  verstattet,  denselben  in  seiner  allgemeinen  Form 
aoszuhprechen  zugleich  mit  einer  Ergänzung,  welche  dort  fortgeblieben  ist. 

Verstirbt  man  unter  einem  Brennpunkte  irgend  einer  Cnrve  einen 
unendlich  kleineu  Kreis,  welcher  dieselbe  in  2  (im  Allgemeinen  imagi- 
nären) Punkten  berührt,  und  unter  der  zugehörigen  Directiix  diejenige 
Gerade,  welche  durch  jene  beiden  Punkte  geht,  so  gilt  folgender  Satz: 

Schneidet  man  die  Umhiillungsfläche  einer  einfachen 
Kngelschaar  durch  eine  Ebene  A^  so  berühren  alle  Kugeln 
der  Seh  aar,  welche  diese  Ebene  überhaupt  berühren,  die- 
selbe in  Brennpunkten  der  entstehenden  Schnittcurve,  und 
die  Ebenen  der  Kreise,  in  welchen  diese  Kugeln  die  Enve- 
loppe  selbst  berühren,  sclinoitlen  die  Ebene  A  in  den  zuge- 
hörigen Directrices  der  Schnittcurve. 

Dieser  Satz  ist  eigentlich  nur  eine  geometrische  Interpretation  der 
oben  aufgestellten  Definitionen. 

Mit  Hülfe  desselben  gelangt  man  zunächst  zu  eiuev  «»^^^\ft>\5!;QL  ^^xV^ 
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von  confociileii  Curven  4.  GrRdea,  welche  bereits  Siebeek  im  57.  Ben ^e 

von  Crelle'd  Journal  analytisch  behandi^lt  bat.  Siebeck  unterscheidet 
3  Gattungen,  iron  deneo  die  dritte  nur  ein  Grensfall  iat.  Es  wird  an  ge- 
nannter Stelle  gezeigt,  dass  der  Ansdruck  mnam(ti-^-üi\  Cun^Pttschaarea 
erster  Gattung  darstellt,  während  rosam{u'\-vi)^  Jtim{u'\-ü()  Cnrven- 
flchaaren  zweiter  Gattung  reprasentiren, 

1.  Sei  (Fig.  27,  Tafel  lY)  ÖA^=^  OD,  0 ß~  Oä  Man  lege  darcb  die 
vier  Punkte  A,  B^  €,  B  vier  gleiche ,  die  Kbene  der  ZeichtinDg  berührende 
Kugeln  mit  willkürlichem  Radius  r,  van  denen  die  in  A  und  D  berührenden 
oberhalb,  die  anderen  unterhalb  der  Ebene  der  Zeichnung  liegen. 

Dann  lässt  sich  an  diese  4  Kugeln  stets  ein  Kreisring  legen ,  welcher 
alle  4  in  Kreisen  berührt.  Dieser  schneidet  ans  der  Kbene  der  Zeichnung 
©ine  Siebeck^sche  Curve  erster  Gattung  aus^  deren  4  reelle  Brennpunkte 
Ay  B^  C^  D  sind,  hm^i  man  nun  r  varÜren,  so  erhält  man  eine  Schaar 
von  Hingen  nnd  eine  Schaar  confocaler  Curven  erster  Gattung 

2.  Sei  (Figur  28,  Tafel  TV)  OA=ÜI>,  0B  =  0€,  AOB  =  ^.  ^M 

In  den  Funkten  A^  B^  €^  B  lege  man  an  die  Ebene  der  Zeichnung  4 
dieselbe  berührende  Kugeln,  welche  alle  oberhalb  dieser  Ebene  liegen  und 
einander  paarweise  berühren,  so  dfiss  die  durch  B  und  C  gehenden  einer- 
seits von  der  durch  A  gehenden,  andererseits  von  der  durch  B  gehenden 
berührt  werden.  Nimmt  man  nun  die  Radien  der  durch  A  nnd  B  gehen- 
den Kageln  gleich  gross  und  =r  an,  so  werden  auch  die  Radien  der  an- 
deren beiden  Kugeln  gleich  gross.  Es  lassen  sich  dann  an  diese  4  Kageln 
stets  2  Kreisringe  legen,  welche  alle  4  in  Kreisen  berühren.  Dieae  beiden 
Kreisringe  schneiden  ans  der  Ebene  des  Papiers  2  Siebeck'sche  Cnnren 
2.  Gattung  ans ,  deren  reelle  Brennpunkte  A,  B^  C,  B  sind.  Lftsst  man  r 
▼ariiren,  so  erhält  man  eine  Schaar  von  Ringen  und  eine  Schaar  con- 
focaler Curven   zweiter  Gattung  [co5am(M+pf),  z/am(«+»«)]- 

3.  Lässt  man  in  No.  27  oder  in  No.  28  A  und  B  sosammenfallen ,  so 
erhftlt  man  eine  Schaar  confocaler  Cnrven  8.  Gattung.  Diese  letzteren 
sind  nichts  Anderes  als  die  Reciproken  einer  Schaar  confocaler  Kegel- 
schnitte vom  Mittelpunkte  aus  genommen. 


Sieb  eck  hat  gezeigt,  dass  die  Curven  Einer  Schaar  sich  orthogonal 
durchschneiden  und  ausser  den  4  reellen  Brennpunkten  noch  4  imaginäre 
gemeinschaftlieh  haben. 

Wir  wollen  nun  eine  Transformation  anwenden,  durch  welche  wir 
allgemeinere  confocale  Cnrven  4.  Grades  erhalten,  nämlich  die  Trans- 
formation durch  reciproke  Radii  Vectoren.  Man  findet  die  Principien  der- 
selben dargestellt  im  12.  Bande  von  Liouville's  Journal. 
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Legt  man  den  Pol  der  Transformation  anf  die  Ebene  der  Zeichnung, 
flo  wird  diese  Ebene  durch  die  Transformation  nicht  verändert. 

Alle  Kugeln  bleiben  Kugeln,  die  Brennpunkte  erhalten  sich  also 
ebenfalls,  die  Kreisring«  verwandeln  sich  in  Dupin*sche  Cycliden, 
(Flftehen  4.  Grades,  von  denen  der  Kreisring  ein  speci eller  Fall  ist,  und 
welche  durch  diese  Transformation  ihren  Character  nicht  verlieren),  die 
transformirten  Curven  schneiden  sich  noch  orthogonal  und  sind  auch  noch 
▼om  4.  Grade,  denn  sie  sie  sind  ebene  Schnitte  von  Cjcliden.  Femer 
kann  man  durch  Anwendung  dieses  Principes  die  4  Punkte  ^,  ^,  C,  2>, 
welche  bisher  sehr  beschränkenden  Bedingungen  unterworfen  waren,  in 
•ine  Tollkommen  willkürliche  Lage  bringen. 

Fasst  man  Alles  zusammen,  so  kann  man  Folgendes  aussprechen: 

Wenn  4  beliebige  Punkte  in  der  Ebene  angenommen 
werden,  so  existirt  eine  Schaar  von  confoealen  Curven 
4.  Grades,  welche  diese  4  Punkte  zu  Brennpunkten  und 
ausserdem  noch  4  gemeinschaftliche  imaginäre  Brennpunkte 
bat.  Diese  Schaar  wird  aus  der  Ebene  .durch  eine  Schaar 
von  Cycliden  ausgeschnitten,  und  die  Curven  einer  solchen 
Schaar  schneiden  einander  orthogonal. 


ZZXVn.  Constructive  Ermittelung  der  Oleicligewiclitslagen  schwim- 
mender XOrper  und  ihrer  Stabilität.  Von  Dr.  B.  Hoppe,  Docent  an  der 
Universität  Berlin. 

Die  Bestimmung  der  Gleichgewichtslagen  schwimmender  Körper  führt 
auf  Gleichungen,  welche  nur  in  wenigen  Fällen  auflösbar  sind.  Die  leichte 
Uebersicht  über  dieselben,  welche  sich  demnach  aus  der  Rechnung  nicht 
gewinnen  lässt,  kann  man  aber  durch  eine  geometrische  Reduction  der 
Aufgabe  erreichen,  wie  ich  im  Folgenden  zeigen  will. 

Ein  Körper  sei  so  weit  in  das  Wasser  eingetaucht,  dass  das  Gewicht 
des  verdrängten  Wassers  seinem  eigenen  Gewicht  gleich  wird.  Er  erleide 
eine  unendlich  kleine  Drehung,  so  dass  das  getauchte  Volum  v  constant 
bleibt.  Das  System  Aerxyz  sei  am  Körper  fest,  das  anfängliche  Niveau 
Ebene  derxy^  ihre  Dnrchschnittslinie  mit  dem  veränderten  Niveau, 
welches  mit  dem  ersten  den  Winkel  dq>  macht,  Axe  der  ^,  der  Schwer- 
punkt von  V  sei  x^yiif.  Dann  sind  die  Incremente,  welche  die  statischen 
Momente  von  v  bei  der  Drehung  erhalten, 

xdfp 

vdxi^=  I   jxdxdy  I dz=^d(p  j  I  x^dx  dy 

1)  {  0 

xdfp 

vdzt  =  l   I  dxdy  1  zdz  =  \dg>^  j   jx^dxdy 


^■j'-».^'W'iM"yWirf  ^'i|^M^>^^^^^l^^iH^  w 
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Wir  (lenken  unn  den  Korper  als  ruliend,  d^i  Niveao  alu  eine  vAriif«ll46 
Ebene,  welche  von  iKm  da«  constante  Volum  v  abschneidet»  Der  Bdiwer* 
punkt  yoQ  e?  beschreibt  dabei  eine  Fläche,  wekUa  die  SebwerpnnkUilHchG 
Leifiseti  mag.  Es  bat  «ich  ergehen,  diisi  jede  Tan^j^finte,  mithin  aueh  jede 
Berührun^s^bene  der  Scbwerpnnktsfiiiche,  dem  dem  Beriüirunjjspunkte 
enUpreobenden  Niveau  parallel  ist.  Die  Normale  in  demselben  Pnnkte 
bezeichnet  demoaeh  jederzeit  die  Richtnng  der  SchwerkrÄft.  Da  nun  im 
Z 13^ t finde  deü  Gletottgewicbteit  der  Sebwerpuakt  des  Kärpers  mit  dem  des 
getauchten  Volum^i  auf  einer  Vertkale  liegt,  so  erbMlt  man  gämmtlicba 
Gleicbgewichtglagen^  indem  man  vom  Schwerpunkt  des  KiirperÄ  alle  niög* 
liehen  Normalen  stir  Scbwerpuakt&fSäcbe  2iebt  nnd  einzeln  in  verticato 
Btellang  bringt* 

Liegt  ferner  der  Schwerpunkt  des  Körpers,  dessen  Gewidit  =^/)  sei, 
in  einer  Entfernung  von  =r  von  der  Normale  der  Schwerpunkt^fläcbe,  so 
entstellt  ein  Krüftepaar,  dessen  Moment  =/>r  i^t,  und  welche«  den  Kör- 
per voti  der  Normale  an  gerechnet  nach  derjenigen  Seite  hin  zu  drehen 
strebt,  auf  welcher  sein  Schwerpunkt  liegt.  Erleidet  nun  ^^t  K^^rper  aum 
«iner  Gleichgewlcht«lagc  einp  uneudlieh  kleine  Dreh ung^  so  dass  der  Schwer* 
punkt  des  gptauchten  Volums  von  Pnach  Q  ruckt,  so  ergiebt  eine  leichte 
Betrac!it«iig,  da.s?^  dor  Scljwerpnukt:  des  Kirrpers  M  mit  P  auf  derselben 
oder  auf  entgegengesetzter  Seite  der  Normale  in  Q  liegt,  je  nachdem 
MP<C  oder  '^MQ  ist.  Im  ersteren  Falle  strebt  das  entstandene  Paar, 
den  Körper  in  seine  Oleichgewicbtslage  zurückzuführen,  im  letzteren  ihn 
weiter  darans  zu  entfernen;  und  man  hat  folgendes  Kriterium  der 
Stabilität: 

Diejenigen  vom  Schwerpunkt  des  Körpers  nach  der 
Schwerpunktsfläche  gezogenenen  Normalen,  welche  Minima 
des  Abstandes  sind,  entsprechen  stabilen,  alle  anderen  nicht 
stabilen  Gleichgewichtslagen. 

Ein  Körper,  welcher,  im  Gleichgewicht  mit  einem  von  Null  an 
wachsenden  äusseren  Kräftepaar,  sich  allmälig  aus  seiner  Gleichgewichts- 
lage entfernt,  fällt  um,  sobald  das  entgegenstehende  Moment  seiner 
Schwere  sein  Maximum  erreicht.  Das  letztere  war  im  gegenwärtigen 
Falle  =/?r,  und  zwar  der  erste  Factor  constant.  Um  daher  das  Kräfte- 
paar zu  finden,  welches  einen  im  stabilen  Gleichgewicht  schwimmenden 
Körper  umzuwerfen  vermag,  hat  man  den  kleinsten  Werth  von  r  zu 
suchen,  welcher  der  Gleichung 

rf  r  ~  0 
entspricht,  und  auf  irgend  einem  Wege  von  der  ursprünglichen  Lage  aus 
in   beständigem  Wachsen  hervorgehen  kann.     Betrachtet  man  nämlich  r 
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als  Fanct4on  zweier  Coordinaien  x,  y  eines  Punktes  der  Schwerpnnkt- 
flftche,  80  ist  im  Punkte  des  stabilen  Gleichgewichtes  r  =  0,  in  der  näch- 
sten Umgebung  r>0.     Daher  drückt  die  Gleichung 

r  =  (7 
für  ein  hinreichend  kleines  positives  C  eine  geschlossene  Cnrve  ans,  welche 
den   Punkt  r  =  0   unigiebt.     Lftsst  man  c  stetig  wachsen,   so  muss   für 
irgend  einen  Werth  in  einem  Punkte,  welcher  durch  die  Gleichungen 

dr dr^ 

dx  '  dy 

bestimmt  ist,  eine  OefTnung  der  Cnrve  entstehen.  Dieser  Punkt  drückt 
die  Lage  des  Körpers  im  Augenblick  des  Umfallens  aus,  wenn  es  durch 
die  mindest  mögliche  Kraft  erfolgt.  In  speciellen  Fällen  kann  es  natürlich 
statt  eines  Punktes  mehrere,  auch  wohl  eine  Linie  geben.  Kein  solcher 
Punkt  kann  aber  die  Bedingung  eines  absoluten  Maximums  d^r  <  0 
erfüllen. 

Nachdem  jetzt  die  Aufgabe  auf  die  rein  geometrische  Untersuchung 
der  Schwerpunktsfläche  reducirt  ist,  füge  ich  noch  Einiges  über  deren 
Eigenschaften  hinzu.  Ein  Punkt  der  Schwerpunktsfläche  sei  Anfangs- 
punkt der  xyi^  die  Berührungsebene  Ebene  der  xy.  Durch  eine  unend- 
lich kleine  Drehung  des  Niveaus  um  eine  der^-Axe  parallele  Gerade 
Tttckt  der  Schwerpunkt  des  getauchten  Volums  ein  Stück  in  der  Richtung 
der  X  fort.  Der  veränderte  Werth  von  t,  bis  zu  zweiter  Potenz  von  x 
entwickelt, 

^dz      .Id^z    , 


ist,  da  z  und  -—  verschwinden, 
dx 


2  dx* 


Ist  nun  M  das  Trägheitsmoment  der  Schnittfigur,  welche  das  Niveau  im 
Körper  bildet,  in  Bezug  auf  dessen  Drehungsaxe,  also 

M=(  Ca^dxdy, 

to  hat  man  nach  den  Gleichungen  1): 


V      '      2  dar  2v 


woraus : 


dx*  ~  M 

oder,  wenn  q  den  Krümmungsradius  der  Fläche  in  der  Richtung  der  Be- 
wegung bezeichnet: 

M 
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»■^■^^F^wwffff^ffffi^^^B^  #ii^  Ji^f^wwww^^^#yj^ 


Da  deumacli  q  und  M  glekheettig  ihr  M^j^inium  titid  Miuiuiam  erreiclketi 
müssen,  so  ergiebt  »ich  der  SaU: 

Did  Hauptkrümmungsriehtiingeci  dor  ScUwerpunkts- 
fläche  sind  den  Hauptaxen  des  Niveauschnittes  parallel, 
oiid  zwar  entspricht  diß  kleinste  Kriiminiing  dem  gröeslan 
Trägh^itfimonieiit. 

Da  der  Ausdrock  von  ^  zwischen  pe^itiven  endUchen  Grreu^en  varilrtf 
so  erkennt  man.,  dass  alle  Schwt^rpuuktddächen  alldöitig  convesi  sind. 
Jede  solche  Fläche  schliesst  einea  Rauni  von  allen  Seiten  ein,  in  welchem 
Jeders^eit  auch  der  Schwerpunkt  des  Volums  des  ganzen  Körpers  Hegt 
LMast  man  das  specifische  Gewicht  dea  Kcirpej:»  vou  0  bis  1  wachsen,  so 
fKllt  im  Anfangs  die  Schwerpunktsdätthe  mit  der  Oheriläche  zue^ammen, 
jede  folgende  liegt  g&nz  im  Inneren  Räume  der  vorhergehenden,  bis  sie  kil* 
let^t  in  den  Schwerpunkt  deg  g&u^en  Votums  ilb€rgehL 

Da  ferner  bei  stetigem  Varltreu  des  Niveaus  nicht  nur  der  ent- 
sprecbende  Punkt  der  Schwerpankti^tiäche,  sondern  auch  die  Berühr uugs- 
ebene  stetig  varürt,  so  kann  die  Flftche  weder  Kanten  noch  Ecken  babeD ; 
Unstetigkeiten  sind  also  nur  in  zweiter  Orduung  möglich,  doch  auch  diese 
nur  in  ganz  speciellen  FüileUi  Eine  plötzliche  Aenderung  von  M  tritt  nur 
ein^  wenn  das  Niveau  mit  einem  ebenen  Theile  der  Oberfläche  zusammen^ 
fällt.  Hat  also  die  Oherfläche  kein  ebenes  Stück«  dessen  Verlängerung 
vom  Körper  ein  Volum  =p  abschneidet,  so  varitrt  auch  ^  stetige  und  es 
können  nur  Unstetigkeiten  in  dritter  Ordnung  ätattiinden.  Eine  leicbie 
Betrachtang  ergiebt,  dass  diese  durch  Ecken  der  Oberfläche  bedingt  sind, 
als  Folge  von  Kanten  derselben  nur  in  speciellem  Falle  auftreten. 

Die  Beziehung  zwischen  q  und  M  zeigt,  dass  die  Grestalt  jedes  Theiles 
der  Schwerpunktsfläche  nur  von  demjenigen  Theile  der  Oberfläche  ab- 
hängt, welcher  vom  Niveau  bei  seinen  entsprechenden  Veränderungen  ge- 
trofifen  wird.  Es  fragt  sich  demnach,  welchen  Einfluss  die  Aenderung 
«ines  beatändig  getauchten  Theiles  der  Oberfläche  hitt.  Zerlegt  man  v  in 
zwei  Theile  v^  und  v^ ,  d^en  letzterer  bei  einer  gewissen  begrenzten  Ver- 
änderung des  Niveaus  beständig  unter  Wasser  bleibt,  und  bezeichnet 
durch  or,  Xi,  x^  die  Abscissen  der  Schwerpunkte  von  v,  v„  v,  in  Bezug  auf 
eine  beliebige  Axe,  durch  £,  £,  die  veränderten  Werthe  von  o;,  x^  bei  ver- 
änderter Gestalt  von  v,,  so  ist 

vx  =  »1  a?,  -f  t;,a?,;     »S  ==  »i  a:,  + 1;, §, , 
woraus: 

Das  Increment,  welches  x  erhalten  hat,  ist  von  der  Lage  des  Niveaus  un- 
abhängig; demnach  hat  der  begrenzte  Thoil  der  Schwerpunktsfläche  nur 
eine  parallele  Verrückung  erfahren. 

Variirt  das  Volum,  ^während  der  vom  Niveau   berührte  Theil  der 
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Oberfläche  nogeändert  bleibt,  and  geht  z.  B.  aus  v^  in  v  über,  so  hat  man 
nach  obiger  Gleichnng : 


V  V 


Aaaser  der  parallelen  Verrttckung  der  Schwerpnnktsfläche  haben  sich  die 
Dimensionen  im  umgekehrten  Verhältnbs  der  Volumina  geändert. 

Untersucht  man  die  Schwerpunktsflächen  für  specielle  Oberflächen, 
so  findet  man  besonders  einfache  Kesultate  bei  Flächen  zweiten  Grades, 
bei  prismatischen  Flächen  und  bei  einer  dreiseitigen  Pyramidalfläche.  Die 
Flächen  zweiten  Grades,  soweit  sie  vom  Niveau  in  Ellipsen  geschnitten 
werden,  ergeben  eben  solche  Flächen  von  gleichem  Axenverhältniss  und 
gleicher  Axenrichtung ,  das  Ellipsoid  ein  Ellipsoid,  beide  Arten  Hjper- 
boloide  und  der  Kegel  ein  zweischaliges  Hyperboloid,  das  elliptische 
Paraboloid  ein  congmentes  Paraboloid ,  prismatische  Flächen  von  beliebi- 
ger Basis  ein  Paraboloid,  dessen  Gestalt  von  den  Hauptträgheitsmomenten 
der  Basis  abhängt,  die  dreiseitige  Pyramide  eine  Fläche,  welche  auf  die 
drei  Kanten  als  Coordinatenaxen  bezogen,  durch  ein  constantes  Product 
der  drei  Coordinaten  bestimmt  ist. 


ZZXVnL  lieber  den  Einflnii  der  Schwere  auf  die  Bewegungen 
der  OaimolelLlUe.    Von  R.  Clausiub. 

Im  dritten  diesjährigen  Hefte  dieser  Zeitschrift,  S.  218,  befindet  sich 
ein  Aufsatz  von  Robida  „zur  Theorie  der  Gase",  worin  die  Hypothese, 
dass  die  Moleküle  gasförmiger  Körper  nicht  blos  um  Gleichgewichtslagen 
schwingen,  sondern  in  ausgedehnteren  fortschreitenden  Bewegungen  be- 
griffen sind,  besprochen  wird.  Es  kommt  darin  folgender  Ausspruch  vor. 
„Kröuig  bestimmt  zwar  die  Einwirkung  der  Schwere  auf  ein  vertikal 
aufwärts  fliegendes  Gasatom,  allein  Gl  aus  ins  formulirt  seine  und  des 
Krön  ig  Ansicht  dahin,  dass  sich  Gasmolekel  in  gerader  Linie  und  mit 
constanter  Geschwindigkeit  fortbewegen.  Diese  angenommene  Bewe- 
gungsart, sowie  den  gleichen  aus  den  Molekelstössen  abgeleiteten  Druck 
des  Gases  auf  alle  Gefässwände  kann  ich  mit  der  Wirkung  der  Schwere 
nicht  in  Einklang  bringen**. 

Hiernach  könnte  es  scheinen,  als  ob  ich  den  Einfluss  der  Schwere  auf 
die  in  Bewegung  befindlichen  Gasmoleküle  geleugnet  hätte.  Diesen  Ein- 
fluss leugnen,  würde  heissen,  überhaupt  die  Schwere  des  Gases  leugnen, 
und  es  würde  daraus  weiter  folgen,  dass  keine  Erdatmosphäre  bestehen 
könnte,  sondern  jede  Luftmenge,  die  nicht  in  einem  Gefässe  eingeschlossen 
wäre,  sich  sofort  durch  den  ganzen  Weltenraum  verbreiten  müsste. 

Eine  solche  Ansicht  würde  mir,  wie  ich  denke,  selbst  dann  Keiner  im 
Ernste  zuschreiben  können,  wenn  ich  niemals  das  Wort  Schwere  in  Bezug 
auf  die  Gasn^oleküle   ausgesprochen  hätte.     Zum  \1^\^^x^^qa^^  V^^  v^ 
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fther  die  Schwere  nn  einigen  Stpllt^n  auiidriii'klich  prwaluit*  So  finelei  mau 
in  Poggeudrirfs  Aiiiialeri  BiL  C\^,  S-  2ö3,  io  Bc^iiig  «iif  riuen  von  Buys- 
BaUot  g^gen  meine  AttsFinaudc^rsetzung^en  erhobrnpn  Einwinid  folgend o 
Stelle.  ,,Wenn  er  sagt,  dass  nach  dieser  Hypothese  unsere  AtnoofljjhSre 
keine  Grenze  haben  kfinnte,  äo  kann  ich  den  Gnind  davon  nicht  einsehen. 
Wels  snnMcbst  die  alltnliligc  Abnahme  der  Dichtigkeit  mit  der  Iltihe  be- 
trifft^  80  \hsnt  sieh  aus  jener  Hypothese  nichtig  Anderes  schliessen ,  als  was 
man  ÄUch  ohne  dieselbe  u?iter  Amishme  des  Martotte'sch^n  und  Gay- 
Lussac^schen  Gesetzes  seh li essen  kann,  und  wenn  man  die  husseiüten 
Luftmoleküle  der  Atmosph^lre  betrachtet»  welche,  wenn  xje  noch  höher 
fliegen,  im  Allgemeinen  gegen  kein  Molekül  mehr  i*toii«en ,  und  annimmt, 
dass  eins  dersellien  in  dieser  Höhe  noeh  einen  Bu^su  erhallt,  der  e^  mit  der 
Geschwindigkeit  vou  einigen  hundert  iMeteru  anfw^lrt»  treibt,  so  ist  leicht 
zu  sehen,  dass  es  darum  doch  noch  nicht  ganz  von  der  Erde  fortfliegen 
kann ,  sondern  Tielinehr  durch  dtHi  Eiufluss  der  Schwer©  allm^lig  seine 
Geschwindigkeit  yerli<^retii  und  zuletzt  umkehren  uud  wieder  dt>r  Erde 
züfliegeu  muss**> 

Der  Grund,  weshalb  ich  für  gewöhnlich  den  Elnfluss  der  Schwirre  nuf 
die  Bewegungen  der  GasmolckUle  unerwähnt  geUssen  habe,  Hegt  nur 
darin,  dass  wegen  der  Kleinheit  des  Weges»  welchen  ein  Molekül  einer 
Gasmasse  vou  Tnässiger  Di^^htigkeit  metner  Ansicht  uAch  vou  einem  Zu- 
sammeustosse  bis  zum  nächsten  3£urack>£ulegen  bat^  nnd  wegen  der  grossen 
Geschwindigkeit*  mit  welcher  es  diesen  Weg  znrücklej^l,  die  wahrencl  der 
kurzen  Bewegnugszeit  von  der  Schwere  vernrsaebte  Oeschwindigkeits- 
und  Richtungsveränderung  so  gering  ist,  dass  sie  in  den  meisten  Fällen 
vernachlftssigt  werden  kann.  Eine  solche  Vernachlässigung  ist  aber  na- 
türlich immer  nur  mit  einer  gewissen  Beschränkung  anzuwenden.  In 
solchen  Fällen,  wo  es  sich  um  absolute  Genauigkeit  handelt,  oder  in 
solchen  Fällen,  wo  man  sich  eine  sehr  hohe  Oassäule  denkt,  und  deren 
Molekularbewegungen  im  Ganzen  betrachtet,  darf  man  offenbar  die  Wir- 
kung der  Schwere  nicht  ausser  Acht  lassen.  Diese  Beschränkung  habe 
ich  für  so  von  selbst  verständlieh  gehalten,  dass  es  mir  unn^thig  schien, 
davon  noch  erst  besonders  zu  sprechen.  ^ 

Zürich,  den  10.  Juli  1864. 


XIV. 

Analytisch  -  geometrische  Untersuchungen. 

Von  Dr.  A.  Enneper, 

Docont  an  der  Universität  Göttingen. 
(Fortsetzung  der  Abhandlung  p.  96.  T.  IX  dieser  Zeitschrift.) 


IV. 

Die  windschiefen  Flächen  und  ihre  gegenseitige  Ab- 
wickelang auf  einander. 

§.i. 

Nimmt  man  auf  einer  windschiefen  Flüche  eine  feste  Curve  an ,  ist 
({,  iy,  i)  der  Punkt  dieser  Curve,  welcher  mit  dem  Punkte  (a:,  y,  2)  auf  der- 
selben Generatrix  liegt,  bezeichnet  man  durch  w  die  variabole  Distanz  der 
beiden  Punkte  (£,  17,  ^),  (or,  y,  z)  und  durch  X^  F,  Z  die  Winkel ,  welche 
die  Generatrix  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  so  finden  folgende  Glei- 
chungen statt: 

a:  =  {  +  w  .cos  X^ 
1)  y  =  1/  -f  w  .  C05  F, 

z  =^  i  +  w .  cos  Z, 
In  den  vorstehenden  Gleichungen  werden  |,  iy,  f ;  X^  F,  Z  als  Functionen 
einer  Variabein  s  angesehen.  Nennt  man ,  wie  gewöhnlich ,  Strictionslinie 
die  Folgereihe  von  Punkten  auf  der  Fläche ,  in  denen  die  successiven  Gene- 
ratricen  sich  am  nächsten  kommen ,  so  hat  man  für  den  Punkt  (^,  i^q*  £b) 
dieser  Curve,  welcher  mit  dem  Punkte  (|,  1;,  f)  auf  derselben  Generatrix 
liegt,  folgende  Gleichungen: 

ai  dcosX      dji  dcosY       di  dcosZ 
I  —  lo       V — Vii       i  —  6)        ^s      ds  ds      ds  ds      ds 


/dcosX\\     (^^^yi    /dcosZ^^  ' 
\    ds    J       V     8$     /       \  'ö^     ) 


cos  X         cos  Y         cos  Z 

Itfilaehrift  f.  M.ithvni.ulik  u.  Ph)%\k.  IX,  tf.  73^ 
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Analytisch-geomftrisclie  Unteriuchungetii 


Sind  iliG  liOiJHi  Pimlite  (|,  ^,  ^  nnä  f|o,  t^.  fo)  ni^^ntlseU^  m  M^t ; 


2) 


i*y    a^    ^  cj    ^*    ^  a^    dB 


nm^  m-  m> 


rojiÖ, 


Die  vorstehpnde  Gl«»ichiinjir  entliÄlt  dio  Bodittgungi  (lauiit  (|,  1^,  £)  ein  Punkt 
der  Stiietionslinie  «eL  Bpzeiclmet  mau  durch  6  tlun  Winkel,  welchen  die 
StrictiautfHöie  im  Punkte  (|,  rj^  J)  mit  Ott  Geueratrix  bÜcU*!^  so  ist; 

3*  da  0  9i 

Zur  Vereinfjicbang  der  folgf^ndrn  Entwickelnngen  sei  s  so  ge<wHblt,  dasa 
8*— y*((^|)*+  t^»?)'+  (^t)'l  tlft*ä  Bngenclemc^ntdcr  Stnctiaüslinie  bedtfUteL 
Mau  hat  dnün  folgpntlo  GlejclaMJgc*n! 

3)  ^.cosX-lr  ^  cos  T  +  — 'coj  Z=eoi  Ö, 

eoü  '-r  +  cos  ^r  -^  cos*Z^l, 

Für   eirtö   ortbogoiiA]6  Trajectorie  der  Gtmerafncen  findet  die  Gletühim^ 

»tFitt : 

P  cöJi  X  +  |5  cos  7  +  ^cösZ^Ü. 
ds  äs  ds 

SnbKtitnirt  man  liierm  für  x^  y,  z  ihre  Wertb©  auä  1)  und  bezeichnet  dnrch 
tf  i]v}\  W^rtU  von  n\  welulier  einer  orthogonalen  Trajectotie  cntsptidd,  m» 
folgt  für  q  die  Gleichung: 


4) 


:r^  +  C05  6  =  0  ,  ^  =  Ar  —   I  cos  &dsy 
CS  J 


wo  /r  eine  Constante  bedeutet.  Bestimmt  man  einen  Funkt  (x,  y,  z)  der 
Fläche  durch  seine  Distanz  v  von  einem  Punkte  einer  orthogonalen  Tra- 
jeetorie,  so  hat  man  in  den  Gleichungen  1)  w  =  »  —  ^  zu  setzen.  Nimmt 
man  diese  Bestimmungsweise,  so  geben  die  Gleichungen  1): 

a:  =  J  +  (»  —  q)  cosXy 
5)  y  =z=iy  +  (p  —  q)  cos  F, 

2  =  t+  {v  —  q)cosZ. 
Für  eine  orthogonale  Trajectorie  der  Generatricen  hat  man   in  den   vor- 
stehenden Gleichungen  v  constant  zu  nehmen. 
Zur  Abkürzung  werde  gesetzt: 


6) 


7) 


(d  cos  xy  .  (d  cos  YV  .  d  cos  zy 


ds 

cosX     cos  Y     cosZ 
d  cosX  d  cos  Y  d  cosZ 


ds  ds         ds 

d^cosX  d^cosY  d^cosZ 

ds^  ds^         d  5* 


=  p2^. 
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Dorcli  Differentiation  der  Gleichungen  5)  findet  man : 


OS        OS  ^  ds         dv 


8) 


dy       dv 

~  =  -r-^  —  cosScosY+iv- 

OS  OS  ^ 

■^  =  TT cosB  cos  Z  +  (v  - 

OS  OS 


.dcosY    dy 

.  dcosZ     dz 
OS  ov 


Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  2),  3)  und  6)  folgt: 


9) 


Sei: 


dx  dx       dy  dy       dz  dz 

TsTv'^'ds'dv'^  d~sdv~^' 


10) 


c= 


H       ^jn       H 

ds  ds         ds 

cosX    cosY    cosZ 
d  cos  X  d  cos  Y  d  cosZ 
~ds 


ds         ds 

Das  Quadrat  dieser  Gleichung  giebt,  wegen  2),  3)  und  6) : 

1       cos  6     0 

11)  C*=      cosB       1        0     ={p$inBy, 

0  0       />« 

d^x 
folglich  C=  +  p  sin  B,    Nach  den  Gleichungen  3)  ist  ,^    ,    =  "-^-—^  also 
—  °  övds  ds 

--  =  - cosB-^  +  (v  —  q)  - — -— ,    analoge  Gleichungen  ergeben  sich 

OS        OS  dv  dv  ds 

d  y  dz 

für  -^  und  t:-.   Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  findet  man  leicht: 


d  cos  Ä 


ds 


ds' 


12) 


ajx    ay     dh_ 

dvds  dvds  dvds 
dx  dy  dz 
ds  ds  ds 
dx  dy  dz 
dv  dv  dv 
Differentiirt  man  die  Gleichung: 

d  cos  X  ,  a  cos  Y 

ds 


I 


cos  X  — ^ V-  cos  Y 

ds 


=  C, 


„dcos  Z 
+  cosZ—-—^0, 

OS 


nach  Sy  so  folgt ,  wogen  C) : 

^/ö'cosX  .          ^d^cosY  .  ^d^cosZ 

cosÄ  — —^ \r  cos  Y  — ^-^ h  cos  Z 


ds" 


ds* 


ds* 


Analytisch-gcometrisdie  üntersucImDgen* 


Dio  Gleicliungfln  2}  und  C)  nach  it  fUfff^rrnttirt  geben: 

d  vosA'  d^CitsA'   ,    dem  V  d^  cos  T  ,   dcouZ  d^CQ^Z 


Bs 


ds* 


ds" 


\ds'    ds     ^  öS*  ~~ds     ^d?  'a7~/' 


Blltlct  inati  das  Froduct  der  GleichungeTi  7)  und  to),  so  folgt: 


ds     dif"    ^  Bm    dg*    ^  ds    ds* 


0 


Js    ds*       Ts    ds*    "*"  ds  ~d^ 

c?s*      ÖS  ^  «■      ds  ds*       ds 


=      C*^  —  p^co$S^ 


-—Cä  +  p*msB. 


de      ds 
Dict  zweite  Gleichung  3)  nach  s  difTonaxitiiFt  gioUt,  wegisu  2): 

14)  |-!^o»J>^  +  Ö"sI'  +  l^c«"^=  — «"ö|^. 

'  OS*  os'  or  Ss 

AuB  deo  Glciclmngen  BJ  erlilih  rnnn: 

und  zwei  analoge  Gleichungen  ^^^  jj  >  ö-«-     ^^^  Hülfe  der  Gleichungen 
2),  3),  6),  8),  13)  und  14)  ergiebt  sich  folgendes  System  von  Gleichungen : 


d*x 


S'9 


^cosX+^cosF-i-  ^cosZ  =  —  p*{v—q), 


d*xdcosX      d'ydcos  Y      d*zdcosZ 
d7    ds         ds*     ds     "^a**    ds 


OS 


dydrj  ,   dz  d^         .  , 

ds  ds 


ds  ds       ds  ds       -i-^- 


sin*&, 


da:        „      dy        ^  .  dz        „ 
15)  —-cosX'\'^cosY+  —cosZ  —  O, 

'  ds  öS  OS 

dx  dcosX      dy  dcosY      dz  dcosZ 


ds 


ds     ds 


dx   dl       dy  dri       dz  dt 

dv  0 s      d V  ds      dvds 

dx        •,.  ,  dy       ,,  .  ^2: 

---cosÄ  +  T^cos  Y+  :—cosZ=\ , 

dv  dv  dv 

d X  dcosX      dy  dcos  Y      dz  dcosZ 

^^      ds  dv      ds  dv     ös 
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16) 


A  = 


Setzt  man : 

d*x  a«y  d'z 

ds^   ds^  ds" 

dx    dy  dz 

ds     ds  ds 

dx    dy  dz 

dv    dv  dv 

multiplicirt  diese   Gleichung    mit  10),  so    folgt,    mit  Rücksicht    auf    die 
Gleichungen  15): 

AC  =  —  [siVe  +  />»  {v  —  qY]  J,C  ' 

+  psinS    sin*S(v  —  q) !~ — psinecosSl. 

L  ^  ds  smS       '^  J 

Bezeichnet  man  durch  r  und  /'  die  Hauptkrümmungshalbmesser  im  Punkte 
(x,  y,  2)  der  Fläche,  so  ist,  wegen  9),  12)  und  10): 

folglich : 

1     _       r  psinS   1 

+  ^^  \sin'  Q{v^q)l.  -^  —psin  6  C05  6  1 , 
6/     L  ^  ds  sviß  J 

wo  nach  10)  — -  —  =  +  1.      Das   doppelte  Vorzeichen   bezieht   sich    auf 

zwei  aequidistanto  Punkte  von  der  Strictionslinie. 


§.2. 

Die  vorstehenden  Entwickelungen  werden  einfacher,  wenn  statt  Her 
Quantitäten  p  und  J  die  Elemente  der  Strictionslinie  eingeführt  werden. 
Die  Winkel,  welche  die  Tangente,  Hauptnormale  und  Binormale  (Normale 
zur  Krümmungsebene)  im  Punkte  (|,  1;,  f)  der  Strictionslinie  mit  den  Axen 
bilden,  seien  respective  O)  j?«  y;  A,  fi,  v;  /,  m,  n;  durch  ^  werde  der  Krüm- 
mungshalbmesser und  durch  r  der  Torsionsradius  bezeichnet.  Man  hat 
dann  die  Gleichungen: 

cosX   dcosi 
{f    '     ds 


da  dcosa 

—  —  cosa,  — ^ —  : 

ds  ds 


(cosa      cosl\   dcosl      cosX 


und  weitere  acht  analoge  Gleichungen  für  die  Differentialquotienten  von 

1/,  {; Bezeichnet  (p  einen  näher  zu  bestimmenden  Winkel,   so  kann 

man  setzen : 
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cos  X^=cnn  tt .  cos  S  -^cosX  sinB  eos^  'i-  caitt  $n$  B  sin  tp^ 
18)        cos  Y=-  cos  ß  ♦  cos  0  +  cos  ^  .  sin  Ö  cos  ip  +  cos  m  *  sin  #  sin  tp^ 
€osZ=^cosY,€osB  +  cosv.m  Bem^'\'msn,sin  B.sintp. 
Die  Gleicljung  2)  gi<^bt^  durch  Subatitmioti  dieaer  Wertho  von  coäX» 


also : 


49} 

Die  Annahme  6 


d  ö  t  cos  <p 

TT  + ^  t*' 

ds  ^ 


0   ist  offenbar  ia  der   Gkichnng  19)   für  9  :=  0  und 


tp: 


—  enthalten,  eo  dass  die  Gleichnng  19)  die  allgemeinste  Relation  giebt^ 


welche  KwiscUen  den  Winkeln  0  und  tp  der  Gleichungen  18)   stattdndon 
tmisä.    Die  Gleichungen  IS)  nach  s  differentiirt  geben,  wegen  10): 

-casl  cosqi),^ 


20) 


dcosT 


=p  (cosl-sinq>- 


dc&sZ 


=  p  icos  ^  -  sin  (p  —  cQsm  cos  ^) , 


^« 


=  p  (cos  V ,  sin  (p  —  eos  n  cos  tp) , 


wo: 


21) 


eo»  0  sin  Ip 


+  *i«  Ö 


durch  wolthß  Gleichung  p  bestimmt  ist.    Aus  dem  Gleichungen  20)  folgt - 

d^cosX  psinw  ,   Vdp 

= cosa  +  \:;r-' Sin m - 

[dp 


as* 


]• 


cosq>     cosl 


22) 


d^cosY 


d^cosZ 


pstnfp 


pstn 


.ds 


smq> 


as» 


co,v  +  p(7-^) 


cosl, 

cos  PL 

cosm, 
cosv 
cos  n. 


Setzt  man  in  10)  7— =  co«a,^  =  cos /5,  ^-  =  cos  y    und    für   co*  A', 

ÖS  OS  OS 


d  cos  X 
10)  mit: 
23) 


ihre  Werthe  aus  18)  und  20),  multiplicirt  ferner  die  Gleichung 


+  1  = 


cosa  cosß  cosy 
cosl  cosm  cosn 
cosX  cosfi  cosv 
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»o  folgt: 

p  sin  &       — 

«  .      ,.     ^.  .  ,  X  A  X.  dcosX    d*c<)S  X         .,        __-      , 

Setzt  man  in  die  Gleicbung  7)  für  cos.l.  — - — , — —-5 — ....  ihre   Werthe 

OS  OS* 

aus   18),  20)    und   22),  ronltiplicirt    die    so    erhaltene    Gleichung    mit    der 

Gleichung  23J,  so  folgt: 

«ix                          —    .        sin6sin(p  ^/l        dq)\ 

24)  +^  =  — ^ ^"^^U-äVJ- 

Die  zweite  Gleichung  17)  lässt  sich  also  auch  auf  folgende  Art  schreiben: 

±  (-4  +  -^)  [«V ö  +  P'  c -  ?)*]' 

+  51/1*0  (t;  —  ö) r-^  —  psin0cos6. 

^        ^  OS  smS 

Mittelst  der  Gleichungen  19),  21)  und  24)  lassen  sich  umgekehrt  q  und  r 
leicht  in  Function  von />  und  J  darstellen.     Aus  21)  und  24)  folgt: 

^ .    ^       sin  w 

pcosS  +  d  sf/iö  =  — -  , 
Q 

]        dw 

p  sin  S  +  Jcos6  = -r— . 

—  r        ds 

Diese  Gleichungen ,  in  Verbindung  mit  — — j ==  0  geben : 

OS  Q 

1  =  ^11) +p(co*8  +  ^«nÖ)' 

pcosB  +  J sin  & 

tangfp  = -^ , 

26)  'ds 

1  dw 

—  .=  »  Sf/i  0  +  JcosG  +  ^-- , 
r  —  OS 

1  ^  ^  ^  p  C05  0  +  zf  .  5I>I  0 

—  =  p  sm  0  +  JcosB  —  -TT-  arc  tang x-^. . 

r  —  08  00 

'dl 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  auch  direct  aus  Formeln  des  §.  1  ab\piten, 
indessen  ist  dann  ihre  Herleituog  mit  ziemlich  weitläufigen  Kechnungen 
verbunden. 

Aus  der  Gleichung  7)  und  den  beiden  folgenden: 

^d*cosX    ,  ^,d*cosr  .         „d^cosZ  , 

d^osX  d^cosX      dcosY  d^cosY      dcosZ  d^cosZ  _    dp 
~d~s         ä?~""*"~^#         d7~  ds        ds*    ~^  ds' 
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jiil'i  ■■■■TM»irti^w 


findet  man 


27) 


^,     =— |?*cofJ  +  -  ^T'^ — ^  +  ((■0*1'^ cosZ 


•    I      I  UM     I  iimr  ^B 


d^€0$T 


cos.l  -^ cos  J )  .  /f, 

0S  ds    J 


Diofie  GleicUuiigeti  geben: 


cosF 


ds* 


1   ap     / 


„  dciisz         ^  Bcos  y^ 

ms  ¥  — ^ — -  —  cos  Z 


CQS  £ ^    ,       —  CQJE  A 

er 


^co#Z 


a*» 


dcmV 
'TT 


.    l    dp     f       Jto^X  ^dco$Z\ 

p    ÖS     V  ds  ds    / 


cü$X 


^ö*eosF 


p    ds     \ 


cos  V 


d^cosX 


cos  X 


dcosV 


^dcosZ 


Ö8 


' —  COS  V 


dcosX 


n 


du  d$ 

Zieht  laan  von  dem  Producte  der  Gleicliütigea  l  —  cü^X=  coj*F+  co^Z^ 

p'  —  ( -^-— )  =  ( ~y~  )  +  (~y~"j    ^*®   Quadrat  der    Gleichung': 

^dcosX             ^dcosV.         „dcosZ 
—  cos  X  — - —  z=cosY     ^        +  COS  Z  —T ab ,  so  folgt : 

OS  OS  OS 

tf.          jtv       (^cosXX^-]       (       ^dcosZ  „dcosY\* 

^^y,^co^X^(-^)]^^(cosy— cosZ--^y 

Die  erste  Gleichung  27)  geht  hierdurch  über  in: 

Diese  Gleichung  bleibt  unverändert  wenn  X  durch  Y  oder  Z  ersetzt  wird. 


§.  3. 

Die  erste  Gleichung  17)  zeigt,  dass  ——7,  verschwindet  für/?  =  0  oder 

r  r 

Ö  =  0,   die  Fläche  ist  dann  developpabel.     Nimmt  man  0  =  0,  so  erhält 

man  aus  den  Gleichungen  1)  und  18): 

a:  =  |  +n;cosa,  y  =  1^  + w  co^/3,  z  =  {;+  tv  cosy. 

Die   Fläche    ist    aus    den   Tangenten    einer    beliebigen    Curve    doppelter 

Krümmung  gebildet,  die  Annahme  6  =  0  giebt  also  allgemein  die  deve- 

loppabeln  Flächen.      Für  p  =  0  zeigen  die  Gleichungen  20),  dass  cosXy 
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cosVf  cosZ  constant  sind,  die  Oeneratrix  ist  dann  einer  festen  Richtung 
parallel ,  die  Fläche  also  cjlindrisch. 

Schneidet  die  Strictionslinie  die  Oeneratricen  unter  einem  constanten 

Winkel  d,  ist  6  =  ä,   so  giebt  die  Gleichung  19) =  0,  also  y  =  ~ 

•  jg 
oder  ^  =  00  .     Für  g>  r=  — •  und  6=ä  geben  die  Gleichungen  4),  ö)  und  18) : 

dt 

o;  =  J  +  (v  —  scosö)  (cos  acos8  +  cos  l  sin  ä), 
3U)  y=i2  +  (t; — s  cosö)  (cosß  cos8  +  cosmsinö)i 

z  =  t  +  (^"-  *  cosö)  (cosy  cosi-^-cosn  sinö)y 
wenn,  mit  Weglassung  einer  unnöthigen  Constanten,  einfach  q=rcosd.ds 
=  scosd  gesetzt  wird.  Die  Fläche  wird  aus  Geraden  gebildet,  welche  mit 
den  Tangenten  einer  Curve  doppelter  Krümmung  den  constanten  Winkel  3 
bilden  und  in  den  rectificirendon  Ebenen  der  Curve  liegen.  Für  ^  =  ao 
ist  die  Strictionslinie  eine  Gerade.     In  den  Gleichungen  18)  setze  man: 

Nimmt  man  die  Gerade  zur  Axe  des  z,  so  ist  {  =  0,  ij  =  0,  {;  =  j.  Die 
Gleichungen  5)  geben  dann : 

a;=(t? — scosi)  sini^cosq>y 

31)  y^={p  —  V  cosö)  sind. sin<p, 

zz=z[v — s  cosö)  cos  Ö  +  Sy 

wo  (p  eine   beliebige  Function  von  s  ist.      Die  Fläche   wird  durch   eine 

Gerade  erzeugt ,  welche  auf  einer  festen  Geraden  und  einer  Curve  so  gleitet, 

dass  sie  mit   der  festen  Geraden  den   constanten  Winkel  d  bildet.     Für 

ö=  —  geben  die  Gleichungen  30): 

x  =  i  +  V  cos  Ij  y  =  -q  +  V  cos  m^  z  =  i  +  v  cosn. 
Durch  diese   Gleichungen   ist    die  Fläche   der  Binormalen    einer    Curve 

doppelter  Krümmung  bestimmt.  Für  d  =  —  geben  die  Gleichungen  31) 
^  =  iangq>j  2  =  5,  oder  s  eliminirt,  z  =  jP  f  —  j,  was  die  allgemeine  Gleich^ 

X  \tC  / 

ung  der  Conoidflächen  ist.  Aus  dem  Vorstehenden  folgt,  dass  eine  wind- 
schiefe Fläche  mit  orthogonaler  Striction  entweder  die  Fläche  der  Binor- 
malen  einer  Curve  doppelter  Krümmung  oder  eine  gerade  Conoidfläche  ist. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  10)  ^  =^  oo  so  ist  6  constant,  d.  h.  ist  die 
Strictionslinie  einer  windschiefen  Fläche  eine  Gerade,  so  schneidet  die- 
selbe die  Generatricen  unter  einem  constanten  Winkel. 

Geht  die  Generatrix  durch  die  feste  Gerade : 
x—Xf^^j  —  yo__Zj^Zo 
cosXq       cos  Vo       cosZq 
so  findet  die  Gleichung  statt : 


ADaIytisch*g0OtiioiriBclio  Untorsucbuiigen« 


•^^»^^HW^Iff^WiV^ti^WffiWffi'M 


i^^Q    v^%    t^^fli 


CO*  X       cos  F       CiMgZ   .  =^0f 
ras  X^       ftts  y^        t*a«  2fl  I 

biclt  die  vor^lehonthr  GlL'kliung;  eriteUoti  Jurcli: 

S  —  **"»=  17  *'u*l'  +  k  cm  X/, 

I>icäo  (Jicitljtingeii  uacfj  ^  di^^rcutiirt  galini : 

^  =  7^ ctfjr  r  +  f  "7,-— +  ^  c^«  l^i>, 

CS         Ö$  OS  CS 

^j     c^  *  ds       <}  $ 

Multfplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nacli  mht  —^  ~,  -^;  tos  X, 

17*    Gi    P$ 


cn$y^  €asZ\ 


deosX  deosF   dco$Z 


ds    '      ds    '      ds 
diiclc^  und  seUt  siur  Abkürzung: 


y  bildest  die  jedegmalige  Önmtue  der  Pro« 


80  folgt: 


--  cosÄ^  +  ^cos y^+  —  eoiZ^=  CÜS0. 
ds  ds  ds         " 

rtisX cosA\  -)-  CUM  Fcos  F^  +  ^o* Z  cos Z^^=  c*^jf  Ü, 

1=^  CO*Ö+   —COS0, 


ds 
ds 


Aus  diesen  Gleichangen  findet  man : 

dcosSl 


dt 
+  —cotSl, 

OS 

dh  dcosSl 


33)      ,  =  _(i!^Y__ 
oder  ^  eliminirt: 


^gr coi'  0  cos  0  —  cos  Sl 

cos6cosSl^ds       COS0  —  cosO.cosSl^ 


d_ 
ds 


/sin&Y   

\  p    /  '  cosO 


d  cosSl 


,   cos  S  cos  <P  —  cos  Sl 

H ::ü ^ ==  0. 

cos  0  —  cosG  cos  Sl 


p    /    COS0  —  cos  ß  cos  Sl^ 
Ist  iiconstant,  so  giebt  die  erste  OleichuDg  33)  0^  =  0,  die  Gleichungen  32) 
werden  dann: 


cos  An  COS  Fn 


cosZq' 
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Die  yorstehenden  Gleichungen  zeigen,  dass  ein  beliebiger  Punkt  der 
Strictionslinie  auf  der  festen  Geraden  liegt,  da  nun  Sl  der  Winkel  ist,  wel- 
chen die  Generatricen  mit  der  festen  Geraden  bilden,  so  folgt:  schneiden 
die  Generatricen  einer  windschiefen  Fläche  eine  feste  Gerade  unter  einem 
Constanten  Winkel,  so  ist  die  Gerade  Strictionslinie  der  Fläche. 

Eine  Curve  doppelter  Krümmung  schneidet  bekanntlich  die  Fläche  ihrer 
Hauptnormalen  orthogonal.  Sei  ($| ,  17, ,  ^,)  ein  Punkt  einer  solchen  Curve,  für 
welchen  «i,  a,,  /5i,  yij  Aj,  ftp  Vj;  /|,  iw,,  w, ;  ^i  und  r,  dieselbe  Bedeutung 
haben  mögen,  wie  5,  a,  j?,  / ....  für  (|,  t/,  {;)•  Ettr  eine  orthogonale  Tra- 
jectorie  der  Generatricen  hat  man  in  den  Gleichungen  5)  v  =  Ar  zu  setzen, 
wo  k  eine  Constante  bedeutet.  Sind  die  Generatricen  einer  windschiefen 
Fläche  Ilauptnormaleu  einer  Curve  doppelter  Krümmung,  so  hat  man  fol- 
gende Gleichungen: 

34)  ^t  =  ^  +  {k-q)cosX,fi,  =  fi  +  {k—q)cosV,  tt  =  l:+{k  —  q)  cosZ, 

35)  cosX  =  cos  Aj ,  cosy=  cos  fij ,  cosZ  =  cos  vj. 
Die  Gleichungen  34)  nach  s  differentiirt  geben : 

cosa^  -r-  =  ^ a)se  cosX  +  {k  —  g)—- — , 

OS  OS  OS 

Q  ^h      ^V  Äi        rr  .    /,         .dcosF 

'''p^ji=rs-'''^'''^+^^^^^~jr^ 

^Si       dt            £,        -7  I    /f         .dcosZ 
cosyi  ^-  ==  5 cosScosZ+  (k  —  q)  — . 

OS   '      OS  OS 

Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  erhält  man,  mit  Rücksicht  auf  die  in 
§.  2  entwickelten  Formeln: 


36)  ^Jl=j/]^sin^e  +  p'{k-.qy^, 


sin^  S 

~y[sin^6 

37)  cos  a,  cos  A  -|-  cos  ßi  cos  ii  -f  cos  y,  cos  v 


cosa,cosa+cosß^cosß+coSYiCosy  =  ^^^,^^^^^^^^_^^j-y 

p(k — q)  sin  q> — sin  S  cos  &  cos  q> 

y[^vreW{ir:r^f^     ' 

,.         ^  .  pik—qfcosw  +  sinScosSsinm 

cosaiCosl+cosß^cosm  +  cosY,cosn==^         y/.^Q^^tr^_.f,  —  • 

Die  Gleichungen  35)  geben ,  mittelst  18), : 

cos  A,  cos  a  -J-  cos  fi}  cos  ß  +  cos  v,  cos  y  =  cos  ö, 
38)  cos  X^  cos  A  +  cos  ^,  cos  fi  -f  cos  Vj  cos  v  =  m  ö  cos  gp, 

cos  A|  cos  l  -|-  cos  fi|  cos  m  +  cos  Vj  cos  n  =  sin  S  sin  9. 

Nun  ist: 

—  (cosui  cosk  -J-  cosßi  cosfi  +  co*yj  cos  v) 
o  s 

/      1       1    .  I  \  1   ^*l 

=  (C05AC0*A,  -|- cos  14   cos  tt,  +  cos  V  cos  Vi)—   -r— 

'   '        '^        '^^  '  Qi  ds 

—  {cos  «1  CO«  a  +  cos^,  cos/J  -J-  cos  y,  cos  y)  — 
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—  [co^cii  cotil^  eo?lß^  tosm  -\~  cosy^  eo$n)  — , 


—  {cmu^  cosl  H-  VQsß^  coism  +  co^y,  totn) 


i   dst 


-f-  {costti  cosl  +  rfijr^j  ff/,t^  -|"  ^«Jf^t  eo*  v)— * 

niese  GleichUDgen  ^eig^n^  dn^s,  tnil  ilüHü  <]cr  Gleichungen  87)  miü  3$)t 

«Jttrch  liiä'ereutialion  der  beiden  letzten  Gleichungen  37)  awei  Gltiichungeii 

1    ds 
für  —  —  aufgestellt  worden  kt>uiiea.    Diese  Gleichungen  sind  folgeude; 

1    ^«,  ^^„   ^  P(A' — ?)  ^'^^^  —  smßcos^  costp 

-  —  ««  ö  cos  V  -  ^         y  [^' eT?Öt= yn       ~ 


39) 


+i 


jjVi* 0  —  p{^—f/)  *^öS g>  —  sin ö cöS 0 «iit qt 


l     3*.      ^    o     ■ 

^1   di;  ^^ 


y{sin^B^P^{k~qy] 


{   p{k  —  fi)  sin  tp  —  sin  ß  cös  & ,  cos  q? 

MultlpHcirt  inaa  die  erste  Gleichnng  mit  sin q>j  die  zweite  mitcmtp^  nddirt 
die  Producte ,  so  folgt ; 


40) 
oder: 


d  pik — q)  .    $in0sin<p 

ds  sf«ö  ^ 


-""'(7-^r)=»• 

[.v»+y(*-,).][=^-»,«(i-|f)] 

+  sin^e  (k—q)  r ( -i^^  —p  sin ScosS  —  0. 

^  ds       \stnSJ 

Diese  Gleichung  giebt,  in  Verbindung  mit  10),  eine  zweite  Relation  zwi- 
schen S  und  (p.  Stellt  man  die  vorstehende  Gleichung  mit  25)  zusammen, 
so  erhält  man  das  von  Bertrand  (Journ.  de  Math.  XV.  332)  gefundene 
Theorem:  Sind  die  Generatricen  einer  windHchlefen  Fläche  Hauptnormalen 
einer  Curve  doppelter  Krümmung,  so  existirt  auf  der  Fläche  immer  eine 
orthogonale  Trajectorie  der  Generatricen ,  für  welche  iu  jedem  Punkte  die 
Summe  der  Hauptkrümmungshalbmesser  verschwindet.    Substituirt  man  in 

ds 
eine  der  Gleichungen  39)  den  Werth  von  -^  aus  30),  reducirt  mittelst  der 

Gleichung  40),  so  folgt: 

—  = i-^^— ^  vyr Ti     COS  Q  cos  Cp  +  sin  ß\ -;r-  I       , 

^1  sin*e  +  p^(k  —  qyl  ^^  \r        dsJV 

d,  i.  nach  21) : 
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Differentiirt    man    die    zweite  Gleichung   38)   nach  5,   berücksichtigt   — 

cos  €p  ^  , 

+  ^  =  0,  80  folgt: 

Q 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit : 

{cos  /j  cos  a  +  C05  m,  cos  /3  +  cos  w,  cos  y)*  +  (cos  A,  cos  a  +  cos  fi|  cos  /3 
+  cos  r,  cos  y)*  +  (cos  er,  cos  a  +  cos  ß^  cos  ß  +  cos  yi  cos  y)'=  1, 
giebt: 


/r.Y^_/>'(^— »)' 
\qJ    '     sin'S 

;  das  positive  Vorzcic 
42) 


Nimmt  das  positive  Vorzeichen,  so  folgt: 

Qi  sin  S 

Ist  eine  windschiefe  Fläche  gleichzeitig  Fläche  der  Hauptnormalen  von 
zwei  Curven,  so  erhält  man  eine  zweite  Relation  zwischen  S  und  y,  welche 
sich  von  der  Gleichung  40)  nur  dadurch  unterscheidet ,  dass  k  durch  eine 
andere  Constante  k^  ersetzt  ist.   Durch  Subtraction  dieser  Gleichungen  folgt: 


d  pik  —  a)        d  pik*  —  o) 

r-  arctang  ^  \    ^^  —  —  arctang  ^  ^  .    ^^'  =0, 
ds  ^      sine  ds  ^      sin  8  ' 


oder: 


d  sin  B 


;;?«(*-*.) 


d.  i.  nach  21)  und  42): 

k^—k 


=  0, 


0, 


ds         kt—k 

oder: 

k,^k      k,-k_ 
9—-—+      ~     =^» 

wo  g  eine  beliebige  Constante  bedeutet.  Die  vorstehende  Gleichung  ent- 
hält eine  Relation  zwischen  dem  Krümmungshalbmesser  und  Torsions- 
radius einer  Curve,  welche  die  Bedingung  enthält,  dass  die  Fläche  ihrer 
Hanptnormalen  gleichzeitig  Fläche  der  Hauptnormalen  einer  zweiten  Curve 
ist.  (Vergl.  hierüber  Bertrand  1.  c.  und  Servet,  J.  d.  M.  XVI.  499.) 

Bilden  die  Generatricen  mit  einer  festen  Geraden  einen  constanten 
Winkel  6,  oder,  sind  die  Generatricen  den  KautQU  ^vcv^sä l^\^\«^lÄ»JOv>^ >^^- 
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rnllel,  st>  ist  —  ci^nsUnt,     Nimmt  man  die  feste  Oorada  tut  Axe  der  *,  so 


3  €09  X  B  CO»  y 


i>\^= 


0 


COii* 


fden$X  dl*e&sy      dcosT  ^cos.YS 


ds" 


^s 


W#gen  der  Glejclmogco  27}  wird  die  vorstehende  Gleichung: 
....  »  /       ^B  cos  y  .,d  cos  X\ 

\  0*  dt) 

Dl«  Glpichungeii: 

j  r  I        i  V       ,            \i           f*   ßcmX\^  ,    /dciisyy 
cü^  X  +  CO»*  F  =  1  —  tos*  Z  ^=  *!«*  5 ,  f  —         I  +  f  ^ j  =11  p' , 


„BcosX  .  ^,d  cüs  y 

C6S  X--^ +  cajF-5— =0, 


gt^Uen 


(' 


cos 


r~^y  =  />**r>iM,  folglkh  (-Y  =  cor»>tf, 


d,  1k  — ist  eQnstnnt*  Nimmt  man  utngekelirt  — =  ^Hd^  so  folgte  daas  diQ 

Gennratricen  der  Fläche  dcD  KanLea  eines  Kreiäkegels  parallel  sind.    Die 
(tlt*ichnDg  *-?!»)  ^inbt  dann  ; 


iy[.-».r-(ii|li)']  =  «„.e„^, 


folglich,  wenn  feine  Constante  bedeutet: 

l   d  cos  l'x*      (cos  X  —  cos  8  cos  f)* 


/J_  d  cos  XV 
\P  '  ds'  ) 


sin*  6 


••  sin*  f. 


Die  vorstehende  Gleichung  integrirt  giebt: 

cos  X  =  cos  6  cos  f  +  sin  6  .  sin  f ,  cos  (l  —  /q), 
wo  (q  eine  Constante  ist  und  /  sin  ö  =fp  ds.    Setzt  man :  cos  /o  sin  f^^cos  p, 
sin  l^  sin  /*==  co*  A,  also  1  i=  cos*  f  +  cos*  ^  +  cos*  ä,  so  folgt : 

cos  X  =  C05  6  .  cos  f  +  st«  6  (cos  gr .  cos  /  +  cos  A  sin  t). 
Analoge  Gleichungen  ergeben  sich  für  cos  F,  cos  2.     Gehören  die  Winkel 
A»  ^»  ^ 5  A  >  ^i  1  ^1 ;  ft^9%^  K  z»  ^rei  gegenseitig  orthogonalen  Richtungen  im 
Räume,  so  findet  man: 

cos  X  =  cos  d  .  cos  f  +  si/i  d  .  (cos  g .  cos  /  +  cos  h  sin  /), 
cos  y  =  cos  8  .  cos  ^  +  sin  8  .  (cos  ^,  cos  l  +  ^os  /«,  sin  /), 
cos  Z  ^^  cos  8  .  cos  /i  +  sin  8  {cos  g^  cos  i  +  cos  ä,  sin  t). 
Lässt  man  die  drei  feston  Richtungen  mit  den  Coordinatenaxcu  zusammen- 
fallen, so  werden  die'vorstehendcn  Gleichungen  einfacher: 

cos  X  =  sin  8  .  cos  (,  cos  Y  =  sin  8  .  sin  (,  cos  Z  =  cos  d, 
f  sin  J  =    p  3  s. 
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¥i\T  den  Eall,  dass  ^f  =  0  oder  5==—  sind  die  Generatricen  der  Flüche 

2 

einer  festen  Ebene  parallel.  Die  Gleichung  17)  zeigt,  dass  auf  einer  wind- 
schiefen Fläche,  mit  einer  Directrixebene ,  nur  eine  Curve  existirt,  für 
welche  in  jedem  Punkte  die  Summe  der  Hauptkrümmungshalbmesser  ver- 
schwindet. 

§•4. 

Die  Coovdinaten  .r,  y,  z  und  o-, ,  y, ,  j,  zweier  correspondirenden 
Punkte  der  Fläclien  O  und  (P,  seien  Functionen  von  s  und  v.  Sind  die  bei- 
den Flächen  <2>  und  (Pj  aufeinander  abwickelbar,  so  müssen  folgende  Gleich- 
unf;en  stattfinden: 

-'>  ft-:)"+C/.)"+0=föJ+(l?)*+(fe)*. 

d  X  d  X      dy  dy      dz  dz dx^    dx^       dy^   dyi       dz^  dz^ 

ds  dv       ds  dv      dsdv        ds     dv         ds    dv       ds    dv* 
Die  Fläche  O^  kann  als  eine  Biegung  oder  Deformation  der  Fläche  (P  an- 
gesehen werden,  wobei  der  Begriff  der  Deformation  so  aufzufassen  ist,  dass 
jede  Faltnn<2:  oder  Zerreissung  der  vollkommen  biegsamen  aber  unausdehn- 
baron  Fläclie  O  ausgeschlossen  bleibt.*) 

Bezeichnet  man  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  41)  respective  durch 
Ky  h\  G  und  die  entsprechenden  rechten  Seiten  durch  E^^  F^^G^^  so  findet 
für  den  Winkel  /,  welchen  eine  Curve  auf  der  Fläche  ^  mit  den  Curvon 
bildet,  für  welche  s  allein  variirt,  die  Gleichung  statt: 

Eds+  Fdv _ 

yEy{Eds^  +  2F  ds  dv+  Gdv^)  —^'^^^' 
Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  bleibt  unverändert,  wenn  JF,  C,  F  durch 
A', ,  C, ,  F,  ersetzt  werden.  Es  folgt  hieraus,  was  selbstverständlich  ist, 
dass  eine  beliebige  Curve  der  Fläche  (P,  welche  ein  System  von  Curven 
nach  einem  gewissen  Gesetze  schneidet,  nach  der  Deformation  diese  Cur- 
ven unter  denselben  Winkeln  schneidet  wie  vor  derselben. 

Die  Flächen  O  und  (P,  seien  beide  windschiefe  Flächen.  Mit  Rück- 
sicht darauf,  dass  durch  die  Biegung  von  (P  die  Distanzen  der  Genera- 
tricen sich  nicht  ändern,  und  ebenso  die  Distanz  eines  Punktes  von  einer 
orthogonalen  Trajectorie  der  Generatricen  dieselbe  bleibt,  hat  man  für 
einen  Punkt  (a-,  y,  z,)  von  (P,  folgende  Gleichungen: 


*)  In  der  obi^on  Bedeutung  wird  das  Wort  „Deformation"  von  E.  Hoiir  pe- 
])raucht  in  der  Abhandltinfr:  Theorie  de  In  d^fnrmalUm  ihn  surfnren  (Joiirn  do  Tecolc 
polyt.  T   XXII). 
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^H  44)                               Ux^nt^  (*^— ^)  '■''*  ^^  * 

f  wo  q  diOielbü  ÜedRutung  hat,  wie  in  §.  1.     Der  Punkt  (li ,  ^^,  £0  iler  Stnc- 

I  tionstinic  von  <^i  ontspriclu  dem  Punkte  (|,  »^,  f)  *lör  BtrictionsliDiu  von  d*. 

I  Ännbg  Uen   Gleiclrutigon   des  §.  1    hat  man  zwischen  |, »  % ,  {,,  roi  Xi, 

\  roj  Kj ,  uo^Zi  folgende  GJGiclmngen  ; 

L  I 


(S)'+c^y-©"=(i.7+&')'-ai)' 


1. 


45) 


|^...v.  +  ^^.o.r.  +  |^.«.a. 


t  C^$  ö, 


"■"  &#        ^-      + 


a^ 


as 


d$      d* 


'-^Ü, 


Durch  Substitution  der  Wt^rthe  von  5)  und  44)  in  43)  weiden  die  beiden 
letxtt^u   Gleichungen    identisch*      Mit   HUcksieht    anf  «)    giebl   die    erste 

Gieicliiing: 

«)      (^)'+(^)'+C-^)"='"- 

Dieso  Gleichung  und  cos*  X\  +  cos*  F,  +  cos  2,  ^  l  aoigcn ,  dass  von  den 
Winkeln  X^^  J^,  Z^  einer  willkürlich  bleibt^  was  nuttirtich  tet,  da  eine 
FlÄche  uich  auf  unzählige  Weisen  deformiren  lÄsut     Ans  den  Gleichnngoa 

45)  und  4Ö)  folgt: 


cos  JCt 


46) 


— 5l  =  rof  6 .  cos  y, 
0  s 


.    .sine/ 


COS  Fl 


d  cos  5r, 

ds 


cos  Z| 


aco5F,> 


ds 


smS  /        _  ^co^A, 
,  + I  cos  Z»  — cos  X. 


ds 


a  cos  ZA 


ds 


yi  =  co,e 


cos  Z, 


^  sinS/       „3  cos  J^i  __  ^  cos 

+ 1  cos  Äi  — cos  Fl 

—     p     \ 


ds 


n 


oder  mit  Weglassung  nnnöthiger  Constanten: 


47)  ,.=/ 


cos  S  cos  Xx  + 


sin  S  i 


cosF^ 


cos  S  cos  F^  +      ^      ( cos  Z, 


^=/[' 


cos  6  cos  Z,  + 


Sl/i  ß 


cos  -V, 


d  cos  Z, 
^  cosA'i 

as 

d  cos  Fl 

ds 


cos  Z, 
■  cos  Xi 

•  cos  Fl 


d  cos  l'A  1 , 


ds 


Ids. 


Bezeichnet  man  durch  /, ,  r\  die  Hanptkrümmungöhalbmesser  der  defor- 
mirten  Fläche  im  Punkte  (x, ,  y^,  2,)  und  durch  ^, ,  r^  den  Krümmungshalb- 
messer und  Torsionsradius  der  Strictionslinie  im  Punkte  (|, ,  1;,,  f,),  so  er- 
hält man  die  Wt^tlic  derselben  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  17)  und 
25).  Die  dort  durch  6,  p,  C=  +  p  sin  S bezeichneten  Quantitäten  bleiben 
unverändert.    Die  Quantität  J  geht  über  in : 


Von  Dr.  A.  Ennbprr. 


893 


48)  P*.^.= 

Aus  17)  und  25)  folgt: 


cos  AT,  cos  Fl 

d  cos  X^  d  cos  jT, 

d  s  ds              V  9 

a'  cos  X^  g'  cos  r^     d^josZ^ 


cos  Z^^ 
d  cos  Z| 

ds 


folgt: 

1__  __  _  r  psinB  1*  1 

r\  r\  ~  -  U«*e  +  p«~(^^=^*J  "^  r  r"  ' 

(7,  +  ;^)  [''*''' ^  "^  ^*  ^' ~  ^^']^= ['^*  ^  "•"  ^' ^^ 

psinScosB   . 


-L  =  (l^y  +  (p  CO*  e  +  j^  sin  e)«. 

»  6  +  ^f ,  CO*  6  —  r-  arclang r-^ 


—  =  fl  *m  6 

'•i  

ds 

Für  CO*  ^1 ,  cos  Y^ ,  co*  Z|  lassen  sich  folgende  symmetrische  Gleichungen 
aafstellen : 

V  A       V.  ,  wii  e,        aco*jr 

j  JT,  =  CO*  öl  CO*  Jl  + co*9i  — ^ 

fw  6.    .        /        „d  cosZ  „d  cos  F 


cos 


sin  i 


cos 


(^^dcosZ  „dcosF\ 

r,  ==  COS  6j  CO*  /^  H COS^^ r 

p  OS 

.  *i>i  6|    .         /        „d cos X  ^,dcosZ\ 

+     -_  ,.«  ,,  ^  CO,  2  -^^ cos  A  -— j , 

^       V  I  «««öl        aco*z 

Z,  =  cos  6,  CO*  /  -H  i  CO*  9>|  —z 

p  OS 

n  6.     .        /       ..  a  CO*  F  ,-  a  CO*  ATX 

_ — cosr-^—y 


cos 


sin  6,    .        /       „  < 

-  *fn  9i  I  cos  X  — cos  r  — ^ I . 

\  OS  OS/ 

inden  Gleichungen  nach  *,  elimiuirt 
3n  Differentialquotienten  von  cos  X^ 


-| stn  ©.  I  CO*  -A  — CO*  I  — ^ I . 

p  \  OS  OS     J 

t  man  die  erate  der  vorstehenden  Gleichungen  nach  ^ 

r  Gleichungen  27)  die  zweiten  Differentialquotienten 

!f  nach  *.  so  folfirt: 

sXr    cos  6,  cos  <p,       *f>i9,  1 


Differentürt  man  die  erste  der  vorstehend 

mittelst  der  Gleichungen  27)  die  zweiten 

cos  F,  CO*  Z  nach  *,  so  folgt: 

•       d  cos  Xi  V     '    ^       r    i    ^^^ 

=  —  cos  X  stn  6,  .  Z  +  -->,-      ,  _  ,  __ 

ds  ds     l  p  '      p        , 


ds  ^ 

.  /     ^,aco*z         „ 

+  (  CO*  F— ^r COS  Z 

\  ds 


d  cos  F\  fcos  i 


wo: 


L  =  jj  +  pcos<pi 


ds 

ff  =zp  cos  6, 

ZeiUchiirU.  MulhcniHÜ 


I,  sin  g>,  —  (  ~  +^)  üifi  ö|  • 

Ik  u.  J'iiykik.  IX,  tt. 


^1^4 


Anfilytisch^geotnßtrischi?  Untersuchungen. 


Analogo  Gloklinngpii  erhXlt  man  för 


d  cos  Ff    d  cos  Zj 


DIeste  G!ciclmn*'t^n 


ds    '    ds 

in  Verbindung  mit  0)  geben :  /»*  =  iL*  -f  ^t  folglkb : 

-~  +  pco8  ^tj  +  \p  COS  e,  Sin  ^,  —  (~^+  ^)  *'^  ®*      * 
Mit  BerücksicUtignng^  der  Gleichungen  2B)  erbäU  mAtt  ferner: 

'  ^  €OS  X 


[Lmsm^  ^—  i  J  cm  6,  +  -^^  \inn^^      — ^ — 

/^  \  ö  *  d  s  J        "^^  J      g  s 


7[r^ 


6*  i  (WS  ©1 


+  BA  + 


COS  Z 


^msF- 


B 


zJL\ 


Subäthuirt  mnn  die  analogen  DifTeronUAlquotieiiten  tob  cos  y  und  cos  Z  in 

4**),  biirrU'ksithlijjt  p*  =  i«  +  i/',  so  folgt  i 

d.i.: 

jrf,  =  p  jfin  Ö,  c»'«  ^,  +  ro.«  ©,/£/-(-  ^-^^  1 

Mittelst  dieser  Gleichung  lassen  sich  g»,  und  6|  so  bestimmen,  dass  z/,  =  ^ 
wird,  was  e.  B.  stattfindet,  wenn  6,  constant  ist. 

Setzt  man :  cos  X^  =  cos  g  .  cosrf;,  cos  V^  =  Cö*  g  sin  i/;,  co*  Z,  =  sin  g, 
so  gehen  die  Gleichnngen  44),  46)  und  47)  über  in : 
^1  =  li  +  («'—  q)  cos  g.cosifß^ 
49)  yi  =  i?f  +  {v  —  q)  cos  g  .  cos  tf;, 

^i=?i  +  («'  — y)5fVig. 

ir         rr       n                      ^sinS/                            dip         .        ^ffM. 
51  ==  f     C05  ö  005  g  cos  i|;  +  I  sm  g  cos  i/;  cos  g sm  t/;  —  I    ^  s, 

5*^)    Vi  =  I     ^ös  0  cos  g  sm  i\}  -\ istn  g  sm  i\}  cos  g— -  +  cos  t>;  —  I  ^s, 

f,  =    /     cos  0  Sf/I  g  +  cos^  5  ^  p5^ 
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FUr  g=:0  ist  die  Goneratrix  der  deformirten  Fläche  der  o:  ^-Ebeno  parallel, 
der  primitiven  Fläche  entspricht  eine  Fläche  mit  einer  Directrixebene,  so 
dass  beide  Flächen  gegenseitig  anf  einander  abwickelbar  sind.  In  diesem 
Falle  erhält  man  die  von  Minding  (Crelle's  Journ.  XVIII,  297  u.  365)  auf- 
gestellten Gleichungen: 

a:,  ==  (p  —  q)  cos  t^  •{■  J  cos  S  cos  "fjß  d  s^ 
52)  y,  =  (t;  —  q)  sin  iß+fcos  Ssin^  d  s^ 

z,  =  +  Csin  S  d  s 

OS 

Ist  die  Fläche  developpabel ,  so  hat  man  (9  =  0.    Die  Gleichungen  19)  und 

n  1 

21)  geben  dann  g)  =  —  ,p  =  — .      Entspricht   dem  Punkte   (ar,   y,  2)  der 
2  Q 

Punkt  (xi  j  t/i)  der  .r  y-Ebene,  so  finden  für  denselben  die  einfachen  Gleich- 
ungen statt: 

x,  =i(v — s) cos ijf '\- J  cos ^  d Sj 

yj  =s  (e>  —  s)  sin^-i-  J  sin  i)/  d  s, 

/ds 
T     ■ 

Bestimmt  man  einen  Punkt  der  developpabeln  Fläche  durch  seinen  Abstand 
w  von  der  Wcndecurve,  so  hat  man  in  den  vorstehenden  Gleichungen 
V — <=w  zu  setzen. 

§.5. 

In  den  Gleichungen  (40 — 51)  kann  man  |i ,  i}i ,  (1 ,  g  und  ^  als  be- 
stimmte Functionen  von  s  ansehen  und  mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  die 
windschiefen  Flächen  bestimmen,  welche  sich  auf  einer  gegebenen  Fläche 
derselben  Art  abwickeln  lassen.  Schliesst  man  die  developpabeln  Flächen 
aus,  so  kann  6  nicht  verschwinden»  ebenso  kann  nicht /i  =  0  sein,  in  der 

Gleichung  51)  sind  also  die  Annahmen  S  =  -r  o^or  5  und  ^  gleichzeitig 

constant  anszuschlicssen,  da  dieselben  p  =  0  geben. 

Gehört  der  Punkt  (x, ,  yi ,  Zi)  einer  Rotationsfläche  um  die  Axe  der  z 
an,  KO  findet  die  Gleichung  statt: 

d.  i.  nach  51): 

iy  —  ^)  [(«'— ^)  cos  g  +  Si  CO«  t  +  «?i  «>»  *J  ^ 

,      X  r  V  X  ÄfVi  e      1      a  t^ 

+  (y  —  q)     (§,  sin  ^  —  ij,  cos  iff)stng cos  g   cosg-^ 

oo.v  g  (li  cos  1/;  +  1^,  51«  1//)  5—  H sin  g  ({,  sin  if'  —  i|i  cos  ^)  --  =  0. 

p  0  s  p  >)  « 
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A  n  II I y t i  9cl I - g^a mc" tr i »^ch e  U ti tar«ii c h u  ng c n . 


Da  diese  01**ichiing  für  jödf"«  Werlli  Vftn  v  beÄtelren  soll,  so  müssen  die 
Factürcu  vaa  (t»  ^^^/,  (^  -  y  i^iiiKela  vi*r*uliwjijdett.    Hieraus  folgt: 


srtP      fl 


53) 


P 


Die  erat«  Gleichung  seigt,  dasa  ^  Consta nt  jit,  seUt  man  ;='^f  so  giebt  die 


n 


d^ 


Gleichung  h\)  p^^—,  to^d. 


Nimmt    man   in   den    Glcichuügen  50)   das 
untere  Zeichen,  eo  geben  dieselben : 

I,  :r^  jtm  {ä  —  #)  cmii}d$y     t?j  ^  r ^^^  {^  —  ^)  *'" if'  ^5 , 

Au»  diesen  Gleichungen  folgt: 


(7  S  ö  * 


i 


^^ 


Mit  IllUfe  dieser  Gleichungen  und  g=  3,  ^r— .  i?ö*i  =^p  gehen  die  iieideu 
Itststeu  Gleichungen  53)  nach  s  differentllrt: 

=  0,     cm{S  —  di)  ^ 


d5    p 
1 


i^in^  ' 


felglicb  6  =  d  und  p=  — ,   wo  Ar  eine  ConstÄute  bedeutet    Die  Dlifcrcn- 

tialgleichung  für  ^  wird  einfach  1  =  Ar  co5  5  -^,  folglich: 

o  s 

{j  =^  J  k  cos  d  cos  rj;  d  ifß  ==  k  cos  ö  sin  ^ , 
i|,  =  TAt  cos  d  «>i  ^  3  ^  =  —  Ar  CO«  d  co«  ^. 

Die  Gleichungen  49)  gehen  hierdurch  über  in: 

X|  =  (»  —  s  cosö)  cos 8  cos^  +  k  cos^.sinip^ 
y, s=  (f7  —  s  cosö)  cos6,sin^  —  Ar  cosi  cos^, 
2,  =  (r  —  s  cos  ö)  sin  6, 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  unmittelbar: 


^i'+yi' 


V.=^> 


{kcosöy       (ksinöy 
wns  die  bekannte  Gleichung  eines  Rotationshyperboloids  ist     Die  Gleich- 
ung 19)  giebt  für  S  =  ö  entweder  q)=z  —  oder  ^  =  oo.     Nimmt  man  zuerst 

n  1 

9  =  — ,  so  geht  die  Gleichung  21),  wegen  p  =  —,  über  in: 

Ar  cos  ö       k  sin  6 
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Diese  Gleichung  enthält  nach  §.  3  die  Bedingung,  für  welche  die  Haupt- 
nornialen  einer  Curve  gleichseeitig  Uauptnormalen  einer  zweiten  Cnrve 
sind.     Aus  dem  Vorstehenden  folgt: 

Schneidet  die  Strictionslinie  einer  windschiefen  Fläche  die  Gene- 
ratriccn  unter  einem  constanten  Winkel  und  hat  diese  Linie  die 
Eigenschaft ,  dass  ihre  Hauptnormalen  gleichzeitig  Hauptnormalen 
einer  zweiten  Curve  sind,  so  iSsst  sich  die  Fläche  auf  einem  ein- 
schaligen liotationshjperholoid  abwickeln. 
Nimmt  man  in  den  Gleichungen  19)  und  21)  ^  =  oo  also  auch  r  =  oo 

und  «==--,  so  folgt  1  =  —  k  sind-T-  oder  —  a>  =  ,— -  ; .      Die    Gleich- 
k  °  ds  k  sw  0 

ungcn  31)  geben  für  diesen  Werth  von  q>: 

x  =  (v  —  s  cos ö) sin 6, cos  .   \  ■  , 
^  k  sin  ö 

—  y  =  (v  —  s  cos  ö)  sin  ö .  sin  - — r— ; » 
*       ^  '  ksinö 

zz=2  [v  —  s  cos  S)  cos  S  +  s. 

Durch  Elimination  von  v  und  s  folgt: 

z  +  k  sin6.  arclang  —  =  co< ^ . ^(x*  +  y*). 

X 

Diese  Fläche,  welche  sich  ebenfalls  auf  einem  Rotationshyperboloid  ab- 
wickeln lässt,  wird  durch  eine  Gerade  erzeugt,  welche  auf  der  Axe  und 
der  Helix  eines  Kreiscylindors  so  gleitet,  dass  sie  mit  der  Axe  des  Cyliu- 
ders  den  constanten  Winkel  ö  bildet. 

Ist  6  constant,  6  =  d,  nimmt  man  in  den  Gleichungen  50);  &l)  o  con- 

^^ 
stant ,  setzt  cos  6  -r—  =  py  so  folgt : 

OS 

|i  =  coj(<j  +  d)fcos^dSy  fi^=zcosiö  +  b')fsinipds^  ^^ssss.sin  (<j  +  d). 

Setzt  man  <y  +  ^  =  — ,  so  hat  man  einfacher  |,  =  0,  «i  =  0,  fc  =  s.     Die 
—  2 

Gleichungen  49)  gehen  dann  über  in : 

a:,  =  (t;  —  s  cos  S)  sin  6  cos  t^ 

y,  =  (t?  —  scosd).  sin  d  sin  ^ 

54)  •  2,  =  (»  —  s  cosd)  cosS  +  *. 

OS 

n             cos  6 
Die    Gleichungen   19)   und  21)  geben,  für  6  =  d  und  9=  —,  p  = 

H .     Die  Strictionslinie  der  deformirten  Fläche  ist  im  vorliegenden 

r 

Falle  eine  Gerade,  hieraus  folgt: 

Schneidet  die   Strictionslinie  einer  windschiefen  Fläche  die  Gene- 
ratricen  unter  einem  constanten  Winkel  ^  bo  \^««.\.  Wi^  ^\^^\^^^  v^ 


39&  Analytisch-goometmcbc  Untersuchungcii, 


■  )p<yiiyf^Hy>iyN|^^|flM'!^|ftl^MP^fc^^''y^  ,-,-i^mt~i^'^n^m^^^>m''lmr*r^  ■■rf--'^r»Tkrfi»".J^^i^  "^   ■■%  I*    ^vrf'1d^^i^pä^^iJ|^■■rt^%^rft^■i^J^^ 


eine  Andt^rt^  JeforTnirop,  dcrt^u  Btrictionalime  eine  Germlo  iil 

die  Güiierntrteen  ebenfalls  uuter  cmem  cDu^tnaten  Witikß!  f^cluieideli^ 

Nimmt  man  d  =  — »  ^o  geben  die  Gleichttngeti  54),  p=  —  gesetzt, 

55)  Tt ^ p cm^j  Ui=^^  *'"  ^»  'j ^^ ,f ,  ^ s=;  I  — , 

Da  r  eine  beliebige  Functioo  von  f  ist,   eo  folgt  durch  Elimination  von  p 
und  s  eine  Gleichim^  von  der  Form  t^^^  F  l~L  was  die  Gleichung  einer 

geraden  Conoidfläche  ist.    Nach  §.3  geben  die  Gleichungen  ö)  filr#=  — 

und  (|3  =  —  einen  Funkt  der  Fläche  der  Dinormalen  einer  Curve  doppelter 

Krümmnnn;  jn  Function  von  p  und  s,    Hierau!^  jichliesst  man: 

Die  P^Mcbfi  der  Dinormalen    einer  Ciirvc  doppelter  Krümmung  i»t 

auf  einer  Conoidfläche  abwickelbar. 

Ifl'ach  §,3  ist  eine  wiiidecbiefe  Fludie,  deren  Strictionsltnic  die  Geue- 

TRtriccn  orthogonal  schneidet ,  entweder  Flficbu  der  Binormalen  einer  Curvc 

odi^r  eine  CouoidRäche.    Der  vorhergehende  Satz  lässt  sich  also  auch  auf 

folgende  Weise  an$sprechen: 

Die  windschiefen  Flächen   mit   orthogonaler  Striction  sind  gerade 
Conoidtlüchen  oder  Deformationen  derselben. 
tst  in  den  Gleichungen  55)  r  coustant,  r  =  ii^  so  fbl^  durch  BUmi* 

nation  von  v  nnd  s:z=ik  arciang  ^,  d.  h.  die  Gleichung  der  Schrauben- 

X 

flftche.    In  diesem  besondern  Falle  ergiebt  sich  folgender  Satz : 

Die  Fläche  der  Binormalen ,  deren  Torsionsradins  constant  ist,  lässt 
sich  auf  einer  Schranbenfläche  abwickeln. 
Eine  conische  Schraubenfläche  wird  durch  eine  Gerade  erzeugt,  welche 
auf  der  Loxodrome  und  der  Axe  eines  Xreiskegels  so  gleitet,  dass  sie  die 
Axe  immer  orthogonal  schneidet.  Sind  Ar,  und  k  beliebige  Constanten, 
wird  die  Axe  des  Kegels  zur  Axe  der  z  und  seine  Spitze  zum  Anfangs- 
punkte der  Coordinaten  genommen,  so  ist  die  Gleichung  der  coniscben 
Schraubenfläche : 

k  arciang  — . 
Z,=  k,C  ""' 

Diese  Gleichung  giebt,  mit  Hülfe  der  Gleichungen  55),  logs  =  lagk^^  k,il/. 

Diff'erentiirt  man  diese  Gleichung  nach  5,  berücksichtigt  -—-  =  —,    so   folgt 

OS         r 

r  =  k.s.      Ist  also  der  Torsionsradius    einer  Curve    doppelter  Krümmung 

pro])ortional   dem  Bogen ,    so   ist   ihre  Fläche   der  Binormalen    auf  einer 

coniscben  Schraubenfläche  abwickelbar. 
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Genügen  die  Wertli«  von  j?,,  y,,  z,  aus  49)  der  Gleichung: 

so  müssen  die  Factoren  von  {v  —  gYy  v  —  g  der  resultirenden  Gleichung 
einzeln  verschwinden.     Man  erhält  so  folgende  Gleichungen: 

Die  erste  dieser  Gleichungen  giebt  if;  =  — .     Hierdurch  gehen  die  beiden 

letzten  über  in: 

56)  «1  — ^,  =  Ä^2./«wö'g,  I,*— iy,«=2Arfj. 

Für  t/;=  —  gehen  die  Gleichungen  50): 
4 

I,  +  rji=ry2  .fcosBcosads  ,  ix  =zJ*cos  S  sin a  d s 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Gleichungen  geben  die  Gleichungen  56)  nach  s 
differentürt: 

+ T-  =  ^*  ^~  ^«"^^  >  $1  +  ^1  =  V^fcosScoscds  =  0, 

p        0  S  OS  ^ 

folglich  6  =  --.    Für  ^  "==  -7  giebt 51)  f  —  j  =p*,  nimmt  man  j-=Pi  und 

in  der  ersten  der  vorstobenden  Gleichungen  das  obere  Zeichen,  so  geht 
dieselbe  über  in: 

oder  ftf/igr  g= -r.    Für  0=  — geben  die  Gleichungen  10)  und  21)  (p  =  — 
A  2  2 

und  p  =  — .     Setzt  man  w  =  /  — ^^,  so  geben  die  Gleichungen  :  (aw^ö  =  —  > 

---  =  —=•-—  durch  Elimination  von  <j, 
ds       p        ds  * 

wo  a>o  eine  constante  bedentet.  Findet  die  vorstehende  Gleichung  zwischen 
dem  Bogen  s  einer  Curve  zwischen  zwei  Punkten  T/,  77,  und  dem  Winkel 
u  —  (Oqj  welchen  die  Krümniungsebenen  in  77,  Hj  mit  einander  bilden, 
statt,  so  ist  die  Flüche  der  Binormalen  auf  dem  gleichseitigen  hyper- 
bolischen Paraboloid  abwickelbar. 

Es  bietet  keine  Schwierigkeit  die  Gleichungen  40)  auf  die  allgemeinen 
Flächen : 


(r         0*        r,  «*         ö' 


anzuwenden,  die  Ilcsnltato  sind  aber  dann  äusserst  complicirt  und  scheinen 
eine  einfache    geometrische  Deutung  nicht   zuzulafia^\i.     Tai  NVi,\Vv\\xvv^'^- 


4W  Analytisch -geometrische  UnlerauchuBgen* 


■M^rf^^'b^M*M*l»M*M.U*-^ 


mJUsig:  ^fnfjtelifm  B#fittTtii4iin  fHhtt  SU  Fläcliö,  Am^n  DTrectrJeftii  tlftrcli  die 

,^1  =^  0  ,  ij  =  Ä ; 

gegeben  aiiid.    Die  Gleichung  dieser  Fläche  ist: 

Bnhstitnirt  mjin  hisriü  für  Xj,  |^i,  ^,  ibro  Wert  he  «na  4ft),  aetat  die  Fnctoren 
dt^r   Poteusen  von  i?-— ^einzeln  gleich  NuU,  so  erhilt  m&n  fünf  Gleich* 

tinge».    Die  erste  dieser  Gleichungen  ist  sin^*€ö$2g^=^0,  d,  h.  t^^=  —^  du 

ungpnficb^inlich  nicht  ff  =  0  sein  kann.     Für  a  ^=—  werden  die  übrigen  vier 

G1ttii!biingen  sämintUch  Idenliaeb  für: 

57)  j,  =  (t,  —  k)  Ciis ^,^,  =  (ti  +  k)  jrfit^* 

Nimmt  man   in  den  Gleichungen  bO)  die  unteren  Zeichen,   seist  nach  51) 

py2  ^^=  — -,  so  folgt; 

'  t,y2^f(€mB  —  BmB}ds. 

Die  Gleichungen  57)  und  58)  nncli  j?  difierentivrt  g(*ben: 

cos  ^  8tnG  =  —  (f I  —  k)  p  sin  y,  sin  ip  *in  t^  =  (f,  +  A:)  /?  cos  ip, 

folglich : 

sinS       ,    , 

=  Ar^n2if;,  {;,  =  —  Arco5  2^. 

Die  beiden  Werthe  von  f,  geben: 

—  ky2.cos2flf=:f  {cos e  —  sin 8)  d 5, 

oder  nach  s  differentiirt :  4k  sin  2tJ;= ,  d.  i.  wegen  k  sin  2^ 

= ,  cot  6  =  5,  6  ist  also  constant.    Die  Gleichung =  Ar  sin  2^  nach 

s  difTerentiirt  giebt: 

oder: 

Durch  Integration  erhält  man  hieraus: 

sin  S 

^  ~  y  [^  —  (2  y^sin  S.S  +  k.Y] ' 
wo  A-f  eine  beJiebige  Constante  bedeutet. 
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Die  vorstehenden  Beispiele  werden  hinreichen  znr  Erlänternng  der 
Angewandten  Methode,  alle  windschiefen  Fl&chen  su  finden,  Velche  Defor- 
mationen einer  gegebenen  Fläche  derselben  Art  sind. 


XV. 

üeber  die  Drehung  eines  Körpers,  dessen  ursprüngliche 
Botationsaze  keine  seiner  freien  Axen  war. 

Von  W.  von  Rouvroy^ 

K.  S.  Oenerallieatenant  a.  D. 


Die  Technik  führte  in  neuerer  Zeit  auf  mannichfache  Fragen  über 
die  Rotation  der  Körper,  welche  sich  nicht  um  feste  Axen  bewegen;  allein 
die  wissenschaftliche  Beantwortung  solcher  Fragen  ist  so  schwierig,  dass 
auf  diesem  Gebiete  die  Theorie  noch  weit  hinter  der  Praxis  zurück  blieb. 
Man  versucht  zwar  gewöhnlich  die  vorkommenden  Fälle  nach  bekannten 
allgemeinen  Gesetzen  der  Bewegung  zu  beurtheilen,  aber  die  Erfahrung 
zeigt  nur  allzusehr,  dass  dies  nicht  ausreicht.  Erscheint  sonach  ein 
tieferes  Eingehen  auf  die  Gesetze  der  Rotationsbewegung  überhaupt  ge- 
boten, so  dürfte  vielleicht  auch  die  nachstehende  Untersuchung  einiges 
Interesse  gewähren,  wenn  sie  auch  nur  den  einfachen,  gleichsam  nur 
idealen  Fall  behandelt,  welcher  in  der  Wirklichkeit  nie  ohne  gewisse 
Modiücationen  eintritt. 

Ein  Körper,  dessen  Schwerpunkt  iBf  Fig.  1  Taf.  VIII  vorstellt,  drehe  sich 
in  einem  gewissen  Augenblick,  in  welchem  eine  seiner  freien  Axen  die  Lage 
MA*)  hat,  um  die  Axe  zB  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  w,  von  diesem 
Augenblick  an  aber  wirken  auf  den  Körper  nur  solche  Kräfte,  deren 
Richtung  durch  M  geht.  Um  den  Verlauf  seiner  Rotation  zu  untersuchen, 
denken  wir  uns  die  auf  zB  rechtwinklige  Ebene  CyB  mit  M  so  fortgehend, 
dass  die  Coordinatcnaxen  My,  Mx  und  Mz  stets  ihren  ursprünglichen  Rich- 
tungen im  Räume  parallel  bleiben.  Wir  nennen  ferner  die  durch  die  Axen 
^2  und  ^T^  bestimmte  Ebene  die  Neigungsebene  der  freien  Axe 
M  A  und  nehmen  an ,  dass  diese  Ebene  nach  der  Zeit  /  in  die  Lage  zz,  B 
gekommen  ist,  indem  sich  ihre  Durchschnittslinie  mit  der  unveränderlichen 
Ebene  ByC  um  den  Winkel  yMy^==:  if;  gedreht  hat.     Die  freie  Axe  MA 


*)  Der   gT-össcren  Deutlichkeit  wefifen  sind  in  Vlg,  I  Taf.  VIII  überall  nur  die 
vorderen  Hälften  der  freien  Axen  angej^eben. 
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sflbst  sct  iu  diRRPm  Äugenblicke  in  der  Lage  A/th  gekommen  und  Winkel 
tMtyi'^^^j^  diö  bei  Jen  anderen  freien  Äxcn  seien  in  demselben  Momcüt 
Mtjxi^  iind  ^f^iii^  cDcllieh  iei  der  Winkel,  um  weluheti  £n  derselben  Zeit 
dio  Äxe  Myixi  hinter  der  Knotenliniu  itf^n  ist^  d,  i.  Winkel  ^ii^'^iii  ^=^  9^» 
Winkel  zM^^x^  ^^n  —  ß^  zMxn^^^jt  —  ff^  d*  h.  die  Lage  der  freien  Äxen 
M yi^i  und  ^/^yi  |?^g^^  ^*  durch  die  Winkel  ß  und  u  so  bestimmt,  dass  die 
anfÄngliehent  f  =  0  entsprecUenden  Werthe  j^^  p^  und  tf^  der  Z  Winkel  _/,  ß 

und  u  ^  I      sind*    Der  anfängliche  Wertli  von  9>  Gei  ^^  und  kann  £sw lachen 

den  Grenzen  —  ^tt  und  +  |rr  angenommen  wevdeu  nnd  mnn  bat  daber  in 
don  reebtvvinkligen  sipbämchen  Ürcieckenf  deren  Katbeten  in  dem  ersten 
^n  +J  und  ^7t —  qp,  im  zweiten  ^^  +j  und  ^  und  deren  IljpothenUäen 
n  —  tt  und  n*'^  ß  hlüd\  je  nachdem  q>Q  positiv  oder  negativ  war: 

CVS  cf^  =  +  jtin  (p^  isinj^ 

cos  ß^  ^=       CoS  <p  ^Wjtf 
Für  die  späteren  Augenblicke^  wo  öf^  ^, /,  9  die  Grenzen  0  und  |7e.  rf'spec- 
tive  —  1?^  und  +  |?i  überachroiteu    können,    treten    nn    die   Stelle   der 
oblgeu   Dreiecksseiten  zuweilen  andere,    welche   zu  letzteren  additt  oder       I 
von  Utisteren  abgezogen,  die  Summen  oder  Di0erenzen  n  eder  2i£  g^eben* 
StoUi  aber  hat  mani 

ro>*Ä  =  sin*  9  »inV  ^ 

eo^ß:^=  cüs^tp  sin*J  J^H 

und  bekanntlich  auch  ncicb :  ^  ^ 

2)  cos^a  -f-  cos'ß  +  cosTj  =  1. 

Werden  nun  dit*  folgenden  Coordinatensysteme  unter  der  Bedingung  auf- 
gestellt,  dass  in    denselben   die  Coordinaten   des   nämlichen  körperlichen 
Elements  dureb  die  beigefügten  Accente  unterschieden  sind,  nämlich: 
I)  das  System  der  a:,     y,     z   mit  den  Axen  Mx^    My^    Mz^ 
11)     „         „         „    a-,,    y„    r,     „     „        „      Mx^,   My^,  Mz, 

III)  )»  n  }»     ^Ui    yu,    ^U      11       II  II       ^^11    ^^Ui    ^^^Ui 

IV)  „         „         ,',    a-m,  y,i„  Zui     „     „        „      ^a:„i,  A/y,,!,  i»f ?u, 
so  geben  die  allgemeinen  Formeln  der  Coordtnatenverwandlung : 

X  =  iTiu  [co^y  W/J'^  sin  q>  +  co^i/;  C059?] 
+  Uiti  [<^osj  sin^lf  cos(p  —  costf;  5i/i  9] 
+  *ui  sin  J  sin '^^ 

3)  y  =  iTnj  \cosj  cos ^  sin  tp  —  sin  tf;  cos (p] 

+  i/iii  [cosj  cos  t|;  cos  tp  +  **'*  ^  sin  tp] 
+  *m  ^"'«y  C0S1/;, 
;?  =  —  a*||i  51« y  sing)  —  y^  51« ^  co^qp  +  r,„  co^y. 

Da  3fa',n,  My^n  «nd  Tf/r,,  die  freien  Axen  des  Körpers  vorstellen,  gegen 
welche  alle  Elemente  desselben  stets  die  nämliche  Lage  bebalten ,  so  sind 
dio  Coordinaten  a',i,,  y^^^  und  ru,  Coustautcn  und  die  vorbtchenden  Gloich- 
uügen  geben  daher : 
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>^^\^r\^i^.^^^^^^^ysAM4i.^v^^s. 


4)  ä7  ^^  [^»M  {p^^J  ^^^  ^  ^^^  9>  —  ^^'^  cos  (p) 

+  y,u  {cosj  cos  tl^  cosg>'{'  sin  ^  sin  (p)  +  %  sinj  cos  ^]  -^ 
+  [a:in  (co*  j  «h  ^  cos  q>- —  cosfj}  sin  q>) 

—  yiii  {cosj  sin^  sin  (p  +  cosr};  cos  9)]  -^ 

+  [ — ic„,  sin  j  sin  ^  sin  <p  —  ym  sin  J  sin  ^  cos  q>  +  ^lu  cosj  sin  t(;]  — 

—  =  [ —  Xqi  (cosj  sin  t/;  sin  q)  +  cos^  cos  gi) 

—  yiii  {cosj  sifi  '^  cosq>  —  cos  rf;  sin  (p)  —  Zq,  sinj  sin^]  — 
+  [^ui  (cosj  cos  iff  cos  fp  +  sin''^^f  sin  q>) 

—  yui  {cosj  cos  ^stn<p  —  «/i^  cos  g>)\  — 

+  [ —  a*,,,  sinj  cos^  sin  tp  —  ym  sinj  cos  if^  cos  9  +  ^ui  cosj  cos^lj]  —  , 

dz        r  ,  .    ,    .      ^  d<p 

—  =  [—  a:,u  stnj  cosqf  +  ym  st«^  sm  qp]  — 

+  [—  ^m  co*y  «>i  9  —  yju  ^o«y  cos  g>  —  Zy,  ««>]  ^ . 

Bezeichnet  man  die  Masse  des  körperlichen  Elements  a,,|,  ym,  ?„,  mit  m,  die 
Trägheitsmomente  des  Körpers  für  die  freien  Axen  Mx^^  My^  und  Mzq  mit 
Ay  B  und  C  —  wobei  wir  auch  diese  Axen  selbst  die  Axen  A^  B  und  C 
nennen  wollen  —  und  setzt  man  endlich  das  Trägheitsmoment  für  die  Axe 
2  B  Fig.  1  Taf.  VIII  T,  so  ist: 

-Sm(yu«+ V)  =  ^i 

5)  2:m(V+ 2iu*)  =  ^, 
Zm  {x^  +  ym«)  ==  C. 

ß  2:m{x^^-z,,f)  =  C—A, 

^  £m{y^'—2^*)=zC—B 

und  weil  A,  B^  C  die  freien  Axen  sind. 

2:mar„,ym=0, 

7)  2:ma:„,  2i„=0, 

endlich  aber  auch: 

8)  r  =  ^  CO*«  «0  +  ^  ^0**  A  +  ^  cos^j^. 

Die  Ausdrücke    '''(^»^^»-yi^,    '^(^»^_5- ^ll^,    /'LC^'^II»- ^»i^_ 
^/  r(  dl 

sind  bekanntlich  die  Momente  der  Bewegungskräfte,  mit  welchen  sich  das 

Element  m  während  des  Zeittheils  dt    respectivc  um  die  ik^^\i  ^\x>  1A.>^ 


i(H 
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'^ii^lWftrtrtWWffWWWHW^>" 


'HWWWw^iA'^^  « 


unil  M*r]  flrplit,  vorauBg-Psetat  än^s  z,  B,  ä\<}  Drehung  um  Mt  von  JI/Tj  n«cli 
J/y,  Inii  orfülgl  ttnd  mitliin  dip  Surumc  dor  Krnflmt»ni(^ot«  niil  w**lüh<*r  ilor 
hu%T  hetfSLehUU  Körper  Kür  Z**it  i  ^Ö  rolirtj  —  ä»  Tiht.  Die  Difffxri'iitlali) 
dfr  nbigcn  Aitsrlrücke  sind  dah^^r  die  A^  nderun;^(*n,  tt'elchfi  jenr  Mrmirntr 
wHlirentl  de«  Zeittljeild  di  erleiden  und  bearichnen  iV,  iV,  und  A\,  dir.  Mo* 
nionte  der  äusMereti  KrUfte,  welche  wäbrond  dei^t!i<'tben  Zcütboiles  die 
lti>tiition  um  die  Axeu  Mz,  My^  und  M^,  be^cbknnigf^u,  nu  j»t  al]^«moiut 


ff) 


ie 

I 


]• 


in  th'Bi  Uier  ^u  er^trterndoti*  KrIIi^  aber  «pfttert 
10)  fNdi  =  —wT, 

au  setzen.    Bildet  man  Termittelst  der  Gleichungen 3)  und  4)  m 


dt         * 


wdt  —  zdi 


M, 


ydt  —  iBjf 


differentiirt  man    diese  Ausdrücke   uitd 


di  '      '  dt 

setzt  man  naebher  ^^0^  ee  bekommt  man  die  allgemeinen  Glieder  der  in 
deu  Gleicbuiig6ii  U)  üngtiii«uuttiii  C>uiuiabii,  endÜcb  aber  durcli  Aiiwi^uiluug 
von  5),  6)  und  7)  diese  Summen  selbst.  Man  kann  aber  auch  diese  Snm- 
mirungen  schon  vor  dem  Differentiiren  vornehmen,  wenq  nur  die  8ub- 
atitution  von  ^  =:  0  bis  nach  der  letzteren  Operation  verschoben  wird. 
Dies  giebt: 

£  Im — I  =  —  A\  -öT^t^V  sirr  9  —  "ö:  ^^'^J  ^^"9  ^os<p 

+  C[jjCOSJ^-^COS^jI 

I  -^  {stnj  cosj  cos  ij;  sin*  q>  —  sinj  sin  i/;  sin  q>  cos  q>) 
—  —  (cosj  cos  t/;  sin  (p  cos  <p  —  sin  t/;  cos*  fp) 
—  B    -^  {sinj  cosj  cos  t/;  cos*  q>  +  sinj  sin  t/;  sin  (p  cos  (p) 

+  -;r-  (^cosj  cos  ip  sin  tp  cos  cp  +  sin  ^  sin*  (p) 

rS^(P    .    .  dtlf    .    .        .      .    1 

—  t    -^—  stnj  cosxb ^-  sinj  cosj  cos  i/;    , 

L</<  Ol  J 


£[m 


Xid  z^  —  z^^Xl 


dt 


)= 
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^(  m      -   '       *^—^=A  I  -^  {sinj  cosj  $in^sin*<p  +  sinj  cos'itfsin  9  cosg>) 

—  ^  (co«y  m  ^  «>I9  cos  <p  +  cosilf  cos^qi) 
-^  {sinj  COSJ  sin  ^  cos*  9  —  sinj  cos  ^  sin  <p  cos  <p) 

+  —  (cosj  sin  ilf  sin  <p  cos  g>  —  cos  ^  sin*  (p)  1 

[dw  diu  1 

—  sinj  sin  if;  —  —  sinj  cosj  sin  ^    . 

Wird  vor  der  Einführang  dieser  Ergebnisse  in  den  Gleichungen  9)  znr  Ab- 
kürzung: 

da      dif 

P  =  -77-^ -7-^  COSJ  , 

^       dl        dt  ' 

d^  .   .  dj 

11)  (i  =  Y^9injsm(p'^  —  cosfp, 

r  =  '^stnj  cosfp  +  •^*«'»9- 


12) 


/>==:  Brcostp  +  Aqsintpy 
Q  =z  Br  sin<p  ^-  Aq  cosip 
gesetzt,  80  findet  sich  zuletzt: 

iV  a/  =  a  [—  P sinj  +  Cp  cosj] , 

13)  N^dt=^d  [ — P  cosj  cos  fp  —  Qsin^  —  Cp  sinj  cos  ^i\^ 
N^dt=sd  [Pcosj  sin  ^  —  £)  co«  ^  +  Cp  sinj  sin  ^J 

und  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiirungen ,   nach  denen 
t|;=:0  zu  setzen  war: 

Ndl=i  —  Pdj  cosj — dP  sinj  —  Cp  dj  sinj  +  Cdp  cosj^ 

14)  Nidl=iP  dj  sinj  — d  Pcosj  —  Q  d^  —  Cpdj  cosj —  Cdp  sinj^ 
Ni^di=Pd^  cosj  — dQ  +  Cpd^f  sinj. 

Verbindet  man  diese  Gleichungen  in  der  nachstehenden  Weise ,  führt  man 
dabei  für  P  und  Q  ihre  Werthe  aus  12)  und  für  dj  und  d^  die  durch  Ke- 
duction  von  11)  sich  ergebenden  Ausdrücke,  nttmlich: 
.-  dj=^[rsin<p  —  qcos^]  dt 

L  sinj  J 

ein,  so  erhält  man  zuerst: 

[Neos;  —  N^sinj]  di^^Pdj  +  0d^  sinj  +  Cdp, 

[{—Nsinj — Ni  cosj)  sin<p  +  Nn  cos^]  di—(dPsin^ — dQcosqi) 

+  {Pcosg>  +  0  sirnp)  d  ^  cosj  +  Cp  (dj  sin  q>  +  dHf  sinj  cos  q>) , 

[( — Nsinj  —  Nicosj)  cosg>  —  iVy  sing)]  dt=i{d  Pcosq>  +  dQsinq>) 

+  ( — Psinq>  +  0  cosfp)d^fCOSJ  +  Cp  (dj  cosq>  —  dfftsinj  sinq>) , 

und  sodann: 
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[—{NBinJ  +  Ny  tö$j)  cm^^  N^  sint^l  dl—  Üdr  —  (C  '*Ä}pq  dL 

Diese  GleJebuügeu ,  tlcren  Entwickelung  hier  urnih  frtiher  gcnj achte» 

Notizen  a»a  Litrow^s  jet^t   wohl  ziemlich  sf^ltencm  grÖÄsercd  Hamlbucho 

der  Astronomie  gegebeo  wurde,  enümltcn  Jio  allgemeinen  Gesetze  der 

Kotation  eines  Körpers,    ftir  welchen  die  Momente  der  in  jedem  Augen- 

bliük  wirkenden  Jinsseren  Kräfte,  nümlich  iV,   Nx  nnd  Au,  direct   oder  in* 

direct  ak  Functintien  der  Zeit  /  bekannt  sind.    In  dem  hier  2U  nn (ersuchen* 

den   Falle  verwandeln  -sicli   den    Gleichungen  10)   gemäss   die   Integrale 

von  13»  in  denen  auch  noch  if^^^O  zu  setseu  wnr,  in; 

—  jfj  7*:=  ' —  P  sinj  -(-  Cp  cosj\ 

17)  0  =  ~P  cos/  —  €p  stftj^ 

und  liierauB  folgt  sEunüehatt 

P  =  fvTm\j, 
Cp7^  ^  ft'TctiSJj 
nednnn  aber  auch  nach  den  Gleiehnngen  Ti)  und  1): 


19) 


20) 


^  — 


P  sin  <p ntT  $m  J  sin  ip 

A       '~  1 

Pcü$  qp 


m  T  sin  j  cos  ^ 


Sftrj  :=^ 


B 


m  Teosa 

wTcos  ß 
—        B      ' 


Uie  Verbindung  der  ersten  unter  den  Gleichungen  ll)  mit  der  letzten  unter 
den  Gleichungen  18}  und  die  Einllihrung  der  Ergebnisse  19)  in  15)  liefert: 

dq>      foT  cosj 


dl 
dj 


j^cosj 


dl         c 

wT^A-^B)  sinj  sin  qt  cos  q> 


21) 


dl  AB 

dfp      wT{B  sin*  (p  +  A  cos^\p) 


dl 
d  q) 

d 


AB 


w      wTcosj  f^    .  ,       .     ,       ,          AB\ 
j  =      ^^     (  q>  +  Acos^(p —\, 


während  sich  die  beiden  letzten  unter  den  Differentialgleichungen  10)  durch 
^  ^  iVr,  =  iV„  =  0  in : 

Adfj  =  —  {C—B)prdl 
Bdr=i  +  \C'r-A)pqdl 
verwandeln.    Hieraus  folgt  in  Berücksichtigung  von  18) : 

BC  ^-dr 

»•  tXC—A)  '  q  cosj 

AC dg 

wT(C—B)  '  rVosj 


22) 


22fl) 


dt  =  ---^^ 


di  = 
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nml  in  Verbindung  mit  19) : 

AC +  dcosß 

^  ~ ivTlC—A)  '  cos a cosj 

_         BC  ±dco8a 

wT{C  —Sy  cos  ß  cos  f 
Denkt  man  sich  die  ganze  bisherige  üntorsachung  so  wiederholt,  dass  da- 
bei die  Axen  A  und  C  und  mithin  auch  a  nndj  ihre  Rollen  wechseln,  an 
die  Stelle  von  <p  aber  ein  anderer  Winkel  9,  tritt,  so  bleibt  nicht  nur  die 
erste  der  vorstehenden  Gleichungen,  sondern  in  lOj  auch  Br=z  +  toTcos  ß 
umgeändert  und  dasselbe  gilt  daher  auch  von  der  ersten  Gleichung  22a), 
wenn  in  derselben  q  und  cosJ  durch  r  ausgedrückt  sind.  Ebenso  bleiben 
aber  auch  die  zweiten  unter  den  Gleichungen  226)  und  22a)  ungehindert, 
wenn  die  bisherige  Untersuchung  mit  Verwechselung  der  Axen  B  und  C 
und  der  Winkel  ß  nndJ  wiederholt,  an  die  Stelle  von  g>  ein  anderer  Win- 
kel (pii  gesetzt  und  in  22a)  r  und  cosj  durch  q  ausgedrückt  werden.  Zur 
Bestimmung  von  91  und  ^„  hat  man  10)  entsprechend: 
w T sinn  cos Wi        ,   tvTcosß 

23)  B  ^        B 

'  tvTsinßsmwn         .  fvTcos>a 

7= ^-^=±-j-. 

Wird  die  erste  der  Gleichungen  22)  durch  die  zweite  dividirt,  so  kommt  : 

Adq_       [C-'B)r 
Bdr~       {C—A)q' 
oder : 

2  A  {C—  A)qdq  +  2B  (C—  B^rdr  =  0, 
und  das  Integral  hiervon  ist,  wenn  D  dessen  Constante  bezeichnet: 

A  {C'-A')  q*  +  B  {C-  B^f^  =  D. 
Für  ( =  0  ist  nach  19) : 


1  _  ^*  y*  cos'  «0         .  _  ^  ^  co^  ßo 

^  ~       ^       '   '^~       'b'      • 


Wird  daher: 


_      B{C—A)  cos*  a^  +  A  (C—  B)  cos*  ß^ 
AB 
24)  p^ ^  B(_A-C)cot'j,  +  C(iA—B)cos'ß, 

CB 
„  _  C{B  —  A)  co$'«,„  +  AiB  —  C)  cot'j^ 

^" Äc 

gesetzt,  woraus  in  Verbindung  mit  2): 

AF   _   CFi 
C-A-A-C 

^  1—   ^^   =  ^^•« 

C-^B       B^C 

folgt)  bO  erhalt  man : 


4m 
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}}  =  ^J^F 


uti^  mitliim 


26) 


—  4  7/   '^^^         ^iP-^)~s 


Stfrj  = 


AF 


27) 


C—A 
BF 
€—B 
sowie  in  BerückBiehti^ng  yod  25) : 


mn^j  =  ■ 


.    BC(B-A)    , 


{C—B)m*r 


28) 


-        j^  t/     C?^i  BCiB—J)    , 

.        ^  -,/    CFu  AV{A-By~7 


Kndlieli  i«t  für  den  FaW,  dass  die  erste  der  Glcichungon  22)  zur  unter* 
guchuiig  der  Bewegung  der  Axe  A  und  die  zweite  jener  Gleichungen  zur 
Kitiitürung  der  Beweguug  Yon  B  benatit  werden  soll,  den  Gleichungen  ^4 
und  27)  entaprecheud. 

CF,    ^  BA(B—€)    , 


29) 


A  —  C  '  {A  —  C)m*'P 


y 


*!>»*  ß  = 


CK, 


ABU^C)     , 


(5  — C)  ^  (iJ-C)«'*/^' 
Führt  mau  in  22a)  die  Werthe  von  ^,  r  und  coj/  auä  2ö)  und  28)  ein,  be- 
zieht man  die  oberen  Zeichen  auf  die  Zeiten,  In  welchen  q  und  C(iitj\  re- 
epective  r  und  cosj  gleiclje  Zeichen  haben,  die  unteren  Zeichen  auf  den 
entgegengesetzten  Fall,  behält  man  sich  endlich  vor  j/—FFi  und  }/ — FF^^ 
stets  mit  demjenigen  Vorzeichen  za  nehmen,  bei  welchem  d/ positiv  aus- 
fällt, so  lassen  sich  die  fttr  dieses  Differential  erhaltenen  Aasdrücke  wie 
folgt  ordnen : 


3t  =  -^f^S=. 


B{A~B) 


') 


r^^WFW^^m^) 


Jl/ßC 

^*^  w^-py^FF^ 

m  I      I    I  — —  it~  I  I    I    ^i" 

Das  Verfahren  bei  der  Integration  dieser  Gleichungen  hängt  wesentlich 
davon  ab,  ob  die  in  denselben  vorkommenden  Factoren  von  r'  und  (f  posi- 
tiv oder  negativ  sind,  und  in  30)  auch  davon,  welcher  von  diesen  zwei 
Factoren  der  grössere  ist.     Zur  leichteren  Uebersicht  wird  daher  in  der 
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Folge  überall,  wo  nicht  eine  Ausnahme  ausdrücklich  ausgesprochen  ist,  die 

Voraussetzung  gemacht,  dass 

entweder  A<  B<  C 

oder  ^  >  ß  >  C 

ist,  so  dass  C — A^  C — B,  B  —  A  und  F gleiche,  F  und  /J  hingegen  ent- 

1.    «       ,       ^P      B  —  A      CFi     B  —  C' 
gegengesetzte  Vorzeichen  haben,  die  Brüche  p; ^,  — -,  - — ^, -• 

— ■=, — ,  — - —  aber  sämmtlich  positiv  sind.     In  Berücksichtigung  dieses 
r  F^ 

letzteren  Umstandes  kann  man  setzen: 

32)  -v=c=::i 

und  hieraus  folgt  in  Verbindung  mit  25) : 

33)  co*V  =  -^. 

Der  spitze  Winkel  ^  steht  also  zu  der  Axe  C  ganz  in  derselben  Beziehung, 
wie  sein  Complementswinkel  zur  Axe  A, 

Damit  endlich  in  30)  der  Factor  von  r*  in  der  ersten  Parenthese 
grösser  ist,  als  derjenige  in  der  zweiten  Parenthese,  setzen  wir  noch  vor- 
aus, die  Vertheilung  der  Bezeichnungen  A  und  C  sei  unter 
dem  kleinsten  und  grössten  der  Trägheitsmomente  der  freien 
Axen  so  geschehen,  dass: 

Cj^B      A  —  B 
~BF~^     BF^    ' 
also  umgekehrt: 

d.  h. : 

wird.    Alsdann  hat  aber  auch  /*,|  das  nämliche  Vorzeichen,  wie  B — C,  so 
dass  man,  mit  fjj  einen  spitzen  Winkel  bezeichnend, 

CF 

34)  sin*^r-=j~, 

mithin  nach  25) : 

,  BF         B{C—Ä)   ., 

00,'^,=  ----^  =  -^-^-^^  mV 

setzen  kann.    Durch  Eiufttbrung  dieser  Winkel  ft  und  f«,  in  27)  and  29)  er- 
giebt  sich : 

ZeiUcliriff  f.  Mathem.ttik  n.  Physik.  IX,  0.  *2>^ 
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^^^~ii^Wgig^^ai^ 


29a) 


flu'  jS  =  sin*  ^,  +  .^    \n„t^g- 


VörHilirt  nrnn  oben  so  mit  den  GlisIcLutigeti  SO)  und  31)  und  setzt  uiäii  da-" 
bei  xur  Abkürzung: 

ABC 


AB{C—B^ 


35} 


^        €B  jB—A) 

acj/Tb 


Äi= 


f^TitfipL  sin  fii  j/(C—  ^)  (C  —  £f) 


Vjryi>iVi{(7— F)* 

io  7trwnndotü  uich  die  genannten  GIoicHnngen  in ; 

+  Br 


30a} 


31a) 


+  dq 


Wird  in  diesen  Gleichungen  anstatt  der  periodisch  zu-  und  abnehmenden 
Variabein  r  und  q  eine  neue  Veränderliche  k  eingeführt,  welche  von  ^=0 
an  positiv  ist  und  mit  /  stetig  wächst,  indem  man  in  30a): 


J/a  t      a  Va 


sin  k 


und  in  31a): 


H== 


Ät 


setzt,  so  geben  beide: 
36) 


:=t/^,       q^  +  j^cosk 
r     «,  +  ^1  r  a, 


dl  =  H- 


dk 


l/i  —  c^sin^ 


//: 


37) 
indem ; 


.__€__  ,  / AB 

'wrcosfjif^   (C-'A){C—B) 

"   f^  A{c-iiy 
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38)  "^^^  '^    ^-"^ 

5^  =  +  — —  5f/i  (i  cos  X 
A 

wird. 

Die  Einführung  dieser  Ausdrücke  in  27fl),  20a),  19)  und  23)  verwandelt 

diese  Gleiciiungen  in : 

276)  sin^j  =  sin' 11  +  ^Jf^~^!  ««V  «'»*A. 

29  b)  sin'  a  =  cos*  f»  +  sin*  ^  sin'  k 

.  t       .   B{C—Ä)    .  , 
m* /3  ==  sm«^  + -^-J^— ^J  sm*f4  ^^^ 

=  sm'fi,  +  cos'fii  cos*A. 

-&  (C —  Ä)  sin'  fi  sin'  X cos'  |[i|  sin'  k 

^^^  "P  —  Ä{C^B)       sin'j     ~  ~~sin'J      ' 

- ,.  .  ,  B  (C —  J)    sin'  u  sin' X       cos'  ui  sin'  X 

VJa)  cor  cpi  =  —7- -(  . TT = ^ , 

^  ^*        A{C—ß)         sin'a  sin'a        ' 


.  ,  sin'fA  cos'X 

"•"  ^"=      sin'ß     • 


C{B—A)    .,       .,^ 
cos«^  =  cosFii—  ^^_^i  sm'  lA  sm'k , 


Endlich  geben  276)  und  296)  oder  19)  noch: 

^-  ^  ^( 

cor^  =  cor  II  —  yy 

39)  cos'  a  =  stw*  ^  cos*  A , 

cos'  ß  =  co^  fi,  sm*  il  =  — y- — '^^  siw*  ß  sin'  k 
A  (C —  B) 

und  der  Gleichung  2)  entsprechend : 

cos'a  +  cos^ß  +  cos'J  =  1. 

Entspricht  /  =  0,  A  =:^  Aq,  so  ist  39)  gemäss : 


stn 


;t  =  ±^£Ä«  =  +  •j/{C-B)cos'ß, 
"  COS(ü,         — /^  ^Z» 


^  +  7/  A{C—B)cos'ß, 

—  y    B  (C~ A)  cos' tt^ +  A{C^B)  cos' ß^' 

40)  ^ilo=  +  '-^^V^^^^^^. 

.—  cosa^y    B(C—Ä) 


luitliin 


Für  — 77—  =  — £; —  wird  a  =  6,  /\,  und  fi^  Null  und 

,„       B{C—A)      , 

Setzt  man  dies  in  10a)  ein,  so  findet  sich  für  diesen  besonderen  Fall : 
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l><*r  Wiiikf?!  tp^i  Ist  »Iso  TTi  fliesen)  Falle  consfantj   flucli  zeigt  die  letsetfl  det 

Uli'ichuu^eri  21),   wi!üß  man  m   flerBplbeu  ^^  mit  C,  ß  mit/,  q^g  mit  9)  ver- 

tÄüBcht,  daea  gerade  an  der  dumh  4i)  bestimmten  Stelle -j—  das  Zeichen 

wechäelt,  d*  h,  dtircli  0  bindnrcbgehi»     Aus  detu  umstände,  dftss  bier  ^ 
===  0  itit,  folgt  ferner  34)  gemäss: 

BF  B(C—A)      , 


nnd  es  ist  also  in  diesem  Falle : 

Die  GlelcbutJg  3ö(i)  verwandelt  sieb  endlicb  durch  a  ==  b  in  : 

1  —  ar* 

Zugleich  wird  aber  in  GemSssbeit  von  10),  ä5)  und  42)  +  r  ra  =:  eo*  ^, 
lodern  anfauglicb  co!t  ß  [losttiv^  d  cn}(  ß  negativ  und  daber  dajs  untere  Zei- 
chen 2u  nehmen  ist.    Man  erhält  daber: 

l^cas*ß 
nnd 

L  (» —««PO  (1  +  «>*  (j)  J 

Die  Zeit,  nncli  wftldier  ^  =  ^n  wird,  findet  sich  al«o: 

und  die  Zeit,  binnen  welcher  ß  die  Wertbe  0  und  n  bekommt,  —  00  und 
+  00. 

Nach  den  vorstehenden  Ergebnissen  lässt  sieb  nun  ein  deutliches  Bild 
von  der  Bewegung  der  3  freien  Axen  entwerfen.  Zunächst  folgt  aus  den 
Differentialgleichungen  21),  dass  unabhängig  von  dem  Grössenver- 

hältniss  der  Trägheitsmomente  J,  B  und  C,  -^  stets  positiv  ist,   die 

et 

Neigungsebene  jeder  freien  Axe  dreht  sich  also  uaausgesetzt  in 
der  ursprünglichen,  z.  B.  in  Fig.  1  Taf.  VIII  für  die  Axe  C  durch  den  Pfeil 
angedeuteten  Richtung.  Ferner  ist  dqtcosj  der  Winkel,  um  welchen  sich 
die  Knoteulinie  My^  in  der  Ebene  Ex^yy^x  während  der  Zeit  di  dreht,  und 
dq>  der  Winkel,  um  welchen  die  Axe  B  während  derselben  Zeit,  in  Ver- 
gleich mit  3/y,j  —  d.  h.  also  nur  relativ  —  rückwärts  geht.  Die  erste  der 
Gleichungen  21)  ist  daher  nichts  anderes,  als  die  Umkehrung  des  bekannten 
Satzes,  nach  welchem  man  die  gleichzeitigen  Drehungen  eines  Körpers 
um  drei  auf  einander  rechtwinklige  Axen  auf  eine  einfache  Drehung 
zurückführt.     Bezeichnet  ferner  n  eine  ganze  positive  Zahl,  so  hat  mau 
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2li9K  +  Al 


t/Kl  — c'«ii«A        t/Vi- 


dk 


Inn  0 

Die  ganze  Bewegung  der  freien  Axen  um  die  ursprüngliche  Rotationsaxe 
zB  Fig.  l  Taf.  VIII  zerfällt  daher  in  einzelne  auf  einander  folgende  Oscil- 
lationen,  die  wir  uns  so  begrenzt  denken  können,  dass  für  den  Anfang 
und  das  Ende  jeder  Oscillation  A  die  P'orm  2nn  hat,  wobei  natürlich  (  =  0 
nicht  gerade  ein  Oscillationsanfang  zu  sein  braucht.  Zählt  man  aber  die 
Zeit  immer  wieder  von  dem  Beginn  einer  neuen  Oscillation  an,  so  haben 
in  allen  Oscillationen  für  gleiche  /  auch  die  Quadrate  der  Sinuse  und  Co- 
sinuse  aller  von  t  abhängigen  Winkel  gleiche  Grösse  und  es  lässt  sich  vor- 
aussehen, dass  dies  auch  von  jenen  Winkeln  selbst  gelten  wird. 

Betrachten  wir  nun  eine  derartige  Oscillation  specieller,  so  ergiebt  sich : 


für  A  =  0 

=  1« 

=  n 

=  s^ 

stn*J  =  sin^fM, 

sin 

Hi  — 

H.) 

sin^  fi 

sin 

'(4-- 

cos*q>  =0 

1 

0 

1 

51/1*  a = sin*  (i  w  —  f*) 

1 

sin' 

(i^-^) 

1 

cos^  9,  =  0 

COS^fll 

0 

co*Vi 

sin^ß  =  l 

mVi 

1 

mVi 

sin^q>n=:sin^fi 

0 

sin*  fi 

0 

Berücksichtigt  man ,  dass  sich  die  vorstehenden  Winkel  j\  q>  u.  s.  w. 
nur  stetig  ändern  und  alle  aufgeführte  Werthe  ihrer  trigonometrischen 
Linien  entweder  Maxima  oder  Minima  (z.  B.  si?i^j  =  sin*iA  ein  Minimum) 
sind,  so  ergiebt  sich  zunächst  Folgendes: 

1)  Der  Neigungswinkel  y  der  Axe  C  nimmt  periodisch  von  ^  bis  ^^s  — fi| 
zu  und  ab,  erreicht  also  nie  die  Grenzen  0  und  ^n. 

2)  In  dem  schon  früher  hervorgehobenen  besonderen  Falle  fl=l,  fi,=0 
sind  die  Axen  A  und  C  in  gleich^ günstigen  Verhältnissen,  allein  die  Zeit, 
in  welcher  ihre  Neigungswinkel  die  Grösse  ^n  erreichen,  ergab  sich  bereits 
=3  00,  indem  in  diesem  Moment  |9=»  werden  müsste. 

3)  Auch  abgesehen  von  diesem  besonderen  Falle  erreichen  die  Neig- 
ungswinkel a  und  ß  nie  die  Grenzen  0  und  n,  die  Sinuse  derselben  sind 
daher  stets  positiv.    Aus  der  zweiten  der  Gleichungen  21)  folgt  ferner,  dass 

da wT[C — B]  sinasin<piCosq>i 

dl~  BC 

dß wT[A^C]  sinß sintpi^ cos ip^ 

dJ~  AC 

ist  und  hieraus  ersieht  man,  dass  da  und  dß  nur  mit  sing>i  co8q>x  respective 
5f>ig)u  co5qpn  das  Zeichen  wechselt.  Nun  tritt,  wie  die  obige  Tabelle  zeigt, 
weder  für  5iwa=l,  noch  für  sinß^=.\  ein  solcher  Zeichenwechsel  ein  und 
daher  müssen  o  und  ß  an  der  Grenze  \it  anlangend,  dieselbe  auch  jedesmal 
überschreiten,  d.  h.  diese  Winkel  nehmen  periodisch  <x  vq\3l  ^'a — y.\N.^ 


b 
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4^  +  jti,  nnrl  ^  von  |u,  Hu  ä  —  ^^  ku  iinfl  äU»  B«n  der  Axo  ^  ist  rli^se  g^rosse 
Schwankung  tiiülit  durch  dlß  Qrasui^  ihres  ursprünglichen  Neiguugs- 
winkds  flfg  ati  sich,  soudom  nur  durch  daa  YerhältTitss  dieses  Winkels  zu 
J^  bedingt.  Bei  derjeulgen  Aice  B  hingegen,  deren  Trägheitsmofuent  der 
Gi'össe  nftch  das  mittlere  ist,  tritt  die  soebeu  erörterte  grosse  Schwankung 
fluch  dann  eitti  wenn  ihr  iirsprünglichor  Nei^'Ungewinkel  ß^  noch  so  klein 
war.  Das  Gleichgewicht  der  Fliehkräfte  tat  dorn  nach  für 
diese  Axe  ein  gfiuz  unsjcliores,  nuf  welches  in  der  Praxis  nie  ge- 
rechnet werden  darf. 

Fttr  i^O  tat  ^^  4»  ^^^  die  Ajte  Ü  rechtwinklig  auf  der  Kooteiilinie 
^fy„  Fig.  1  Taf*  VIII,  mithin  die  Ebene  der  ^h,  *\h  zugleich  die  Neignugs- 
ebene  von  6\  j  =  ^,  «  entweder  4 ;c*^  fi  oder  4?^  +  ^^-  Da  man  aber  den 
durch  40)  bestimmlt^n  Winkel  l^  beliebig  um  n  griisser  oder  kleiner  neh- 
uH^u,  d.  h,  den  Degiun  unserer  Oscillfition  beliebig  um  Jk^^j^  vor  oder 
j&uriick  schieben  kann,  so  ftetzen  wii:  voraus,  1^  aei  dergestalt  gewühlt,  dnss 
in  Bexug  auf  «der  er5»te  der  awei  oben  angeftihrton  Ffillo  eintritt.  Ilier- 
duvcli  i«t  bestimmt,  in  welcher  Weise  J  uud  <¥  von  1^0  an  sich  andern ^ 
hei  ß  hingegen  h]«;iben  noch  xwei  mögliche  FHlle  I)  und  II)  2ü  üuter- 
Kcheideu.  Mit  B  e  rück  sich  tigung  dieses  Umstandes  erhält  man; 
für  A=0  =4?!  =Ä  =|3r        "2;t 

I  I.  ijt         n—i^t       4^         Hl  4^ 

|IL   47c  ^1  In  «— f*i  4«- 

Df^  «01  ßo  ""^  7o  kleiner  als  ^n  voransgesetzt  wurden,  so  muss  Aq  in  dem 
vorstehenden  Falle  I  im  vierten  Quadranten,  im  Falle  II  hingegen  im 
ersten  Quadranten  genommen  werden. 

'S 

In  Betreff  des  Winkels  (p  ist  zuvörderst  zu  bemerken,  dass  in  — (21) 

cosj  stets  positiv,  die  darauf  folgende  Parenthese  aber  positiv  oder  negativ 
ist,  je  nachdem  C^A,  Im  ersteren  Falle  eilt  also  die  Neigungsebene  der 
Axe  C  dem  Körper  in  der  Drehung  voraas,  im  letzteren  Falle  bleibt  sie 
hinter  demselben  zurück.  Da  übrigens  tp  eben  so  oft  einen  Kreisquadran- 
ten überschroitet,  wie  A,  so  lässt  sich  von  il=Ao  9?=(Po  *^s  leicht  abzählen, 
welcher  Werth  von  cp  einem  gegebenen  k=nn  entspricht. 

In  dem  Differentialquotienten  -^  ist  natürlich  gerade  umgekehrt  der 
9>,  enthaltende  Factor  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  ^  ^  C,  einen  Zei- 
chenwechsel  von  -^  bringt  aber  nur  die  Zeichenveränderung  von  cos  «  her- 
vor und  diese  tritt  für  A  =  4^  ""^  ^^=1^  ein.  In  diesen  Momenten  erreicht 
daher  q?f  seiaen  ^rösstcn  und  seinen  kleinsten  Werth  und  da  zwischen  boi- 


r 

i 
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den  entweder  9  =  +  ^7roder  y  =3  —  ^jr  liegt,   so  ergiebt  sich  Überhaupt 
nachstebeude  Reihenfolge  der  Werthe  von  <pi: 

fürA  =  0  In  n  J» 


wenn(po>0{  .^^    ^^      »  ? 

wenn(3p«<0{  1  j_  1 

Aehnlich  verhält  es  sich  mit  9u;  wie  bereits  oben  gezeigt  wurde,  wechselt 
der  9|,  enthaltende  Factor  von  — ^  erst  mit 

sein  Zeichen  und  nur  erst  in  dem  Ausnahmefalle  ^,=:0,  in  welchem  9^ 
constant  ist ,  erreicht  sin^  fi  die  vorstehende  Grenze.  Die  Maxima  sin^  (p^ 
=  sin^  (i^  bei  denen  die  Zeichenänderung  von  cos  ß  auch  das  Zeichen  von 

-Rändert,  treten  daher  jedesmal  ein,  ohne  dass  die  Veränderung  von  ^u 

selbst  etwas  dazu  beiträgt.     Die  Reihenfolge  der  Werthe  dieses  Winkels 

ist  demnach : 

fürA  =  0  ^n       n       |»       2n 

entweder     (1)     g?u=3  —  ^       0       + /ü       0       — ft 
oder  (2)     9>u  =  +  ^       0       — I*       0       +  f*« 

Findet  in  Betreff  der  Acnderungen  von  ß  der  oben  sub  I  angeführte  Fall 

statt,  so  ist  von  X=?4^,  ß=n  —  fti,  q)u=0  aus  -^  negativ,    mithin  [A  —  C] 

d.  h.  entweder     C^  B^  A  und  9>u  ^  ^ 

oder  C<^B<CA    „     (PuK,^- 

Aus  der  von. 21)  abgeleiteten  Gleichung: 
dffi      wT  cos  ß  I 


\c  sin^  qpu  +  A  cos^  <jp„  —  —  J , 


dt  AC 

in  welcher  für  den  hier  zu  betrachtenden  Moment  cos  ß  negativ  und  <;pii=0 
ist,  erhält  man  ferner  für  denselben  Moment: 

dfpxi       rvTcosß 


dt  BC 


'{B-C) 


und  hieraus  folgt,  dass  für  C  >  ^  -^  positiv  und  von  da  aus  auch  g>n  po- 
sitiv ist,  wie  es  der  Fall  I  der  Veränderungen  von  ß  und  der  Fall  1)  der 
Veränderungen  von  cpu  bedingen.  Beide  Fälle  passen  also  zusammen,  wäh- 
rend für  C<;  i5  <  A  umgekehrt  der  Fall  2)  dem  Fall  I  und  der  Fall  1)  dem 
Falle  II  entspricht. 

Ob  übrigens  die  Reihenfolge  der  Werthe  von  ß  die  in  I  oder  die  in  II 
angegebene  ist,  hängt  von  dem  Zeichen  des  Anfangswerthes  (p^  von  q^^^ah« 
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ir^^  ■  www  h  m  ii>^iH.W[W|P|i     1 1>  ■  II 


Bleiben  wir  k,  B.  bol  der  Annulime  C^  B  ^  A  stellen  uud  setzen  wir  zu- 
gleich ^0  <C  t^  voraus,  so  treten  die  Fälle  I  und  l]  em;  denn  boj  die««» 
Füllen  iBt  }^  im  Tterteti  Qundruntf'u  zn  nehmen,  wo  in  der  That  ^^  nc^gntiv 
ist.  Scfiliisfilich  sei  noch  beraerkt,  dass  eich  die  Fülle  I  und  11  vr^n  ein- 
ander  nur  dadurch  nnterschelden,  dass  bei  denselben  die  «*ntgpgf*ngesetEteö 
Seiten  der  Aze  B  mit  der  nrsprfinglichen  Drehnngsnxe  Mi  Fig.  l  Taf.VIlI 
den  spitzen  Winkel  ^  bilden. 

Denkt  man  sieb  die  Drehung  dea  K^rpeia  sebon  vor  dorn  eigentlichen 
AnTang  derBelhen,  aber  ganz  nach  den  oben  entwickelten  Geietzeu  in  einem 
Augenblick  begonnen  ^  in  welchem  1^0  war  und  zÄhlt  man  die  Zeit  t^  wie 
wir  t%  nun  Btets  thnn  wollen,  von  dtc«em  Augenblicke  an,  so  giebt  nach  36): 

0    ^ 
die  Grösse,  um  welche  anf  diese  Weise  der  Nullpunkt  vnn  i  rlickwärls  ver- 
legt wird  und  sodann : 

45)  i  =  ff  I— ^.=. 

0  ^ 

die  Zeit,  zu  welcher  l  eiueij  durch  die  Winkel  /,  ß^  u  u.  s*  w.  gegebenen 
Werth  bekommt,  If^t  also  eine  gewisse  Stellung  der  Axcn  C,  A^  B  gegeben 
und  die  Z<*it  g«<sncht,  in  welcher  sie  diese  Htellung  erhalten ,  so  bat  man 
ilio  vücic  ^stTijftc  UC9  i^itegiüU  4ü>  auö  eluer  oder  der  audereu  unter  den 
Gleichungen  276),  296),  39)  und  19a)  zu  berechnen  und  sodann  den  Zahlen- 
werth  jenes  Integrals  zu  bestimmen.  Verlangt  man  dagegen  die  Lage  des 
Körpers  für  eine  gegebene  Zeit,  so  ist  ans  letzterer,  d.  h.  aus  dem  Quo- 
tienten -—  die  Grenze  X  des  Integrals  zu  bestimmen  und  in   den  obigen 

Gleichungen  einzusetzen. 

Wird  z.  B.  j^  a  oder  |3  gegeben ,  so  erhält  man  durch  eine  leichte  Re- 
duction  der  Gleichungen  39): 

C[B^A]$in*(i 

, ,        cos^  a 

cor  k  =  -T-; — 

sin*  fi 

stn*  k  =  — -—-. 

005*^1, 

Der  Quadrant,  in  welchem  l  zu  nehmen  ist,  bestimmt  sich  natürlich  auf 
ähnliche  Weise,  wie  es  bereits  bei  dem  Winkel  ilo  erklärt  wurde. 

Das  in  den  Gleichungen  44)  und  45)  vorkommende  Integral  ist  be- 
kanntlich die  elliptische  Function  der  ersten  Art,  oder  nach  der  von  Le- 
gendre  eingeführten  Bozeichnungsweise  F  (c,  A).  Jene  Gleichungen  kön- 
nen daher  auch  geschrieben  werden: 
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45)  t  =  HF{c,iy 

Ist  es  nun  aach  hier  nicht  der  Ort  zur  Discnssion  dieser  Functionen, 
80  sei  es  doch  gestattet,  zur  Bequemlichkeit  eines  oder  des  anderen  Lesers 
die  numerische  Berechnung  derselben  oder  ihrer  Grenzen  kurz  zusammen- 
zustellen. 

Bezeichnet  ganz  allgemein  F  eine  Function  der  Veränderlichen  A, 
welche  von  der  letzteren  nichts  anderes  als  gerade  Potenzen  ihrer  Sinuse 
enthält  und  n  eine  ganze  positive  Zahl,  so  ist: 


J      Fdk  =  2n  j      Fdk+J 


Fdk 

0  0 

f    Fdl=:2n  J      Fdk-J      Fdk. 
0  0  0 

Durch  Anwendung  dieser  Gleichungen  kann  /'(c,  A)  allemal  in  gleichartige 
Functionen  von  solcher  Beschaffenheit  zerlegt  werden,  dass  in  denselben 
die  obere  Integralgrenze  k<,\n  ist  und  die  Berechnung  der  letzteren  lässt 
sich  dann  auf  nachstehende  Weise  ausführen: 


Es  sei  das  Complement  des  Moduls  c,  d.  i.  ^1— c'^d  und 
c,  =  ^,     tg{X,^k)  =  btgk 

c  =  J^|,     (g{k-V)  =  b'igk\ 

so  dass  also  c\  6^  und  )}  zu  c,  h  und  k  ganz  in  derselben  Beziehung  stehen, 
wie  diese  zu  c„  6,  und  k^.   Man  hat  dann  sogleich: 

1  +  6  1+c»' 

und  vermittelst  einiger  Rechnung: 

sin  (2  A* — A)  =  c  m  A. 
Zugleich  aber  ist  nach  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen : 


Vermittelst  dieser  Gleichungen  kann  F  (c,  A)  ebensowohl  in  eine  gleich- 
artige Function  mit  kleinerem  Modul  C| ,  als  in  eine  ähnliche  Function  mit 
grösserem  Modul  c*  verwandelt  werden.  Wiederholt  man  mit  den  auf  die 
erste  Weise  erhaltenen  Functionen  immer  wieder  dieselbe  Umgestaltung, 
so  kommt  man  sehr  bald  auf  einen  Modul  Cm,  welcher  =  0  geseUt  h(^x4k^ 


418 


lieber  die  Drehung  eines  Körpers  etc. 


1« 


IcAnn.    Zar  leich leren  Auisfüb rang  <]|f!fi^r  TraQsformntjoTien  nobm^  timti  nll* 
gemein  ^i  =  ^i''  Bu  niitbin  b^  ^^  ata  Bi\  denn  dnnn  iuii 

c^  =  strt  6,1  ^  f/  J  e,      t^  (In  —  1,)  ~  t>i  *{;  At 
t^—iin  ^i=tg*i9u     '^/t^in  — iu)  =  ^i^i?^H 

Nach  der  Bcrechnttug  dieaer  Grosaon  Eät  dann  (wogen  c,  =  0)  F  tc»  Ab)  =  An» 
aowle; 

d.  h.  fär: 


Da  sich  5j^  6^ « . .  *  Immar  luehr  der  Embeit  oähcrn ,  eo  niheri  «bh  Auch 
~^  immer  mehr  der  Orensse  2*  Fiir  4  =  ^31  i»t  diess  gleich  anflnglich  det 
Fa]]  und  d filier  sogleich : 

Wirtl   F  (c^*X)   in   frT'^K'lifr  Wol^*'    iif»r!s    tlcr    <*ntge^^eDgcsetzteii    Richtung 
transformirt ,   so  kommt  man,   besonders  wenn  c  gross  ist,  sehr  bald  auf 
einen  Modul  c^"^,  welcher  =  1  gesetzt  werden  kann,  so  dass  mau: 
X(") 


0 


erhält.    Zur  Ausführung  dieser  Transformationen  hat  man  für  c^')  =  cos  S^*^ 

6»  =sin&  =/^4e      sin  {21^  —X)—c  sink 

6"  =smS^=tg'^S^     sin{2k^—k^  —c'sink' 

6"»  =  sin  e"»  =  /^  4  e"     Wn  (2  X"»  —  A»)  =  c"  sin  A» 

u.  s.  w. 

Sodann  aber  ist  für; 


.i^^Ac^'c'" 


C(n-l) 


Ist  die  Zeit  /,  mithin  der  Quotient  -—  =  Q  gegeben,  so  lässt  sich  der  Bruch 
■zrp — j—z    entweder   auf  die   Form  2ii  +    ,,,-    ,t^    oder    auf    die   Form 
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^'^'^TTf — 1~~\  bringen,  wo  n  eine  ganze  positive  Zahl  und  Ä<  -F(c,  ^n) 
ist  und  bezeichnet  dann  An  denjenigen  Winkel ,  welcher  der  Gleichung 

genügt,  80  ist  im  ersten  Falle  A  =  n^s  +  ^n  ^^^  in^  zweiten  Falle  A  =  ft»— Ag. 
Es  kommt  also  bei  der  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  nur  noch  darauf  an, 
aus  dem  Zahlenwerth  JR  einer  Function  F  (c,  A)  ihre  Amplitude  A  =  Aq  zu 
bestimmen.  Hierzu  berechnet  man  2^  wie  oben  und  sodann  aus  der 
Gleichung : 

den  Winkel  An ;  von  diesen  aber  gelangt  man  rückwärts  zu  A  durch : 
sin  (2  A„_i  —  Xn)     =  c,      sin  A« 
sin  (2An-2  —  A„_i)  =  c«-i  sin  A«-i 
sin  (2  An-3  —  ^«-2)  =  c„-2  sin  A«-2 

U.  B.  W. 

Die  bisherigen  Untersuchungen  gaben   die  Beziehungen  der  Zeit  /  zu  den 

Winkeln ,  welche  die  Lage  des  Körpers  gegen  die  Neigungsebenen  seiner 

freien  Axen  bestimmen.     Es  bleibt  daher  noch  übr^g,  die  Winkel  -^j  1/;,, 

^u  zu  berechnen ,  um  welche  sich  diese  Heigungsebenen  selbst  in  der  Zeit  i 

drehen  und  hierbei  wollen  wir  /  wieder  von  dem  Beginn  eines  Oscillation, 

d.  h.  von  A  =  0  an  zählen,  die  diesem  Augenblick  entsprechenden  Durch* 

Schnittslinien  jener  Neigungsebenen  mit  der  unveränderlichen  Ebene  CyiD 

Fig.  1  Taf.  VIII  aber  auch  als  ersten  Schenkel  der  Winkel  ^  betrachten 

—  so  dass  A  =:r  0  und  /  =  0,  auch  tf;  =  0  entspricht.     Zur  Bestimmung  von 

'f/  giebt  die  dritte  der  Gleichungen  21): 

wT 
01^  =  -—  {Bsin*(p  +  Acos*  <p)  dt 


d.  i.  nach  10): 
Nach  27«)  war : 


tvTf         B'-A       ,    \  , 
^        A   \  n^T*  sm*j  ) 


...         .,      .   BC(B  —  Ä)  , 


Schreibt  man  dies  zur  Abkürzung  sin*j  =  sin^iA  +  Qr*  so  wird: 
wT/        C-'A  Qr^        \, 


C— ^       C—A         sin*  fi \ 

C      "*■      C      'sin'ti  +  Qr') 


C  AC  surj  ««-^|fc 
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Uebor  dw  Drohung  Gines  Körpcra  etc. 


r>;.^^^ww|-' 


oder  hacU  27b): 


nT^^^  j    n>T(C  —  A) 


1 


dt 


Wird  im   letzten  Glicile  dieser  Gleicbnng  für  ^i  sein  Wertb  n\x%  m)  ntiil 
sngtekli : 

endlich  aber,    nach   üpt  cmgufjtltrteu  Bezeichiiungsweisc  der  elliptiüch^a 
Functionen  dritter  Gattung ; 
X 

— -TTT  •  j;  ■    '-  '  — ^  =  "  («I.  (".  i) 


/ 


.H,n  (fit,  c,  Jt), 


gesetzt ,  so  bekommt  miin ,  du  ftir  I  =  0  auch  ^  =  0  wird  , 

wTi  ,    mfiC^A) 

11^  =  ^ ^ ^^ .     ' 

^         C    ^         Äü 

Il#f  Drehung swinkel  ^^  der  Neigungsebeae  von  ^  erglebt  sich  gwuis  auf 
dieselbe  Wfeise,  wenij  jM|  =  /£?*  fi  ist  r 

^1=  — ^^^^ -'  ^.  /7(f«i,  c,  i), 

Iti  Bezug  Ruf  die  NeigiingsebeDe  von  B  ist   endlich   Dach  2J),   2S),   20^) 
uud  20  ^]t 


;^ 


,-.- 


B       sin' 
fvT{C—B) 


dt 


BC  'l   -f  CO/gf*  ^,  C05U 


a/ 


Daher  hat  man  für  m„  =  —  cos^  fij 

^^=-^  + —ßc^ .H.n{m^,  c,  A) 

in  dem  schon  oft  erwähnten  Ausnahmefalle  fii  =  0  aber 

füTl 

Die  Functionen  77  lassen  sich  vermittelst  der  Gleichungen  46)  eben  so  wie 
die  FüDctionen  F  auf  andere  mit  kleineren  \  n  nicht  übersteigenden  Am- 
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plitaden  zartickf Uhren.    Da  ferner  m|,  ein  echter  Bruch  ist,  so  hat  man  für 

1           dX_dX      mu^AmU 
ai7K,c,^)=j^^^^^.^,^-— j  ^—  + 

oder: 

0  0  0 

Das  erste  Glied  dieser  Reihe  ist  F  (c,  iL)  und  bezeichnet  man  die  eliptische 
Function  der  zweiten  Gattung ,  nämlich : 

X 


/■ 


JdX  mit  E  (c,  X), 
0 
so  ist: 

X 

/dXsin*X       1  r„/     ,N       j.,     ,M 
— J—  =  -^ [^(^.  ^)-^  (^'  ^)]- 

0 

Zagleich  aber  hat  man: 
X 

E  (c,  X)  =  j[dX  —  \(?  dX  sinn  —  Ic^dXsin^  X ]. 

6 
Führt  man  in  dieser  Gleichung  für  sin^  1,  sin*^  A,  . . .  die  bekannten,  ans  den 
Cosinnsen   der   yielfachen  Winkel  gebildeten  Ausdrücke  ein  und  sodann 
die  Integration  aus,  so  kommt: 

+  ic^sin2X  +  ^^d*  {sin  2X  —  ^ sin 4X) 
+  T^lr  <fi  (sin  2A  —  ^  sin  4X  +  j^  «'»  ÖX) 


Die  auf  das  zweite  folgenden  Glieder  der  Entwickelung  von  77  (»lu,  c,  X) 
lassen  sich  endlich  durch  wiederholte  Anwendung  der  Keductionsformel : 

rdXsin^n_        1        r 


I  J  cosXsin^'^'-^X 


+  (2/r-2)  (1  +  c*)J J 


auf  Ausdrücke  zurück  führen,  in  denen  nichts  weiter  zu  integriren  bleibt, 

,  dX       ,  dXsinn 
als—  und — . 

Auf  die  in  ^  und  tf;,  yorkoramenden  Functionen  77  ist  die  obige  Reihen- 
entwickelung  nur  dann  anwendbar,  |wontt  m  und  m\k.l^\Ti«t  ^%\%Yei^«   ^^ 
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Ueber  die  Drehung  eines  Kcirpers  ctc. 


diesa  nicht  dor  Fall ,  so  wird  die  Qitmerische  Bssiimmtiiig  jener  Funetionan 
ngcb  suhwtttrtger  und  es  möge  da!ier  gestattet  Bein,  in  dieser  Bossle Uüng 
Äuf  die  Werke  jgh  verweisen,  welche  sicli  specieller  mit  den  etlipttseheii 
FaacdcQea  beschäftigen,  Wil!  man  überhaupt  auf  die  wirkliche  Berech- 
nung der  Drehuugswinkel  ^Vorsichten,  bq  lassen  sich  weui^fitoni^  für  jeden 
derselben  «wei  Grenzen  angeben,  deren  Betrachtung  den  allgemeinen  Vor- 
lauf der  ßewegtinf^  deutHch  macht;  denn  ii»t  z*  hm  If  "^  J ,  »o  folgJL  aus  der 
Dlfierentialgleichting : 

wT 
d^i^=-—(B  sin*  tp*t*A  cosfip)  B  t, 
A  B 


mTt  mTt      . 

uass  — ^-  <  1^  <.  — —  sein  muss. 
B  A 


Bei  der  Aate  C,  deren  Neigungswinkel/ 

8 wischen  den  Grenzen  ^  und  \n  —  fi|  hleiht  und  für  welche  ip  positiv  oder 
negativ  ist,  je  nachdem  C^Ay  hat  man  — ^  das  obere  Zeichen  auf  den  ersten  i 
das  untere  auf  den  zweiten  Fall  belogen  — 

di^    ^    \     r  BC  sin*^  +  A  C  co^  y  1 

±dip~c&ij\_  ±  [BC^n^ip  +  äC€os*^—AB\}* 
d*  1.  für  il==^0: 


f^^ 


+  ^9     i  (^ — ^)  ^0*^ 


und  f3r  Jl=^}ii: 


d"fp 


und  da  der  erste  dieser  Specialwerthe  ein  Minimum  und  der  zweite  ein 
Maximum  ist,  so  muss: 


+  (C— ^)co«^ 


<"?< 


+  (C— ^)C05(4«— -fli) 


sein. 


Da  sich  der  Winkel  9  stetig  ändert,  so  kann  der  Bogen  t^,  welcher 
die  Lage  der  Neigungsebene  der  Axe  C  bestimmt,  auch  als  Function  von  / 
und  \n  —  9>  =  ^  ausgedrückt  werden,  wodurch  man  zugleich  die  Schwierig- 
keit umgeht,  welche  bei  der  vorstehenden  Entwickelung  der  Fall  m  ^  1  ver- 
ursachte.    Aus  den  Gleichungen: 

« w^  r*  sin^j  sin^  q 


folgt  nämlich: 


I    - 

B^ 

sin^J  = 

sin'fi 

BC{B  —  A) 
'^  {C—A)w^T^' 

sin^fi 

sin  j 

1- 

C{B-A) 

sin^  Q 

also  da  cosj  «tets  positiv  bleibt  und  für : 
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CiB-^Ä) 


''=  Bifi^rÄ)^;;^^ 


Setzt  man  dies  in : 

wT^         dg 
C  cosj 


ein  und  entwickelt  man  yv  —  n*  sin^  q  in  einer  Reihe ,  so  kommt : 


C  cosii,    J  ^        ^  ^      ^  ^         ^ 


oder  für : 


und  wenn  ^o=-^9k  —  «jOgist: 

wTi 


—    I  Udo. 


C         cos  II 
Für  den  Fall,  dass  g  und  g^  negativ  sind,  hat  man: 

RBq. 


J^RB.^Jl 


Uebrigens  aber  ist  dieses  Integral  eben  so  zu  behandeln,  wie  die  Function  77. 
Wenn  für  die  ganze  vorstehende  Untersuchung  die  Voraussetzung  ge- 
macht wurde ,  der  Körper  habe  bei  dem  Beginn  der  Zeit  i  um  die  Axe  z  B 
mit  der  Winkelgeschwindigkeit  m  rotirt ,  so  zeigt  nunmehr  das  Ergebniss 
unserer  Untersuchung,  wie  diese  Voraussetzung  verstanden  werden  muss. 
Die  gemachte  Annahme  schliesst  nämlich  eine  der  zwei  folgenden  Voraus- 
setzungen in  sich: 

1)  dass  bis  zu  dem  Augenblicke  /  =  0,  wo  unsere  Betrachtung  beginnt, 
äussere  Hinternisse  oder  Kräfte  die  Wirkung  der  Fliehkräfte  aufgehoben 
haben,  welche  aus  der  Rotation  um  zB  entspringen,  odeV 

2)  dass  der  Körper  in  dem  Moment  /  =  0  durch  einen  Stoss  in  den 
Bewegungszustand  versetzt  worden  ist,  welcher  unserer  Annahme  entspricht. 

Von  dem  Augenblicke  /  =  0  an,  wo  die  ungehemmte  Wirksamkeit  der  • 

obigen  Fliehkräfte  beginnt,  geht  die  einfache  Rotation  in  die  oben  er- 

läuterte  oscillirende  Bewegung ,  d.  h.  in  eine  Drehung  um  fort  und  fort  sich 

verändernde  Axen  und  mit  eben  so  veränderlichen  Geschwindigkeiten  über 

und  es  verdient  hervorgehoben  zu  werden,  dass  sogleich  für  t  =  0  zB  auf- 

r\  • 

hört  Rotationsaxe  zu  sein ,  wenn  nicht  -^  =  0,  d.  h.  entweder  A  =^  B  ist, 

o  t 

oder  (po  einen  der  Werthe  —  4tc  ,  0  oder  +  ^n  hat.    Um  für  einen  belie- 
bigen Augenblick  der  Bewegung  die  Lage  der  mom«\i\Axv^'^  ^«cAaSCx^^^^vl.^ 
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3GU  bestimmen^  bat  man  dx^  d^  und  dz  Null  zn  setaen  und  da  der  Null* 
puokt  (l6s  Bogeus  i^  eiQ  wUlktibrlicber  bt,  bq  kanti  »ugleicb  i^  =^  0  ge- 
Rommea  werden.  Verbiudat  mau  die  Ausdrücke  ftir  d^,  dy  uad  0  z  ia  der 
ii&cliiteht^nden  Weise,  ao  kommt: 

— i? X  sin 9  +  c? Jf  co«y  fos g>  —  dt  sinj  cos tp  :^  px^^  —  qz^^ 
+  dxCQs go  +  ^if  sinj  sin  4p  —  dz  sin  j cos gp  :^ /J^m  —  r i^ 
oder  wegen  ^af=2y=  ^j  =  0: 

Dies  sind  also  die  Gleicbungen  der  momentanen  Botationsare  in  Bezug 
auf  das  Coordiuatetisystem  der  ^r^i  y^,  %.  Für  denjeuigen  Punkt  der  Axe 
der  fQ^,  "Welcher  nm  L  vom  Schwerpunkt ,  und  wenn  u  der  Winkel  dieser 
Axe  mit  der  Rotationsa^&e  bezeichnet ,  um  sin  u  von  der  letzteren  absteht, 
iat  die  Drehungsgeachwmdlgkeit; 

Zugleich  bat  man  aber : 

P                 .                /^+^ 
coftf^       ^_. ^=^stnu=     .... -■ 

fp'+f  +  r^  Vp'  +  ^'  +  ^ 

Die  veränderliche  Winkelgeschwindigkeit  n^jder  Drehung  ist  daher: 

—  cösV  +  ^  <^oi*ß  +  -ji  <^ö^«- 

Für  9)  =  0  und  9)  =  jt^  ;i  ts  wird  9 ,  mithin  in  den  Gleichungen  der  Rota- 
tionsaxe  ^iu=  ^f  d.  h.  diese  Axe  liegt  dann  in  der  Ebene  der  y^  ^m,  welches 
zugleich  die  Neigungsebene  der  Axen  C  und  B  ist.  Bezeichnet  dann  k  den 
Winkel  welchen  die  Rotationsaxe  mit  der  Axe  C  bildet ,  so  erhält  man : 

Q  C 

I  Die  Rotationsaxe  liegt  also  yon  der  Axe  C  aus  in  der  Richtung  nach  der 
ursprünglichen  Axe  z  B  hin ,  entweder  zwischen  diesen  beiden  Axen  oder 
über  die  letztere  hinaus,  je  nachdem  C^  B  ist.   Auf  gleiche  Art  lässt  sich 

zeigen,  dass  für  9  =  + w,  wo  die  Ebene  der  x^^  z,n  durch  zB  geht 

wird,  d.  h.  die  Rotationsaxe  in  dieselbe  Ebene  und  von  C  aus  nach  zB 
hin  liegt.  Aus  den  Lagen,  welche  die  veränderliche  Rotationsaxe  in  den 
obigen  4  Qaadrantenpunkten  annimmt,  kann  man  sich  aber  auch  leicht  ein 
deutliches  Bild  ihrer  ganzen  Bewegung  machen. 
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ZXXIX.  Die  Zerlegung  algebraiicher  Functionen  in  Partialbrttche 
nach  den  Prinoipien  der  oomplexen  Fnnotionentheorie.  Von  Dr.  IIbb- 
MANN  Hankbl,  Privatdoconten  a.  d.  Universität  Leipzig. 

I)  Bereits  im  Jahre  1702  hat  Leibnitz  den  genialen  Gedanken  aus- 
gesprochen'^), die  rationalen  algebraischen  Functionen  zum  Behufe  ihrer 
Integration  in  eine  Summe  einfacher  Brüche  und,  sobald  der  Grad  des 
Nenners  den  des  Zählers  nicht  übersteigt,  einer  ganzen  Function  zu  zer- 
legen. Er  reducirt  die  Aufgabe  der  Zerlegung  von  fxifpx  auf  die  ein- 
fachere: x*:g>x  in  einfache  Brüche  zu  zerlegen  und  giebt  nebst  ihrem 
allgemeinen  Bildungsgesetze  die  Ij^ormel: 

1^ _  1 l_  1  1 

X  —  a,.j? — a^.x  —  ff,       01  —  ctf,,«,  —  ffj'j? — «1       ff,  —  «i««t  —  ^i  ^ — ^t 

+ ' '-. 

Das  von  Leibnitz  angegebene  Verfahren  gestaltet  sich  indessen  in  der 
Ausführung  ziemlich  weitlÄufig  und  wurde  von  Johann  Bern ouUi**), 
der  das  Princip  dieser  Zerlegung  seiner  Versicherung  nach  selbststündig 
gefiindQn  hatte,  durch  die  noch  heute  Übliche  Methode  der  unbestimmten 
Coefficienten  ersetzt.  Leibnitz'*'**)  selbst  kam  zu  derselben  Zeit  noch- 
mals auf  dieses  Thema  zurück ,  um  die  Möglichkeit  und  die  Form  der  Zer- 
legung auch  in  dem  Falle  darzuthun,  dass  q:x  mehrere  gleiche  Factoren 
besitzt  und  giebt  die  Partialbrüche,  die  z.  B.  aus  1  :  {x — «)"» (x  —  /S)"  her- 
vorgehen ,  in  extenso  an. 

SpHter  hat  sich  Ruler  vielfach  mit  der  Zerlegung  beschäftigt  und 
ausser  der  weitläutigen ,  aber  instructivcn  Methode  seiner  .Jntroduciio  in 
analysin  infinitonim'\  die  bekannte  Formel: 

g>{x)  ''  g>  («p)    x  —  aj, 


*)  Specimen  noottm  ttnniyseo»  etc     Acta  ErttH,    Loipsipf  1702*.  8.  210. 
**)  Acta  Krud.    Lcipzigr  |703.  8.  27. 
**♦)  Continuatio  anal,  qwidrat.  ratiofi.    Act,  Erud,    L^\vi\^\l^*^.  ^.  V^. 
Zehschrin  r.  Malhemaiik  u.  PhyMik.  IX,  6.  '1^ 
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wo 

qf(x)  =^  [x  —  er,) . . .  (*r  —  cf„) 
gM^mmeti    wJnl  ^    gpgelietij    deren    vollständige    IdentiUt    mit    der    Toa 
Lagerauge  gegebenen  Interpolationsformol,  diia  man  in  der  Gc^stalt: 

zu  sehreibi^n  pÜegt,  erat  Jacobi  erkannt  3su  haben  selielnt, *) 

In  dem  Falle,  flass  qp(x)  mehre rf?  gleiche  Factoren  besitzt  und  datier 
die  angegebene  Formel  »bren  btAtimniten  Shin  sn  rerlifren  scheint «  bat 
Euler  ebepriillB  die  Cc»eflfietenten  der  Zerlegung  bestimmt  und  indem  cr:| 

(a:  — a)-     >(,r) 

^etite ,   fand  pr  den  von  diesem  Factfjr  {x  —  of)  herrtihrcnden  Theil  der 
^rl^gnng  bekanntlich ; 


2j 


(^««)"   '   1 1  (^ -^  *»)"•->   '  ^  {m  —  l)\     x—ct 

Auch  nach  Eular  haben  sich  eine  grosse  Anzahl  von  Mathematikern 
mit  (Itrselben  Aufgabe  beschärtigtf  nnmentllcb  hat  die  combinatorische 
Schule  voluminöse  Untersnchnngen  hierübor  geliefert;  ihnen  allen  aber 
lei  es  entgangen ,  dass  sieh  dem  vorstehenden  Ausdrucke  die  höchst 
elegante  Form 

'  (m  — 1)1  \(iaJ        jc  — «f 

geben  lässt,  die  erst  von  Jacob i  (1,  c.)  und  Canchy  gleichzeitig  gefunden 
wurde,  Ersterer  beweist  diese  Formel,  indem  er  die  für  gleiche  Factoren 
iii  ^i)  aufiretende  scheiuh&re  Uubefitiiuintheit  durch  eine  geschickte  Trans- 
formation umgeht.  Ausserdem  giebt  Jacobi  einen  Beweis,  der  mit  dem 
von  Canchy*^)  entwickelten  vieles  gemein  hat,  nur  dass  Letzterer  die 
Principien  dieses  Beweises  sogleich  allgemein  auffasst  und  so  zu  den  Prin- 
cipien  seines  calcul  des  residus  geführt  wird ,  der ,  wie  man  weiss ,  in  inniger 
Bey^iehung  zu  der  Theorie  der  complexen  Integrale  steht. 
Will  man: 


'4 


X(^)  = 


fp{x) 


in  3)  direct  einführen ,  so  schreibe  man  zunächst  statt  3) : 

1  /a  y-^  F{a  +  w) 

(m  —  l)!  \dw/        X  —  a  —  rv 
worin  nach  der  Differentiation  iv  =  0  zu  setzen  ist  und   hat  nach   dieser 
neuen  Bezeichnung: 


*)  Disqtäs.  anal,  de  fract.  simpl.  Berlin  1823.  S.  29. 
**)  Sttr  Ml  Homoeau gettt'e  de  calcul  anaiogue  au  caleui  itifinitdsinial,  Exeic,  d.  Math. 
1.  Bd.  Paria  1026, 
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Fix). 
daher  statt  2)  den  Ausdruck: 


(m— 1)1  \dmj 


(« 
worin  erst  nach  der  (m  —  l)fachen  Differentiation  n^=0  gesetzt  werden  darf* 

Uebortrifft  der  Orad   des  Zählers  f{x)  den   des  Nenners   qo  (x)   um 

p-Einheiten  (wo  auch  p  =  0  sein  kann)  so  wird  dadurch  die  Gültigkeit  der 

vorstehenden  Formeln   nicht  beeinträchtigt,   nur  tritt  zu  der  Summe  von 

Partialbrüchen  noch  eine  ganze  Function  pten  Grades  von  x  hinzu ,   der 

man  die  einfache  Form  *) : 


<)  '-f^y^ 


p\  \dw/  l  —  xw 


p!  \dwj 


geben  kann,  in  der  nach  Ausfttbrnng  der  DiflPerentiationen  ebenfalls  w  =  0 
zu  setzen  ist 

Die  beiden  letzten  Formeln  geben  also  fUr  die  Zerlegung  irgend  einer 
gebrochenen  rationalen  Function : 

wenn  der  Grad  des  Zählers  den  des  Nenners  um  p  Einheiten  übertrifft,  und 
der  Nenner  den  Factor  {x — a)*»  enthält,  in  welcher  Formel  das  Summen- 
zeichen über  alle  verschiedenen  Factoren  des  Nenners  auszudehnen  und 
nach  den  Differentiationen  überall  »^  =  0  zu  setzen  .ist. 

II)  Von  den  vorstehenden  Sätzen ,  deren  Sinn  ebenso  einfach  als  ihre 
Form  elegant  ist,  lässt  sich  nun  eine  höchst  einfache  und  durchaus  sach- 
gemässe  Ableitung  geben,  wenn  man  den  ganz  elementaren  Begriff  des 
Integrales  einer  eindeutigen,  z.  6.  rationalen  algebraischen  Function  ^(<) 
über  einen  complexen  Weg  als  bekannt  voraussetzt  und  von  der  fundamen- 
talen Gleichung: 

Gebrauch  macht ,  in  der  das  Integral  über  eine  geschlossene ,  den  Punkt 
i:=y  cinschliessende  Curve'  auszudehnen  ist,  welche  keinen  Punkt-  um- 
schliesst,  in  dem  V'/ unendlich  wird —  wenn  man  ferner  weiss,  dass  das 
Integral : 

f^{t)dt  =  0, 
ausgedehnt  über  eine  geschlossene  Curve,  (innerhalb  deren    kein  Punkt 
liegt,  in  dem^(t)  unendlich  wird,  und  dass  daher  ein  Integral  r^(f)  dt  über 
die  Begrenzung  eines  Stückes  der  Ebene,   in  welcher  nach  dem  Gauss- 


*)  Zerret f  j4lg^bresupMeui*e.    Paris  1854.    8. 4M, 
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sehen  Principo  die  Pniikto  /  ^argentellt  werden,  rt^tlucirt  werden  kann  auf 
die  lutoijrftl«^,  tvtn  Jie  Tunkle  innerhalb  dießcs  EbGnoDtltiekrs,  in  welchen 
^(t)  on endlich  wird.  Ausserdem  werden  wir  den  Satz  äu  beiinUeo  haben, 
dor  sich  durch  ineUrfache  Di£Fcreutiation  der  Gleich  ung: 


leicht  ergiebt ,  nämlich : 

III)  Den  Ausgangspunkt  dW  folgenden  Untersuchung  bildet  die  für  jcu^     i 
rationale  Function  %{x)  ^üUig€  Gleichung:  J 

worin  das  Integral  über  eine  Cnrve,  innerhalb  deren  der  Punkt  /  =  :c,  aber 
koln  Punkt  liegt,  in  dem  ]((/)  unendlich  wird,  ausgedehnt  wird  in  der  Hieh- 
tnng  von  rechts  nach  links  (wenn  die  positiven  Eichtnngen  der  reellen  und 
lfJlt^^i^ären  Axen  in  der  gewöhnlichen  Lage  a^ngenonmien  werden  6*  Fig.  2 
Taf«  Vni)  oder,  wie  ich  wich  der  An^chauJichkcIt  wegen  ansdräcken  werde,  j 
entgegengesetzt  der  Riclitung^  tn  welclier  sicli  der  Zeiger  einer  auf  die 
Ebene  gelegten  Uhr  bewegt.  Beschreibt  man  jetzt  um  die  in  dem  end- 
lichen Kaume  liegenden  Punkte  /  =  «| ,  a,  .  .  .  in  denen  %  (/)  in  irgend 
einer  Weise  unendlich  wird ,  irgend  welche  geschlossene  Cnrven  und  ausser- 
dem eine  alle  diese  um  i=^x  und  um  f  =  aj ,  a, . . .  beschriebenen  Curven 
einschliessende  geschlossene  Linie,  etwa  einen  Kreis  mit  dem  Punkte  /=0 
als  Centrum,  so  werden  alle  diese  Cnrven  zusammen  genommen  die  Be- 
grenzung des  in  der  Figur  schraffirten  Ebenenstiickes  bilden,  innerhalb 
dessen  keine  Punkte  liegen ,  in  denen  die  unter  dem  obigen  Integralzeichen 
stehende  Function  ^(0  •  (^ — ^)  unendlich  wird.     Es  ist  daher: 


ß 


'<'),-^.=» 


ausgedehnt  über  die  Begrenzungen  dieses  Flächenstiickcs,  wenn  dieselben 
alle  in  einerlei  Weise,  d.  h.  so  durchlaufen  werden,  dass  das  schraffirte 
Flächenstück  auf  derselben  Seite,  z.  B.  rechts  liegt.  Dann  ist  das  über 
die  t  =  x  einschliessende  Curvc  ausgedehnte  Integral  ebenso  als  die  Inte- 
gralien  Aiy  Jf '  "t  welche  sich  auf  die  /=  «,,  a^ » -  .  einschliessenden  Curven 
beziehen,  in  umgekehrter  Richtung  als  der  Zeiger  der  Uhr,  das  Integral  / 
über  den  grossen  Kreis  aber  in  derselben  Richtung  als  der  Zeiger  der  Uhr 
zu  nehmen  und  es  ist: 
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Betrachten  wir  zunächst: 
/ 


=/'<'),-^. 


-/=/x(r 


unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Grad  des  Zählers  in  x{()  mindestens  um 
eine  Einheit  kleiner  ist  als  der  des  Nenners,  so  dass  also  x{t)  für  t=co 
unendlich  klein  wird  und  setsen  <s=:re^\  so  ist,  da  r  in  Bezug  auf  die 
Integration  constant  ist: 

di=zire^*d<p 
zu  setzen,  also: 

2i 

0 

Nun  ist  bei  der  gänzlichen  Willkttrlichkeit  der  Grösse  dieses  Kreises  klar, 
dass  sich  der  Werth  des  Integrals  nicht  ändern  kann,  wenn  man  r  unbe- 
grenzt wachsen  lässt.    Damit  nimmt  aber  x(re^*)  unbegrenzt  zu  Null  ab, 

der  andere  Factor  — —. aber  nähert  sich  der  imaginären  Einheit  als 

jr  c^  ——  SC 

Grenze  und  somit  /  der  Null,  so  dass  unter  der  gemachten  Voraussetzung : 

2  »t  x(a:)  +  -^1  +  i4,  +  . . . .  =  0. 
Es  bleiben  nun  noch  die  Integrale : 

ausgedehnt  über  eine  f  =  aj  oinschliessende  Curvo  zu  bestimmen  übrig, 
wenn  lif)  in  /=«(  unendlich  wird.    Nehmen  wir  zunächst  an,  dass: 

in  /=:a,  unendlich  erster  Ordnung  wäre,  also  tpt  nur  den  einfachen  Factor 
{t  —  «i)  enthält,  so  hat  man: 

._  f___m ii_ 

'      J  {i^x){t^a,)  .  .  {t  —  an)  /-«, 

=  2«,- ^^ 

(«1  —  jr)  (a,  —  o,)  . . .  («1  —  ««) 

oder: 

.  /"(«O         1 
Ai  ~—  —  2nt  -y-7 — r  , 

g>  (uf,)  0?—  «, 

womit  (He  Lagrange*sche  Interpolationsformel  1)  gewonnen  ist. 

Wird  aber  %l  in  <=:a  in  mf acher  Ordnung  unendlich  gross,  so  setze  man : 

und  hat: 

'F(fl       dt 


-n 
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A«*riUH«AnMii«<WW« 


dfther   vermage   der   in  (5)  angegebeaon  Fc^rmiit   sofort   dnj   acbdiiQ   Ja- 
cob i  'flcbe  Ke:»a1tat  3) : 


(m — 1)!  \da/        x — a 


Um  die  Euler'sche  Form  dieses  Werthcs  211  hab^D,  hat  man  die  i^^tt  um- 
Bcbtiessendt)  Ciirve  so  zn  wähleo  ^  daaa  keiner  ibrer  Puukto  ron  t^aso 
woit  fiotfornt  ist,  als  t=^3i:  toq  t^=tx,  aUo  die  Reibe: 

I — ^^       (f  —  a) — (y  —  a)  X  — nrp^^V*^ — «/  ' 

da  mad  (x  —  a)  ^  »lod  ((  —  0),  für  jeden  l'unkt  der  Ctirvo  GOnvergiTti 
dann  ist; 

di 


OB  1  /* 

und  io  lange  p<^m: 

fm 

und  daher; 


dr 


(0 


STfi 


(i^a)' 


(I  — ä)"-?       {iw— ^  — 1)1 


F  iu^ 


p^  (wi  — p  —  V}  I  (;c  —  ff)l^l  * 

welcher  Äusdrtick  mit  2)  Ubcremstimint. 

Um  alle  oben  erwälmten  Formeln  licrznlc^iten  ^  haben  wir  nocli^  oute? 
der  Voraassetzang ,  dasa  der  Grad  des  Zählers  in  %(/)  den  des  Nenners  am 
p Einheiten  übertrifft,  das  Integral: 

über  jenen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  /=0  in  der  Kichtang  des  Zeigers 
der  Uhr  aasgedehnt,  zu  ermitteln.    Daza  wird  man  anstatt  t  eine  neue  In- 

tegrationsvariabele  r  =  --  einführen  and  es  ist  klar,  dass,  wenn  /  den  Kreis 
mit  dem  Kadins  r,  also  die  Werthe  t=^re^*  von  9  =  2;jf  bis  g>=0  durch- 
läuft, T  die  Werthe  t  =  —  er^*.  also  einen  Kreis  mit  dem  Radius  —  in  um- 
r  r 

gekehrter  Richtung,  als  der  Zeiger  der  Uhr  fortschreitet,  durchläuft.    Da 
ferner  r  grösser  sein  soll,  als  die  Modale  von  x,  a,,  o,,  so  ist  —kleiner,  als 


die  Module  von  —,—,  —  . 

X       Ol      Of 


es  wird  also: 


■■(7) 


X 

t 
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für  koiuen  innerhalb  des  mit  dem  Radius  —  beschriebeoen  Kreises  liegen- 
den Punkt  t  unendlich,  mit  Ausnahme  des  Punktes  f =0,  der  dem  Punkte 
/=:=  00  in  der  früheren  Ebene  entspricht  und  in  dem  %  (  —  )*  wenn  der  Grad 

des  Zählers  den  des  Nenners  um  j9  Einheiten  übertrifft,  unendlich  gross  von 
der  pten  Ordnung  wird. 

Die  Einführung  der  neuen  Variabein  t  giebt  nun : 

,  Al)  är 

'-        J    1-XT    .    • 

WO  das  Integral  in  der  umgekehrten  Richtung  als  der  des  Uhrzeigers  einen 
um  r=0  beschriebenen  beliebig  kleinen  Kreis  durchläuft.    Schreibt  man: 

J    1— xt    tP+t 
und  bemerkt,  dass : 


•"(t) 


l XX 

innerhalb  der  KreisflHche,  über  deren  Begrenzung  zu  integriren  ist,  überall 
endlich  bleibt,  so  erhält  man: 

I—  —  2nt-  [  —  ) 

pi  \dt/     1—0?» 

wo  T  nach  der  p  fach  wiederholten  Differentiation  zu  nullificiren  ist. 

IV)  In  engster  Beziehung  zu  der  Theorie  der  Partialbrüche  steht  ein 
Theorem,  welches  in  ähnlicher  Weise,  als  wir  soeben  die  Zerlegung  in  ein- 
fache Brüche  vorgenommen  haben,  erwiesen  werden  kann,  indem  man  von 
der  Gleichung: 

Mo  dt 
ausgeht ,  worin  das  Integral  auszudehnen  ist  über  ein  Ebenenstück ,  inner- 
halb dessen  ^(0  nirgends  unendlich  wird,  dessen  äussere  Begrenzung  ein 
um  (=0  beschriebener  Kreis,  dessen  innere  Begrenzungen  geschlossene 
Curven  sein  mögen,  die  einzeln  um  die  Punkte  /==0| ,  a, . . .  a^  beschrieben 
sind,  in  denen  x  (0  unendlich  wird,  aber  sämmtlich  von  jenem  Kreise  um- 
schlossen werden.  Bezeichnen  wir  die  Integrale  um  f=a| ...  «a  in  umge- 
kehrter Richtung,  als  in  der  sich  der  Zeiger  der  Uhr  bewegt,  ausgedehnt 
(s.  Fig.  3  Taf.  VIII)  mit  ^, ,  A^, ,,  A^^  das  Integral  über  jenen  grossen 
Kreis  in  der  Richtung  des  Zeigerlaufes  genommen  mit  7,  so  haben  wir: 

7  +  2:^  =  0. 
Nehmen  wir  an,  dass  alle  Factoren  {l — «^•.•(< — o«)  dea Neik^^\% ^v^^^^^- 
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nur  ©iDtual  tu  ihm  onthaüeti  sind,  $o  hi  ^iiifacfa: 


mliO; 


/^2Äf  £ 


^'frt) 


Fttbrt  man  in  /wiederum  i:^  — »U  neue  VanaUßlo  gib,  so  Qtliilt  muß: 

wo  X  über  einen  t=0  einschli  essen  den  beliebig  klGiuen  Kreis  aussfiudehneti 
ist,  in  dem  ausser  t^O  jedenfalls  keine  Punkte  x  liegen,  fiir  welche  if  —  ) 
nneudlicb  gross  wird.    Wenn 

'iL) 

fÜrT  =  0  endlich  bleibt,  so  vcrach windet  dag  Intogral  über  jeueu  Krei«. 
Ist  also  der  Grad  des  ZHhlers  f{x)  mindestens  um  tEinbeiCeu  geringer,  als 

der  des  Neuners  9(x)»  so  hat  nsau  die  bekanute  Identitüt: 


also  z.  B«: 


*7TO=°' 


■  =  0,, 


«■-» 


:0, 


wenn  die  Summe  über  alle  n Wurzeln  «!...€%  der  Gleichung  9>(a;)=s0  aus- 
gedehnt wird,  welche  Formeln  yon  Cauchy  mittelst  des  calcul  des  residus 
auf  analoge  Weise  abgeleitet  worden  sind. 

Ist  aber  der  Grad  des  Zählers  von  %(l),  («+/?  — 1),  wenn  der  Nenner 
vom  /<ten  Grade  angenommen  wird,  wo  p  positiv  oder  Null  sein  mag,  so  ist: 

für  T=0  endlich,  also  wenn  man  /  in  die  Form  setzt: 
nach  den  oben  mehrfach  angewandten  Principien : 

-'=-i^(f.)'-'"G). 

WO  nach  den  Dififerentiationen  7=0  zu  setzen  ist.   Daher 
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Nimmt  man  f(t)  =  <"+?  ' ,  so  hat  man  : 


eine  Gleichung,  an  deren  Stelle  Jacobi  eine  andere  gegeben  hat,  die  ans 
dieser  eben  so  einfach  als  aus  dem  Integrale: 

1  dt  .  „«*+i»-i 


/;(!)==*» -""'V 


(«) 


abgeleitet  werden  kann.   Man  hat  nftmlich : 

^        #1\  II aiT)....tl CfiiTI 


.g,(i\  0-«l^)-...(l— «nO 


eine  Reihe,  in  der  man  den  A|  . . .  A»  alle  positiven  Werthe  (die  Null  einge- 
schlossen) zu  geben  hat  und  die  jedenfalls  convergirt,  da  der  Modulus  von  t 
ganz  beliebig  klein ,  also  in  jedem  Falle  die  Modnli  von  «^  t,  . .  .  a«  t  zu 
echten  Brüchen  gemacht  werden  können.   Da  über 

tH-1 

immer  verschwindet,  wenn  nicht 

Äi  +  •...+  Äj,  =  p , 
so  wird : 


/ 


/.(i] 


dx  ^i  ^u 


also : 

wo  in  der  letzteren  Samme  alle  möglichen  Combinationen  positiver  ^i ,  hf 
...  A«  zu  nehmen  sind ,  deren  Summe  p  beträgt    Dies  ist  J  a  c  o  b  i  *s  Satz. 
Leipzig,  September  1804. 


XL.     Dia  Fothanot*tcka  Aufgabe  all  algebraisches  Problem.     Die 

Seiten  des  gegebenen  Dreiecks  ABC  mögen  sein: 

BC=a,  CA=^b,  AB  =  c\ 
der  gesuchte  vierte  Punkt  heisse  D  and  werde  um  grössetec  B^tEktEk^Vix^ 


c 
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Willen  innerlialb  dea  Drelei^ks  ABC  angenomtn^of  ftlr  die  am  Ifin  h«srt3iit' 
Hegenden  bekannten  Winkel  seh 

€us  BDC=^tit      cos  CBA^ß^      cGs  ADB^=^y. 
Betracbtet  man  tinn 

AB  =  x,  BB^=f,  €Jß  =  t 
alä  Unb<ikiiutit0,  iO  h&nd^lt  ta  sich,   wenn  man  die  Sacke  von  der  alge* 
braiBclieu  Seite  ansiebt,  um  die  ÄnflüBang  der  folgenden  drei  qnadratUchen 
Gteichungen: 

Sf*+  i' —  2ftf  i  =  aV 

Nach  dem  gewehnHclien  Eliniinatioiasirerfttkren  erhUlt  man  bleraus  filr  jede 
der  Unbekannten  eine  Eiemlicb  Terwtckelte  Qldcbung  achten  Grades ;  diese 
iKsst  flieh  aber  verrneiden ,  wenn  man  Yorerst  eine  aymmetriscbe  Fanctio« 
vno  .r,  y,  I  ala  Unbekannte  nimmt  und  daraus  x^  fg  z  herleitet,  wie  im 
Folgenden  gezeigt  werden  solL 

Zwiseben  den  drei  gegebenen  Cesinns  besteht  erstens  die  Gleichung 

oder 

setzt  man  ferner 

SfnBDC=l,      smCBA^=fi,      sm  ADB=:^v, 

80  erhält  man  entweder  auf  trigonometrischoD  oder  auf  algebraischem  Wege 
die  Relationen : 

2)  «X  +  /J^  +  yv  =  — 2X^v, 

3)  «  =  /?y  — ^v,        /»  =  ya  — vX,        y  =  aß  —  Xn, 

4)  —X  =  ßv  +  y(i,  —  ^  =  yX  +  av,  —  F  =  «^  +  /5X. 

Hierzu  kommen  noch  drei  Gleichungen,  deren  erste  aus  X'=(/3v  +  yc^Y 
hervorgeht,  wenn  ß^=i  —  ^",  y'=  1  —  v*  gesetzt  und  die  erste  Gleichung 
in  No.  3)  zugezogen  wird ,  nämlich : 

IX«=fi«  +  v"  +  2afiv, 
^•=v«+  X«  +  2/3vX, 
v«  =  X«  +  f4*+  2yX^. 
Nach  diesen  Vorbereitungen  suchen  wir  die  Unbekannte 
6)  i  =  kx  +  (iy  +  vz 

zu  ermitteln.  Substituiren  wir  den  aus  vorstehender  Gleichung  genom- 
menen Werth  von  z  in  die  erste  der  aufzulösenden  Gleichungen,  so  er- 
halten wir  zunächst 

JJa^+  (|Ä»+  v»+  2«.fiv)  y*  +  2X  (f»+  «v)  xy  —  2Xix  —  2(.u  +  av)iy 

=  a«v«— (», 
d.  i.  nach  4)  und  5) 

X*(x*+y*— 2ya:y)  —  2ktx  +  2ykty  =  a^v^—i^y 


i 
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wegou  der  dritten  nnter  den  ursprünglichen  Oleichungen  ist  noch  einfacher 

itV—  2kix  +  2yity  —  a«v«—  f 
oder 

7)  x-Yy  = -j^^ . 

Indem  auf  gleiche  Weise  No.  6)  mit  der  zweiten  nnprUnglichen  Gleichung 
combinirt  wird ,  ergiebt  sich : 

8)  f-y<r  = ^^j^. 

Die  GleichuDgen  6),  7)  und  8)  sind  linear  in  Beziehung  auf  or,  y,  2,  sodass 
die  letzteren  Unbekannten  leicht  durch  /  ausgedrückt  werden  können. 
Setzt  man  zur  Abkürzung 

B~a^YyLV  +  b^vX  +(?aliL, 

so  sind  die  Werthe  von  a-,  y^  z : 

'  *  2ki»,vt   '^  2liiLvt  *  *  2Afivr 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  in  irgend  eine  der  ursprünglichen 

drei  Gleichungen  gelangt  man  zu  einer  biquadratischen  Gleichung  für  t\ 

sie  ist  von  der  Form 

11)  f+2Ef'\'D  =  Q, 

worin  E  und  D  zur  Abkürzung  gebraucht  sind ,  nftmlich : 

12)  i:  =  a«a^v  +  6«/5vA  +  c«yAfi, 

13)  i>  =  aV*»'*+  6*vU«+c*AV*+2  (6V  aX  +  cU^ßii  +  a'6*yv)  A/äv. 
Aus  No.  11)  erhält  man: 

und  zwar  ist: 

E"—  D  =  [2  (6V+  <?a^+  aH')  —  a*—  6*  —  c^]  AVV=  16  FUV  v«, 
wenn  Fdie  Flttche  des  Dreiecks  JBC  bedeutet.     Substituirt  man  endlich 
den  Werth 


14)  i  =  ±y  —  E+AFkfiv 

in  die  Gleichungen  10)  und  beachtet  dabei  die  Werthe  von  A^  B^  C,  so  ge- 
langt man  zu  den  Formeln : 

^^       (6«+c*--a«)A±4F« 
""     2y—E+iFX(iv 

,       _       (c«+a«-^6')^  +  4/-|? 

10)  <y — UL =— , 

'  ^  2]/--  E  +  iFlfiv 

^  _        («M- ** T^V  ±  4  Fy 
~      2j/— ^+ 4^Afiv 
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F^^^^tmttMMm^^Mm  iiTaüwitA«ti>3Mai*JiAJ<^^* 


T>a  il,  ^,  V,  JT,  9,  I  jtidcreeit  pf>MitiT  sind,  so  iat  nur  3m  nbnre  Vorsuleli«« 
von  (  «n  gebrAUciicn. 

Ijd  Spccialfalle  LBBC  =  LCDA=LADB  =  HB»  wJrü  «t  =  j»  =y 


,  =  ^f(.  +  ,  +  ,)  =  4^. 


und  man  findet: 


Zum  Scliluese  nur  noch  die  Bemerkung,  d&m  »icli  dte  rorliegendn 
auspruchslose  Kleinigkeit  viGlleicht  ab  Beispiel  zur  rechnenden  Geometrie 
pafisend  Ter  wenden  läsaL  Sculöuilch* 


XLl  Drehung  emei  KOrpen  um  einen  Punkt  ahne  Eräftepaar* 
Von  Dr.  R.  IlorpK- 

Beseielinen  p^  ^^  f*  die  Composanten  der  momentanen  RoUttons* 
gcschwindigkeit  eines  Körpers  von  der  Maaae  m»  der  sich  ohne  Einfluas 
von  Kräften  um  einen  Punkt  dreht,  und  J^  ß,  €  »eine  Trägheitsmomente 
tu  Bezug  auf  seino  permanenten  Axen,  io  int: 


1} 


B 


I 


•  • 


^^^  =  (C-A)rp  .  _        . 

Die  Bedingung  der  Gültigkeit  dieser  Gleichungen,  dass  nämlich  keine 
Kräfte  auf  Drehung  wirken,  lässt  sich  anf  vier  Arten  herstellen.  Sie  gelten: 

1)  wenn  der  Körper  bei  freier  Bewegung  sich  nm  seinen  Schwerpunkt 
dreht; 

2)  wenn  der  Schwerpunkt  als  Drehpunkt  beliebig  geführt  wird ; 

3)  wenn  ein  beliebiger  Drehpunkt  mit  constanter  Geschwindigkeit  in 
gerader  Linie  geführt  wird  oder  fest  ist. 

In  diesen  drei  Fällen  müssen  die  Kräfte  eine  Besultante  haben,  die 
durch  den  Drehpunkt  geht.    Sie  gelten: 

4)  wenn  ein  beliebiger  Drehpunkt  xyz  beliebig  geführt  wird  und  die 
gegebenen  Kräfte  nach  Hinzuftigung  einer  Kraft,  welche  mit  dem  Com- 
posanten 

d'x  a«y  y» 

~m^,      ~^j^^      -^YF 

auf  den  Schwerpunkt  wirkt,  eine  Resultante  haben,  die  durch  den  Dreh- 
/>ankt  geht. 
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Die  ßodingnngon  des  ersten  Falles  sind  insbesondere  bei  einem  frei- 
schwebend  (Ml  Körper,  z.  B.  einem  Geschoss,  erfüllt,  wenn  nur  die  Schwer- 
kraft wirkt. 

Die  Integration  der  Bewegungsgleichtingen  ist  unmittelbar  gegeben, 
wenn  man  nur  beachtet,  dass  sie  mit  den  Differentialformeln  der  drei 
coordinirten  inversen  elliptischen  Functionen  erster  Gattung  bis  auf  die 
noch  zu  vollziehende  Constantenbestimmung  identisch  sind.    Die  Grössen 

Ap        Bq        Cr 
ttiM  '        2"*  '        2'"  * 
welche  demgemäss  bekannte  explicite  Functionen  der  Zeit  sind ,  drücken 

die  Composanten  der  constanten  Flächengeschwindigkeit —,    daher    die 

Grössen : 

Ap         Bq        Cr 
n   '        n    '        n 
die  Cosinus  der  Richtungswinkel  der  Normale  der  unveränderlichen  Ebene 
gegen  die  permanenten  Axen  des  Körpers  aus  und  es  bleibt  nur  durch  eine 
neue  Integration  der  Umlaufswinkel  einer  jener  Axen,  z.  B.  der  zweiten, 
um  die  unveränderliche  Normale: 

ACn   r  pdr  —  rdp         h 


'S-, 


^ 


B  J  q{j^p*  +  C*r*) 
wo  |A  die  lebendige  Kraft  bezeichnet,  zu  berechnen  (ein  Integral,  das 
sich  als  elliptische  Function  dritter  Gattung  darstellt) ,  um  alle  topischen 
Grössen  in  /  auszudrücken. 

Indem  ich  die  Integration  als  bekannt  betrachte,  will  ich  hier  nur  eine 
Frage  behandeln,  die  bei  jeder  praktischen  Anwendung  sogleich  auftritt 
und  die  sich  ohne  Hülfe  der  elliptischen  Functionen  sehr  einfach  er- 
ledigen lässt. 

Bei  der  Integration  zeigen  sich  nämlich  zwei  wesentlich  verschiedene 
Fälle,  welche  bei  feststehender  Grössenfolge  der  Trägheitsmomente 

A<B<iC, 
also  allein  durch  die  anfängliche  Bewegung  bedingt,  noch  stattfinden  kön- 
nen, indem  einmal  p  dem  Cosinus,  r  dem  Delta  der  Amplitude  einer  der 
Zeit  proportionalen  Grösse,  das  andere  Mal  p  dem  Delta,  r  dem  Cosinus 
proportionirt  ist,  während  in  beiden  FäUen  der  Modnl  reciproke  Werthe 
hat.  Es  handelt  sich  um  ein  Kriterium,  welche  von  beiden  Bewegungs- 
arten aus  einem  gegebenen  ersten  Anstoss  erfolgt,  ein  Umlauf  der  momen- 
tanen Kotationsaxe  um  die  Axe  des  grössten  oder  kleinsten  Trägheits- 
moments? 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  1)  mit  p,  q^r  oder  mit  Ap^  Bq^  Cr  und 
addirt  sie,  so  verschwindet  beide  Male  die  rechte  Seite  nnd  man  erhält 
nach  Integration  die  Gleichungen  der  lebendigen  Kraft  und  Flächen- 
geschwindigkeit: 


4S8^  Kletnartä  Mitihei langen* 


^jfi  ■  -^1  ip  II  ■  I 


Sind  üttn  x^  f^  s^  die  Coordmaten  eines  Punktes  der  momciitiuicti  Kotations* 
K£«  in  BcKUg  auf  die  perTnant^nten  Axe%  so  ist: 

nnä  man  crliMlt  nn^ch  EljnihiAtion  von  p^  ^,  r : 

(«<  — ^A)  J^  +  (n*—  /?A)  ^V  +  (w»— Tä)  Cf*  =  0. 
Dies  hi  die  Gleichung  c^iner  Kegel tlMcbe,  welcho  die  Bewegung  dermo* 
ineataueti  Hotattonfl^ixe  dürt^teUt.    Unter  allen  Umständen  muss 


sein  und  je  nachdem 


A<U€ 


—  <  oder  >  B 

n 


Ut,  läuft  dio  Rotationsaxe  nm  die  Axe  des  kkinsten  odnr  griistten  Trlfg- 
heitamoinentSi  welche  die  Axe  dca  KegeU  bildet. 

Ferner  etliült  man  dnrcU  EUniinaiion  ?od  q  s wischen  den  OleicU* 
nngen  2) ; 

C^  -  ^  Jp*  —  {€—l')  Ct^=Bk  —  h\ 
daher  ut  enteprech^ud  den  beiden  Fällen : 

{B—A)Äa^>  oder  <(C-  B)  CtK 
Je    swel    momentane   Kotatlonaaxen,     welche   verMchiedeneti    Fitllen   etit- 
sprechen,  sind  demnach  durch  die  zwei  in  der  Axe  des  mittlem  Trägheits- 
moments sich  durchkreuzenden  Ebenen 

x}/{B  -A)A  =  ±  zy{C—  B)  C 
von  einander  getrennt,  woraus  weiter  folgt,  dass  jede  momentane  Rotations- 
axe  sich  nur  innerhalb  desselben  Paares  von  Scheitelflächenwinkeln  be* 
wegen  kann,  in  welchem  sie  su  irgend  einer  Zeit  liegt.  Die  zwei  Paare 
von  Scheitelflächenwinkeln  bilden  demnach  zwei  gesonderte  Gebiete  der 
beiden  Bewegungsarten  und  sind  durch  die  Axen  des  kleinsten  und  grössten 
Trägheitsmoments ,  welche  einzeln  in  ihrer  Mitte  stehen ,  kenntlich  unter- 
schieden.   Hieraus  ergiebt  sich  das  folgende  einfache  Kriterium : 

Ertheilt  man  dem  Körper  eine  Drehung  um  eine  beliebige  Axe,  so 
umkreist  diese  als  Rotationsaxe  die  Axe  des  kleinsten  oder  grössten  Träg- 
heitsmoments,  je  nachdem  sie  im  Gebiete  der  einen  oder  andern  dieser 
Axen  liegt.  Die  Rotationsgeschwiudigkeit  hat  auf  den  Gang  der  momen- 
tanen Rotationsaxen  keinen  Einfluss. 

Es  sind  noch  einige  nähere  Umstände  anzugeben.  Die  Kegelfläche 
ist  immer  eine  schiefe,  welche  ihre  grösste  Dimension  nach  der  Axe  des 
mittlem  Trägheitsmoments  hin  hat.  Die  Geschwindigkeit  der  momentanen 
Rotationsaxe  ist  stets  am  grössten  bei  ihrem  Durchgang  durch  die  Ebene 
der  zXf   sie  verschwindet  bei  unendlicher  Annäherung  an  die  Axe  der  y 
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tind  Terwendct  za  dieser  Cnlmination  eine  tinendlicb  lange  Zeit,  wie  asa 
dem  sich  der  Einheit  nähernden  Modul  ersichtlich  ist« 

Fällt  die  anfängliche  RotatioDsaxe  in  eine  der  beiden  Ghrenzebenen, 
so  bleibt  sie  darin  und  bewegt  sich  in  ewiger  Annäherung  nach  dem  einen 
oder  andern  Arme  der  y-Axe  hin.  Jede  noch  so  kleine  Abweichung  würde 
jedoch  einen  periodischen  Wechsel  zwischen  beiden  Grenzebenen  hervor- 
bringen. 

Eine  unveränderliche  Rotation  kann  Um  jede  permanente  Axe  statt- 
finden, doch  ist  sie  nur  stabil  um  die  Azen  des  kleinsten  und  grössten 
Trägheitsmoments,  in  dem  Sinne,  dass  eine  unendlich  kleine  VerrUckung 
dejr  momentanen  Rotationsaxe  ein  unendlich  geringes  Schwanken  zur  Folge 
hat  Der  Fall  einer  Rotation  um  die  Axe  des  mittlem  Trägheitsmoments 
kommt  in  den  allgemeinen  Integralen  nicht  vor.    Das  System  der  Werthe 

p  SS  0;  g=s  consU  5  r  =  0 
befriedigt  die  Gleichungen  I)  und  ist  daher  als  singuläres  Integral  anzu- 
sehen. Bei  einer  unendlich  kleinen  Verrückung,  wofern  sie  nicht  längs 
einer  Grenzebene  stattfindet,  erfolgt  nach  kürzerer  oder  längerer  Pause, 
je  nachdem  die  momentane  Axe  vor  oder  hinter  ihrem  Oulminationspunkte 
steht,  ein  Umschlagen  in  die  entgegengesetzte  Lage,  welches  sich  dann 
in  gleichen  Intervallen  abwechselnd  längs  der  einen  und  andern  Ebene 
wiederholt.  Bei  genauem  Balanciren  auf  der  Qrenzebene  würde  sie  nur 
einmal  oder  gar  nicht  umschlagen.  Jedenfalls  kann  mau  eine  solche  Rota- 
tion nicht  stabil  nennen. 

Bei  der  Anwendung  auf  ein  fliegendes  Geschoss  kann  man  noch  nach 
dem  Einflnss  des  Luftwiderstandes  fragen.  Denkt  man  diesen  in  eine 
durch  den  Schwerpunkt  gehende,  also  für  die  Drehung  unwirksame  Kraft 
und  ein  Kräftepaar  zerlegt,  so  ertheilt  letzteres  dem  Geschoss  eine  Drehung 
um  irgend  eine  Axe,  die  sich,  wenn  dasselbe  schon  eine  eigene  Drehung 
uro  eine  andere  Axe  hat,  nach  dem  Gesetz  des  Parallelogramms  mit  letz- 
terer so  zusammensetzt,  dass  eine  Rotation  um  die  Diagonale  erfolgt. 
Will  man  demnach  die  Stellung  des  Geschosses  so  viel  als  möglich  unver- 
ändert erhalten,  so  hat  man  ihm  von  Anfang  eine  starke  Rotation  zu  er- 
theilen,  so  dass  im  Verhältniss  zu  ihr  die  hinzukommende  Rotationsconipo- 
sante  klein  wird  und  die  Diagonale  immer  in  der  Nähe  der  anfänglichen 
Axe  bleibt;  überdies  darf  letztere  keine  andere  sein,  als  die  Axe  des  klein- 
sten oder  grössten  Trägheitsmoments. 


XLH  üeber  das  Terhftltnisi  der  atmoiphärisohen  Luft  zu  dem  in 
derselben  befindlichen  ^Wasserdampfe.     Von  Professor  Lamont. 

Nachdem  ich  im  Jabre  1857  den  ersten  Beweis  geliefert  hatte,  dass 
der  in  der  atmosphärischen  Luft  vorhandene  Wasserdampf,  nicht  wie  es 
als  Conscquenz  der  Dalton 'sehen  Gesetze  allgemeiii  «^i^^^\k^\Sk\sk^w '«^>x^^^ 
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miin  wen  dorT^nfl  finiUll&gi|^  nnä  tfir  mth  hesik^h^^nät^  Atmo^^liRre  Ifildi^t^V, 
grliing  es  inir  im  Jahra  IBÖ?  dnrch  #sn  itiisw6iil^iiti|^es  Kxperimetii  n^icJu- 
£Qwoi§eaT  dass  dus  Jialicm^selie  G^sctK  seltiflt  emer  Bericlitigitug  be^dürfe 
und  der  D^nipf  ÜberUfiuiit,  wcnti  er  in  emeni  lafterfULltett  Katttne  sich  be- 
findet, nicht  von  der  Luft  tinaUiängrg  ist,  eondem  vielmßlir  die  Luft 
und  der  Datupf  g^cgenaeitig  aüfeiDander  einen  Druck  an^- 
ah^n***}  Ich  komme  nun  auf  deßg^elbeti  Gegenstand  wieder  sarück,  theiU 
nm  M bbvert^tlLodnisae  zu  beseitigen,  theili  um  in  der  UampftJieorie  selb>1 
«unxelne  Fankte  genaner  3&u  erörterti. 

Was  die  MissverätändniflSB  betriBt,  »o  sclif  inen  Einigo  daran  gezwei- 
felt sa  ImLcu,  ob  die  Lehre  von  der  UualjUängigkeit  der  DatnpTatmasphäre 
von  Uaiton  aufgestellt  und  von  den  Meteorologen  angenomTuen  worden 
iei,  während  Ändere  es  ali  ^ieinllcli  gleichgültig  für  die  meteorologische 
Forücbang  betrachtet  haben,  ob  man  eine  unabhäugige  Oampfatmo^^phäre 
annehme,  oder  den  Dampf  als  blos  gemischt  mit  der  Lui\  betrachte* 

We)(r he  Ansichten  Dal  ton  über  die  ZuHummenset^ongder  Atmosphäre 
gehabt  hat,  tindet  man  io  seinen  Schriften  so  klar  and  bestimmt  ausge- 
gprochen,  d&Mn  ein  Zweifel  darüber  nicht  bejitehen  kann.  Seine  Lehre 
geht  d^hin,  dass,  wenn  mehrere  Gase  in  demselben  Eaume  sich  beänden, 
jedoä  Gas  nur  auf  seine  eigen  en  Molccule  einen  Druck  ausübt 
und  jedes  Ga«  sich  ausdehnt,  als  wenn  die  übrigen  Gaie  gar  nicht 
vorhanden  w  H r  e n.  Deshalb  unterscheidet  er  ftinf  verschiedene  Ätnio- 
Kphjiren,  die  auf  der  ErdoberäiCehe  lagern  und  wovon  jede  von  der  andern 
▼öllig  unabhängig  ist,  nämlich  die  Stickstoffatmosphäre,  die  Sauerstoff- 
atmosphäre,  die  Dampfatmosphäre,  die  Kohlenstoffatmosphäce  und  die 
Wasserstoffatmosphäre.  Er  f&gt  überdies  noch  bei,  dass,  wenn  die  eine 
oder  andere  Atmosphäre  plötzlich  verschwände,  dies  auf  die  Verthei- 
Inng  und  Spannung  der  übrigen  nicht  den  mindesten  Einfluss 
haben  würde. •••) 

In   den  Lehrbüchern   der  Physik  findet  man  dieselben  Grundsätse 


*)  Abhandlungen  der  math.-pby8.  Glaste  der  k.  Acad.  der  Wiss.  Vllf.  183. 
**)  Auszog  aus  einem  Schreiben  an  Herrn  Prof.  Kämtz.    München  18ö2.    Pro- 
ceed.  of  the  Brit.  meteor.  See.  l.  310. 

***)  Dalton  betrachtet  snorst  die  verschiedenen  Hypothesen ,  welche  bei  Gas- 
minchungen  rücksichtlich  des  Verhaltens  der  einzelnen  Hestundtheilc  nuf^estellt  wer- 
den könnten  und  kommt  zu  dem  Schlüsse,  dass  nur  völlige  Unabhün^igkeit  geeignet 
sei,  den  beobachteten  Thntsachen  zu  genügen;  dann  fahrt  er  fort:  ,,Btffore  the  modet'n 
discoveries  in  cfiemestry  the  Atmosphere  ivas  considei'ed  as  ont;  simple  etastic  fluid  su 
generiH.  .  ,  .  Lavoisir  taught  us  there  rvere  two  essentinliy  ditflinguinhablt:  fluids  to  he 
ftnmd  in  W  .  .  .  it  now  appears  there  are  at  leiist  fota-  dintinct  elnUic  fluids  foimd  in  every 
portion  of  atmosp/ieric  air  subject  to  examination.  And  these ,  /or  nuyht  that  appean ,  are 
tOtiUty  intependent  one  of  another\  so  nmch  thiit  if  uny  ont  of  them  loas  whotly  withdramn 
from  the  smface  of  the  earth^  the  rest  wouid  not  at  <dl  he  affected  hy  the  circtanstance,  either 
in  their  density  or  Situation;  or  ifung  atmosphere  of  another  kind  were  /idded  to  them,  they 
tpould  stiil  vi'tain  their  rcspective  stations  and  densities/*  Mem.  of  the  liter.  and  philos. 
Socfeif/.     Manifester  Vol.  V.  Pt.  II.  p.  545. 
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wiederholt  und  es  ist  mir  nicht  bekannt,  dass  seit  Dalton^s  Zeiten  irgend 
ein  namhafter  Physiker  dagegen  Widerspruch  erhoben  hätte.  Gleiches 
gilt  von  den  Meteorologen,  deren  Ansichten  von  Schuiid  sehr  vollständig 
entwickelt  und  zusammengestellt  worden  sind.*) 

I)as  von  mir  angestellte  Experiment  beweist  nun  unwiderlegbar,  dass, 
wenn  Luft  und  Wasserdampf  in  demselben  Kaume  sich  befinden,  der 
Wasserdampf  auf  die  Luft  und  die  Luft  auf  den  Wasserdampf  einen  Druck 
ausübt  und  mithin  der  Lehrsatz,  von  welchem  Dal  ton  ausging  und  die 
Folgerungen,  die  er  daraus  abgeleitet  hat,  völlig  unhaltbar  sind.  Zwar 
behauptet  Herr  Bloxam**),  dass  den  angeführten  Thatsachen  gegenüber 
die  Dalton 'selben  Gesetze  „wie  sie  von  brittischen  Meteorologen  aufge- 
fasst  worden  seien'*  als  vollkommen  richtig  anerkannt  werden  müssten. 
Indessen  finde  ich ,  dass  Sir  J.  H  e  r  s  c  h  e  1  in  seiner  Meteorologie  die  gegen- 
seitige Unabhängigkeit  des  Dampfes  und  der  Luft  von  einander  (non-reci- 
procity  of  pressure)  ausdrücklich  als  Grundsatz  aufstellt***),  ich  finde 
ferner,  dass  die  ersten  jetzt  lebenden  brittischen  Meteorologen  den  Dampf- 
druck vom  Barometerstande  abziehen,  in  der  Absicht,  den  Druck  der 
trockenen  Luft  zu  erhalten,  was  nur  dann  einen  Sinn  hat,  wenn  man  eine 
unabhängige  Dampfatmoaphäre  annimmt. 

In  wie  ferne  es  für  die  meteorologische  Forschung  gleichgültig  sein 
kann,  ob  man  den  Dampf  als  unabhängig  oder  als  der  Atmosphäre  bei- 
gemengt betrachtet,  wird  klar,  wenn  mau  bedenkt,  dass  im  ersten  Falle 
durch  den  Dampf  keine  atmosphärische  Bewegung  hervorgerufen ,  sondern 
nur  der  Transport  der  Feuchtigkeit  und  einigermassen  auch  der  Wärme 
vermittelt  wird,  während  im  zweiten  Falle  der  Dampf  die  Atmosphäre  er- 
höht, die  Luftmassen  von  ihrer  Stelle  bewegt  und  jede  Aenderung  des 
Dampfes  in  dem  Gleichgewichte  der  Atmosphäre  eine  entsprechende  Aen- 
derung herbeifuhrt. 

Ich  will  nun  in  der  Dampftheorie  selbst  noch  einige  Punkte  genauer 
erörtern.     Zunächst  wäre  zu  bemerken,  dass  Dal  ton  durch  seine  Expe- 


♦)  Allg.  Encyclopädic  der  Physik:  Meteorologie  von  Sc  hm  id.  p.  42.601.  920. 
*♦)  Proceedings  of  the  British  MeleoHohgical  Society  Vol.  II.  44.  Man  vergl. 
ferner  einen  früheren  Aulsatz  desselben  Verfassers.  Vol.  L  41.  —  In  demselben 
Bande  wird  die  Lehre,  wornach  im  Widerspruche  mit  Daltoa^s  Theorie  der  l)ampf 
ohne  gesetzmässige  Vertheilung  in  der  Atmosphäre  zerstreut  wäre,  als  von  Halley 
herrührend  bezeichnet;  mit  grösserem  Rechte  jedoch  möchte  sie  dem  Aristoteles 
zuzuschreiben  sein.  Dabei  darf  allerdings  nicht  übersehen  werden,  dass  vor  Dal  ton 
die  Kigenschaften  des  Dampfes  nicht  bekannt  waren ,  mithin  von  Aufstellung  einer 
richtigen  Lehre  hinsichtlich  seines  Verhaltens ,  der  atmosphärischen  Luft  gegenüber, 
keine  Rede  .sein  konnte.  Auch  in  neuerer  Zeit  mag  es  vorgekommen  sein,  dass  hir 
und  da  meteorologische  Schriftsteller,  bezüglich  der  Verbreitung  des  Dampfes  in  der 
Atmosphäre  richtige  Ansichten  (geäussert  haben,  nicht  etwa  in  der  Weise,  dass  sie 
die  wissenschaftlichen  Fragen  die  sich  daran  knüpfen  zur  Entscheidung  gebracht 
hätten,  sondern  desshalb,  weil  ihnen  diese  wissenschaftlichen  Fragen  und  die  Be- 
deutung derselben  gar  nicht  bekannt  waren. 

♦♦♦)  Meteorohgy^  /vom  the  Encyclopedia  Brttannica^  by  Sw  J,  H«%cUt\. '^^.^»^sKi . 
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rmidnto  d«r«iir  g<*fülirt  wunle»,  ^ni^rst  hm  Midcitnngf*?!  pf^rmR5(*nt^r  Gas^» 
jrdp»  Cin»  tih  iinstljbKngig  ffir  wich  uriU  i\vm  Druck  dor  Hbrlg**«  nicht  unter- 
würfen XU  Wtrnclitcn^  und  dasa  er  später  dieses  Verhalten  auf  den  Wn^ser- 
dainpf  üborlrug* 

NÄcbdcm  abrr  jeUt  die  Vorausjietxun^  D  Alton'«  betin  Wftsserdanipfe 
kI«  imbcgrtindct  uacbgäwieäen  Ut,  ao  fragt  ilch,  ob  iie  nocb  filr  die  per^ 
niAiietiten  G/iso  als  hegrilndet  nngenoninien  werden  könne, 

Eft  b^ltti)  kernt)  Bcbwicngkeit,  dies  durch  ein  Experiment  zn  ent* 
scheiden*);  icli  hrtbe  jedoeh  dns  Experiment  selbst  nicht  angestellt,  da  der 
Erfolg  vornusÄU^fli^hen  hi  und  nnzwoifelhaftp  gegen  die  Annahme  D alto n'a, 
^,u  dem  nllgenx'itien  Lehr^atKd  führen  würde,  dass,  scMvie  es  nur  eine 
Oravilatroniikrai^  gl^^bl,  die  allen  ponderabeln  Bnbätansten  in  TerscbiedeDem 
Grade  eig«*n  iüt,  sfi  auch  nur  eino  Eepulsivkraft  unter  den  permanenten 
wie  nicht  pi^rinanentcn  Gftfien  exT&lire,  welche  den  Moleculea  nach  be- 
ütiuimteni  Verhilltnisfie  zukomme.**)  Ein  Snuerstoffgas-  ,  «ijn  Wasser^tolF- 
gas  ,  f!in  Dampftnrtlecul  u*  a*  w.  würden  diesem  Batxe  xii folge  ganz  nnab- 
**^"g'^  ^'**'*  ihrtT  sonstigen  Ungleichiirtigkeit  ebenso  eine  gegenseitige  Ab- 
«toKwtiiig  auf  einander  ausiibeu,  wie  eine  Efsenmasse,  eine  Bteinmasse,  eine 
WassernmÄfiö  y*  s,  w.  sich  gej;enaeHig  anseidien.  Die  Abstossungü kraft  d«r 
Ortse  wird  wohl  als  eine  eigen thU ml icho  Wirkung  der  Würme  betrachtet 
werden  niHssen. 

lünsicbtlich  der  Lehre  Dalton^a  darf  man  übrigens  ntcbt  vergesson^ 


*)  Unter  den  verschiedenen  Einriebtangen,  welche  man  treffen  könnte,  nm 
das  Experiment  ansuBtclIen ,  scheint  mir  die  auf  Taf.  VIII  Fig.  4  befindliche  Auj;- 
führuug  am  wenigsten  Schwierigkeit  darzubieten.  Man  nehme  ein  Glasgefäss  von 
der  dort  dargestellten  Form,  bestehend  aus  zwei  Kugeln  i^  und  i?  und  den  offenen 
engen  Röhren  aby  cd,  ef,  welche  davon  ausgehen.  Vom  Anfange  sei  die  Communi- 
cation  zwischen  A  und  B  mittelst  des  Hahnes  g  aufgehoben  und  man  fülle  die  Hälfte 
ag  mit  SauerstoffgHS ,  die  Hälfte  gf,  mit  Wasserstofl^as  und  sperre  sie  ab  durch  die 
Qnecksilbertropfen  p  und  7,  auf  welche  von  Aussen  die  Atmosphäre  drückt.  —  Nach- 
dem nun  unter  solchen  Bedingungen  das  Gleichgewicht  sich  hergestellt  hat,  öffne 
man  plötzlich  den  Hahn  ^,  so  ergiesst  sich  das  Sanerstoffgas  des  Raumes  A,  nach 
I)  al  to  n's  Theorie  ohne  auf  das  Wasserstoffgas  irgend  einen  Druck  auszuüben,  durch 
die  enge  Röhre  gd  in  den  Raum  ß  und  dann  durch  die  enge  Röhre  ef  gegen  den 
Quecksilbertropfen  q  hin,  und  da  diese  Bewegung  wegen  der  Reibung  einige  Zeit  in 
Anspruch  nimmt ,  so  muss  unterdessen  der  Quecksilbertropfen  p  weiter  gegen  A  vor- 
rücken; aus  analogem  Grunde  wird  auch  der  Quecksilbertropfen  q  gegen  ß  vorrücken. 
Erst  wenn  das  Sauerstoffgas  bis  zum  Quecksilbertropfen  q  und  das  Wasserstoffgas  bis 
zum  Queeksilbertropfen  p  gelangt  ist,  werden  diese  wieder  auf  ihren  ursprünglichen 
Stand  zurückge<lrängt.  Eine  fernere  Folge  des  Dalton'schen  (^esctzes  wäre,  dass, 
wenn  der  Huhn  geöffnet  wird ,  bis  zur  völligen  Ausgleichung,  in  verschiedenen  Thoilen 
des  Raumes  verschieden  starker  Druck  vorhanden  sein  müs.ste.  —  Wenn  das  obige 
Experiment  auspreführt  werden  sollte,  so  unterliegt  es  keinem  Zweifel,  dass  beim 
Oeffnen  des  Huhnes  die  Quecksilbertropfen  in  vollkommenster  Ruhe  verbleiben 
werden,  ein  Erfolg,  der  unter  Voraussetzung  der  Unabhängigkeit  der  Gase  nur  dann 
sich  erklären  Hesse ,  wenn  die  Expansion  keine  messbare  Zeit  in  Anspruch  nehmen 
würde.  Eine  solche  Voraussetzung  hat  Dalton  nicht  gemacht  und  sie  würde  auch 
mit  den  Gesetzen  der  Bewegung  der  Flüssigkeiten  im  Widerspruche  stehen. 

**)  Diese  Hypothese  ist  bereits  von  Dalton  in  der  oben  erwähnten  Abhandlung^ 
p  541  erörtert  wdideii;  seiner  Ansicht  zufolge  wäre  sie  jedoch  als  mit  den  ßeobach- 
tnngsresnUfiten  i/nvcrcinhar  zu  betrachten. 
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dass  er  keinen  Versuch  angestellt  bat,  wodurch  direct  die  Unabhängig- 
keit der  Gase  nachgewiesen  worden  wäre,  sondern  dass  er  diese  Unab- 
hängigkeit angenommen  hat,  um  den  durch  Experimente  constatirten  Um- 
stand zu  erklären,  dass,  wenn  mehrere  Gase  in  demselben  Kanme  sich 
befinden,  eine  gleichmässige  Mischung  entsteht,  d.  h.  jedes  Gas  gleich- 
massig  in  dem  ganzen  Räume  sich  vertheilt.  Dagegen  wäre  jedoch  zu  er- 
innern, dass  derselbe  Erfolg  auch  auf  ganz  anderem  Wege  zu  Stande 
kommen  kann  und  als  Nachweis  dieser  Behauptung  mag  beispielsweise  die 
DifTusion  eines  Färbestoffes  in  Wasser  dienen.  Wenn  man  einen  für  das 
Experiment  geeigneten  Färbestoff  in  ein  mit  Wasser  gefülltes  Gefäss 
bringt,  so  fangen  sogleich  die  Atome  desselben  an,  sich  zu  zerstreuen  und 
nach  längerer  oder  kürzerer  Zeit  findet  man  den  Farbstoff  gleichmässig 
in  der  ganzen  Wassermasse  vertheilt,  ohne  dass  es  irgend  möglich  wäre, 
Bedingungen  vorauszusetzen,  wie  sie  Dal  ton  bei  der  gleichmässigen  Ver- 
theilung  der  Gase  voraussetzt.  Die  Erklärung  des  hier  betrachteten  Vor- 
ganges bietet  nicht  wenig  Schwierigkeit  dar  und  verschiedene  Ansichten 
mögen  darüber  vorhanden  sein ;  ich  meinestheils  stelle  mir  die  Diffusion 
überhaupt  vor,  als  eine  Tendenz  der  Molecule  eiuer  Flüssigkeit  fremd- 
artige Molecule  einzuschliessen  und  gründe  diese  Vorstellung  zunächst  auf 
das  Verhalten  der  Luft. 

Wenn  man  einen  Magnet  schwingen  lässt,  so  schliesst  sich  an  die 
Oberfläche  desselben  eine  Luftschicht  von  3  Pariser  Linien  in  der  Dicke 
fest  an  und  schwingt  mit  dem  Magnet*);  analog  hiermit  wird  jedes  Stäuh- 
chen,  welches  in  der  Luft  schwebt,  von  einer  kugelförmigen  fest  adhärireu- 
den  Luftatmosphäre  umschlossen,  welche  mit  dem  Stäubchcn  gegen  die 
Erde  fällt  und  die  Bewegung  desselben  verzögert  oder  gänzlich  aufhebt."^*) 


*)  Pogg.  Ann.  LXXI.  124.  Bcssel  hat  schon  im  Jahre  1827  den  Einfluss  der 
Luftadhäsion  bei  Pendeiversuchen  bestimmt  und  vor  ihm  hatte  liezoiit  bezüglich 
auf  denselben  Gegenstand  richtige  Grundsätze  autgestellt. 

**)  Ich  glaube ,  dass  man  bisher  gewöhnlich  das  Schweben  fein  sertheilter  Stotfe 
in  der  Luft  als  eine  Wirkung  des  Widerstandes  oder  der  Zähigkeit  derLuit  betrachtet 
hat.  Ein  in  der  Luft  befindliches  Molecul  hütte  hiernach  die  Lufttheilchen  beim 
Fallen  zu  trennen.  Richtiger  scheint  mir  aber  die  oben  gegebene  Erkliirnng,  woruach 
das  langsame  Fallen  eines  Moleculs  haupt8üchiich  daher  kommt,  dass  dasselbe  eine 
gewisse  Luftmasse  mit  sich  fortzuführen  hat;  natürlich  wirkt  unter  dieser  Voraus- 
setzung die  Zähigkeit  der  Luft  um  so  stärker  mit.  Als  sehr  geeignet  zur  Erläuterung 
des  hier  besprochenen  Erfolges  kann  das  langsame  Fallen  fein  zertheilter  Kreide  in 
Wasser  erwähnt  werden.  Die  Kreidetbeilchon,  die  2V^roal  specifisch  schwerer  sind» 
als  das  Wasser,  können  ganze  Tage  im  Wasser  schwebend  bleiben,  ohne  sich  merk- 
lich dem  Boden  des  GefUsses  zu  nähern. 

Das  Schweben  der  Wolken  in  der  Luft  ist  als  ein  analoger  Vorgang  zu  betrachten. 
Wenn  eine  Wolke  gegen  die  Erdoberfläche  herabkommen  soll,  so  muss  die  ganze 
zwischen  den  Wassermolecnlen  boHndliche  Luft  zugleich  mit  dieser  fortgetragen  wer- 
den, d.  h.  eine  W^olke  bildet  ein  aus  Luft  und  Wasser  zusammengesetztes  Conglo- 
merat,  welches  nur  sehr  wenig  specitisch  schwerer  ist,  als  die  Atmosphäre. 

Sir  J.  II  erschel  (Meieofoloyy  p.  101)  spricht  die  Ansicht  ans,  dass  die  Wolken 
ohne  eine  aufwärts  wirkende  Kraft  (welche  nach  ihm  hauptsächlich  aus  der  durch  die 
Sonnenstrahlen  erzeugten  Verdunstung  hervorgehen  soll)  ziemlich  schnell  gegen  die 
Erde  herabfallen  müssten,  und  dass  die  Wolken  infolgo  dea&^\\\)^Vtik^^\i!cS^«t  %\.^^'«xi> 


die  gletchm?issigr  DurrlimhpJntng  br^greinicb  zu  mnchen  und  weiiii  anch 
Amlctre  nftturgetiiÜH»«^  Hypothesen  (i.  B.  die  Anunlime,  dass  unter  d^n 
Moluculcn  dßss6lb(?ii  Gfti?ies  di«^  HepnkioTiskriift  etwns  g^röss^r  Mei,  aIi 
Uöt**r  ^\pn  Molcrnlütti  veracliiedener  Gase)  bi^iiüCzt  werden  kfinnteii,  am 
den  Erfolg'  gi%nx  adt^r  tfieitweise  Ktt  erklfirni] «  sn  bietet  sich  Torlüiifig,  wie 
mir  acliejut,  zur  Einfübrung  eoldier  Hypatbesan  ein  liinrejehentlcr  Grtind 
tiiclit  dni-* 

Unter  VorntissotsiiQg  der  biiflier  gewDnneacn  Grundlagen  will  ich  nun 
i?eraucbei3f  die  ße«iclin11'eDhc1t  Uüd  ätt»  Verb  alten  des  Dampfes  etWAs  iiäber 
£11  crörtpna* 

Ein  ÜArnpfmolectil  besteht  ans  Wasser  nnd  latenter  W^rme  m  gane 
lie»timmtf^m  VerbHIlniwe  mit  einander  verbunden»  so  Ewar,  das«  «in  Bampf- 
molccul  genau  ao  viel  WunSf^r  nnd  geuan  so  viel  latente  Wärm«  hat,  wie 
6m  andere;  hiernus  Mgt  eiigl^ich,  da&s  sowohl  der  Wnssc^rgebnlt,  nb  auch 
dl«t  latente  Wärme  einer  IJampfmitsse  der  Dichtigkeit  des  Dampfes  prö- 
portmnal  ist**) 

Wa»  diö  Verbind nng  der  tntenten  WKrme  mit  dem  Wasser  hetriftf,  so 
witt^en  wir  von  der  eigtnitlicben  Natnr  derselben  nichts;  nur  so  viel  ist  be- 
kannt, dass  sie  nicht  diirch  eineii  allniHligen  Uebergang,  sondern  wie  en 
hei  Äenderungen  des  Ag^vegatÄtistandes  tiberliaupt  der  Fall  ist,  clnrch  eine^ 
plotÄlidio  LI  mw  find  hing  —  durch  einen  Sprung  —  «n  Bcande  kommt. 

Will  in  der  latente  Z «stand  der  Wurnio  besteht,  ist  ebenralls  im  (Tvnnde 
unbekannt,  wenn  gleich  hinsichtlich  desselben  mehrere  Bestimn^ungen  durch 
die  Beobachtung  geliefert  werden.  Zunächst  geht  ans  der  nähern  Be- 
trachtung aller  Umstände  nnzweideutig  hervor,  dass  nicht  etwa  eine  Affi- 
nität oder  gegenseitige  Anziehung  des  Wassers  und  der  Wärme  die  Dampf- 
bildung und  das  Latentwerden  der  W^ärme  bedingt,  sondern  dass  vielmehr 
die  Repulsion,  welche  die  frcieWärme  aufsich  selbst  ausübt, 
den  Uebergang  in  den  latenten  Zustand  veranlasst. 

Der  latente  Zustand  ist  aber  nicht  etwa  ein  Zustand  der  Kraftver- 
nichtung, sondern  ein  Zustand  der  Unterdrückung,  indem  die  latente  Wärme 


bei  der  Nacht  tiefer  herabgehen;  diese  Ansicht  scheint  mir  weniger  tds  die  oben  ent- 
wickelte den  bisher  durch  Beobachtung  ermittelten  Thatsachen  zu  entsprechen. 

Dass  Wasser  in  feiner  Zertheihing  unter  gewissen  Umständen  in  der  Luft  schwe- 
bend und  ohne  gegen  die  Erde  herabzufallen,  sich  erhalten  könne,  beweist  der  Nebel, 
den  man  oft  bei  Windstille  ohne  alle  wahrnehmbare  Bewegung  beobachten  kann,  und 
der  Dunst,  der  in  feuchten  Kellern  stets  sich  vorfindet. 

♦)  Mit  den  Versuchen  von  Watt  nnd  mit  den  später  von  Pambour  erhaltenen 
Resultaten  stimmt  dies  überein,  .doch  zeigen  die  genaueren  Untersuchungen  des 
Herrn  Kegnaul  t,  dass  bei  hühen^n  Temperaturen  eine  allmälige  Abweichung  vom 
einfachen  Verhältnisse  eintritt  Einer  Theorie  des  Dampfes  darf  man  übrigens  das 
einfache  Verhältniss  zu  Grunde  legen,  ebenso  wie  man  bei  Untersuchungen  über 
die  Gesetze  elastischer  Körper  von  dem  einfachen,  aber  in  der  Natur  nicht  vorhan- 
deoen  Verhältnisse  der  vollkommenen  Elasticität  ausgehen  rauss. 
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durch  die  freie  Wärme  Diedergebalten  wird  und  augeubiicklich  in  freie 
Wärme  sich  yerwandelt,  sobald  die  vorhandene  freie  Wärme  nicht  mehr 
auereicht,  um  sie  niederzuhalten. 

Damit  ist  ausgesprochen,  dass  es  zwischen  der  freien  Wärme  und 
latenten  Wärme  ein  Orenzverhältniss,  oder  wenn  man  will,  einen 
ätand  des  labilen  Gleichgewichtes  giebt,  und  dass,  sobald  die  freie  Wärme 
zu  gross  ist,  ein  Theil  davon  in  den  latenten  Zustand  und  sobald  die  latente 
Wärme  zu  gross  ist,  ein  Theil  in  den  freien  Zustand  übergehen  muss.  Bei 
diesem  Grenzverhältuisse  ist  die  freie  wie  die  latente  Wärme  nach  ihrer 
Quantität  zu  messen. 

Nun  wird  die  Quantität  der  freien  Wärme  eines  Raumes  durch  das 
Product  der  am  Thermometer  abgelesenen  Temperatur  in  den  Raum  und 
die  Quantität  der  latenten  Wärme  durch  das  Product  der  Dichtigkeit  der 
latenten  Wärme  (d.  h.  der  Dichtigkeit  des  Dampfes)  in  den  Raum  reprä- 
sentirt;  somit  kann  man  anstatt  des  Grenzverhältnisses  zwischen  der  freien 
und  latenten  Wärme  ein  gleichbedeutendes  Grenzverhältniss  zwischen  der 
Temperatur  und  der  Dichtigkeit  des  Dampfes  substituiren. 

Die  bisher  entwickelten  Grundsätze  entsprachen  vollkommen  den  Be- 
stimmungen, welche  die  Beobachtung  hinsichtlich  der  Entstehung  nnd  des 
Verhaltens  des  Dampfes  im  luftleeren  Räume  geliefert  hat  und  er- 
klären insbesondere,  wie  boi  fortgesetzter  Compression  des  Dampfes  oder 
fortgesetzter  Verminderung  der  Temperatur  man  an  eine  Grenze  gelangt, 
wo  die  Dampfmolecule  anfangen,  in  ihre  Bestandtheile  —  Wasser  und 
Wärme  —  sich  aufzulösen.  ^ 

Im  Ittfter füllten  Räume  treten  bei  der  Bildung,  wie  bei  dem  Ver- 
halten des  Dampfes  einige  Modificationen  ein.  Die  Bildung  des  Dampfes 
wird  zwar  durch  den  Druck  der  Luft  nicht  gehemmt,  denn  die  Verbindung 
der  Wärme  mit  den  Wassermoleculen  geht  ganz  unabhängig  von  jedem 
Drucke  vor  sich;  dagegen  stellt  die  Luft  der  Verbreitung  des  Dampfes 
Hindernisse  entgegen,  und  da  neuer  Dampf  nicht  entstehen  kann,  bis  der 
vorher  entstandene  sich  von  der  Wasserfläche  entfernt  hat,  so  wird  die 
Dampfbildung  verzögert;  übrigens  breitet  sich  der  Dampf  vermöge  der 
oben  erklärten  Dififusionstendenz  mit  der  Zeit  gieichmässig  in  jedem  ge- 
schlossenen Räume  aus» 

Im  lufterfüllten  Räume  hat  der  Dampf  ausser  seinem  eigenen  Drucke 
auch  den  Druck  der  Luft  auszuhalten  und  infolge  dessen  wird  jedes  ein- 
zelne Dampfmolecnl  comprimirt  und  (wenn  man  sich  die  Dampfmolecule 
als  elastische  Kugeln  denken  will)  auf  ein  kleineres  Volumen  beschränkt; 
da  jedoch  hierbei  die  Dampfmolecule  gieichmässig  vertheilt  sind  und  ihre 
Mittelpunkte  so  weit  von  einander  entfernt  bleiben,  als  wenn  gar  keine 
Luft  vorhanden  wäre,  so  wird  die  Dichtigkeit  des  Dampfes  weder  »vermehrt 
noch  vermindert,  mithin  das  oben  bezeichnete  Grenzverhältniss  zwischen 
der  Temperatur  und  Dichtigkeit  nicht  geändert.    Der  ü^m^^  ^\&  ^^"«^»2^^* 
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th<^il  cin(*s  n<*TntseIie»  von  verscliiedonmi  Gasen  bringt  dcmnncli  ^mn  Ver* 
mehruTig  dim  Driickeö  iHTTort  d\<i  gloith  iit  dem  Drucke,  de»  er  für  eich 
IUI  luftleeren  Rfliime  itUBgeübt  liaben  würde,  und  atieh  dni  Grenz vprli^hniBS 
zwjgefien  der  Tempf^ratiir  und  der  Dichtigkeit  erleidet  durcli  den  Druck 
der  anderen  G»so  keine  Aendornng,  Alles  in  Uebereinstiniuiung  mit  dem 
von  D Alton  aus  fieiueu  VersucLen  abgeleiteten  Hesnhrttr,  dass  es  bei  dem 
Dampfe  rÜeksicbUicli  des  Dnickes  wie  des  Süttignngsgrade»  keinen  Unter- 
Bcbied  mache,  ob  er  im  lufterftillten  oder  luftleeren  KRume  sieh  befinde. 

So  lange  man  mit  Wasaerdampf  unter  einer  Glasglocke  experimentirt, 
bewüiirf  n  sich  diesp  Sritze  vollkommen  \   will  man  sie  aber  auf  den  iiuend- 

t~  lieb  Ausgedebtitcru  Kaum  der  Atmosphäre  anwenden,  so  kommt  eu  berück- 

sichtigen :  4 

l)  daes  auf  der  ErdoberfiÜche  nicht  blos  dae  Wasser,  sondern  ancb  die 
freie  Wärme  sehr  ungleich  Tertlieilt  ist,  mithin  die  Dampfbildung  10 
^  ganz  un  regelmässig  er  Weise  vor  sich  gf^bt; 

2}  da^B  bei  der  grossen  Ansdehnung  der  Atniöspbüre  eine  gl^ittbmHssi^o 
Vertheilung  des  Dampfe«  in  derselben,  auch  wenn  keine  besou-^ 
deren  Hindernis'se  vorhanden  w^iren,  nur  nach  Verlauf  einer 
langen  Zeitperlodc*)  zn  Stande  kommen  kJ^nnlej 
3)  dflss  der  gleichmäs»igen  Vertheilung  Tielc  besondere  Binder- 
nissei  worunter  vorzugsweise  die  allgemeinen,  wie  die  localen 
m  Strömungen  der  Luft,  die  beständigen  Aenderungon  der  Tenipeiatur 
und  t heil  weide  Condenflntionen  zu  erwähnen  wart-u,  entgegeiistelipu* 
Die  VertheiluDg  des  Wasserdampfes  in  der  Luft  wird  von  unendlich 
vielen  wirkenden  Ursachen  bedingt,  wovon  zwar  jede  für  sich  einen  ge- 
wissen regelmässigen  Finalzustand  herbeiführen  würde,  die  aber  so  schnell 
auf  einander  folgen,  dass  ein  Finalzustand  gar  nie  erreicht  wird.  Selbst 
die  Hauptbedingnngen,  wovon  das  Bestehen  des  Dampfes  abhängt,  treten 
nur  in  schwachem  Maasse  hervor.  So  sollte  die  Quantität  des  Dampfes 
vom  Aequator  an  gegen  den  Nord-  und  Südpol  allmälig  abnehmen,  so 
sollte  auch  die  Dichtigkeit  des  Dampfes  in  regelmässigem  Verhältnisse  mit 
der  Höhe  abnehmen;  die  Beschaffenheit  der  Erdoberfläche  (Wasser-  und 
Landstrecken)  und  die  Strömungen  der  Atmosphäre  (die  in  horizontalen 
Schichten  über  einander  fortziehenden  wärmeren  und  feuchten  Luftströme 
von  Süden,  kalte  und  trockene  von  Norden)  modificiren  jedoch  in  sehr  be- 
trächtlichem Maasse  den  Erfolg,  oder  kehren  sogar  die  normalen  Verhält- 


*)  Auch  bei  der  atmosphärischen  Luft  ist  die  vollkommen  gleichmässige  Ver- 
theilung der  constituirenden  Gasarten  der  seit  Jahrtausenden  fortdauernden  Durch- 
mischung zuzuschreiben.  Die  Ansicht,  dass  in  den  höheren  Regionen  wegen  der  Ver- 
schiedenheit des  spccifischen  Gewichtes  andere  Mischungsverhältnisse ,  als  auf  der 
Oberfläche  der  Erde  eiiitn-ten  müssten ,  hat  sich  durch  die  Erfahrung  nicht  bestätigt 
und  wäre  auch  nie  theoretisch  aufgestellt  worden ,  wenn  man  den  beständigen  Aus- 
tausch der  oberen  und  uiiteron  Luftschichten  und  die  Zähigkeit  der  Luft  gehörig 
berÜckBichtigi  hiitie. 
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nisse  vollutändig  nm.  In  letzteror  Hczieliung  bat  der  Dampf  sehr  grosso 
Analogie  mit  der  Temperatur  der  Luft  und  diese  Analogie  gewährt  auch 
die  beste  Grundlage,  wenn  entschieden  werden  soll,  wie  die  meteorologische 
Untersuchung  des  in  der  Luft  enthaltenen  Wasserdampfes  einzurichlen  sei. 

Wir  bestimmen  die  Temperatur  an  der  Oberfläche  der  Erde,  Mittel- 
werthe,  tägliche  und  jährliche  Perioden;  gerade  so  muss  in  Bezug  auf  den 
Dampf  verfahren  werden  und  zwar  ist  es  die  Dichtigkeit  des  Dampfes, 
welche  als  Maassbestimmung  angenommen  werden  soll,  um  so  mehr,  als 
durch  die  zur  Messung  verwendeten  Instrumente  die  Dichtigkeit  angezeigt 
wird.  Sowie  übrigens  die  Temperatur,  die  an  der  Erdoberfläche  beobachtet 
wird,  keine  Grundlage  giebt  für  die  Untersuchung  der  Temperatur  in  den 
höheren  Regionen  der  Atmosphäre,  so  kann  auch  aus  der  an  der  Erdober- 
fläche befindlichen  Dampfmenge  auf  die  in  der  Höhe  vorkommende  Dampf- 
menge kein  berechtigter  Schluss  gezogen  werden. 

Die  progressive  Abnahme  der  Temperatur  in  der  Höhe  bildet  eine 
Untersuchung,  die  nur  durch  zahlreiche,  in  verschiedeneu  Jahreszeiten  nnd 
an  verschiedenen  Punkten  der  Erdoberfläche  vorgenommenen  Beobachtungs- 
reihen zu  sicheren  Mittelwerthen  führen  kann  und  ganz  auf  gleichem  Wege 
und  nicht  etwa  durch  Voraussetzung  einer  theoretisch  richtigen,  aber  gar 
nie  in  Wirklichkeit  sich  realisirenden  Difiusion,  oder  wenn  man  will,  Ex- 
pansion des  Dampfes  wird  es  möglich  sein,  zu  einer  Kenntniss  der  Verhält- 
nisse des  Wasserdampfes  in  der  Höhe  zu  gelangen. 


XUn.  Betchreibung  und  Theoria  eines  Tariationsinitmments  für 
Deolination  und  Intensität  des  Erdmagnatismus.  Von  Dr.  Ludwig  Mat- 
THIE88EN  in  Jcver. 

Seitdem  die  Physiker  sich  mit  der  genauen  Untersuchung  und  Beob- 
achtung der  Variationen  der  Kichtung  und  Intensität  des  Erdmagnetismus 
beschäftigt  haben,  sind  verschiedene  Instrumente  zur  Beobachtung  der- 
selben angegeben  und  verwendet  worden.  Die  Kleinheit  jener  Verände- 
rungen indessen  hat  bisher  so  genaue  und  kostspielige  Vorrichtungen  er- 
fordert ,  dass  es  nur  wenigen  auserwählten  Persönlichkeiten  vergönnt  ist, 
sich  dieser  interessanten  Naturerscheinung  zu  erfreuen.  Seit  längerer  Zeit 
bin  ich  deshalb  bemüht  gewesen ,  einen  Apparat  herzustellen ,  welcher  bei 
einem  geringen  Aufwände  von  Mitteln  und  einer  bequemen  Beobachtung 
doch  ziemlich  genaue  Werthe  zu  liefern  im  Stande  sein  möchte.  Unter 
allen  Vorrichtungen,  welche  ich  durch  wiederholte  Versuche  geprüft,  schien 
sich  das  im  Folgenden  beschriebene  Differentialmagnetometer  als  das  vor- 
züglichste zu  erweisen,  zumal  da  es  sich  Jeder  selbst  construiren  kann. 
Das  PHncip  desselben  ist  folgendes: 
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Jjf'gt  man  <M'nün  Mn^wpteii  NS  (Taf,  VIII  Fig.  5),  nm  besten  ^inon  so* 
gcnaimlen  Dcchneterittab^  iii  deo  maguetischen  Meridian  des  Drchnngs- 
punktes  J  einer  Boussolentiadel  ßf ,  deren  Huhelag-e  SN  ist,  so  giebt  es  bei 
HllmJUligor  AtinÜliörnng  dei^  Stabes  eino  Entfernung  e  (etwa  250 — 350"""}, 
in  wfciclier  die  N&del  beginnt,  ihre  Kubelage  nach  ff^  odnr  0  bin  xu  ver- 
l)ii(S(*u*  Innerli^tb  ziemlicb  enger  Grenzen  der  wetteren  4VniüiLi?>ruüg  (un* 
l^eliibr  Ö — ^10'"*')  gebt  die  Nadel  allmlilig  iit  die  zum  Mendian  senkrecbie 
Li^ge  übcr^  worauf  diejsolbe  ganz  in  den  j^Iertdiau  uuiicblägL  Zuiscben 
den  angegebenen  Gronxeu  t»t  die  Nadel  je  nach  ihrer  Lnge  sehr  empfind- 
Ucb  iiuil  f>s  lässt  sieb  Hlr  gegebene  Dimensionen  des  Stabes  und  der  Nadel 
die  Uleicbnug  dieaer  Bewegnug  berechnen  oder  aucli  bei  häufig  stattfinden- 
den Aiionrntien  der  niagnetiseben  VertbenuDg  empiriseh  ermitteln.  Zur 
Onnauigkett  des  Apjiarates  ist  orforderlicb ,  nicht  an  schwache  Stabe  zn 
nehmen,  am  besten  Hufeisen,  denen  nian  eine  vertikale  Stellung  giebt^ 
ferner  nicht  2u  kuv^e  Nadeln,  obgleich  die  Enipändtichkcit  derselben  naeb 
dem  ttkMgekehrten  Quadrate  ihrer  Lunge  ;&nninimt.  1  """^  dicke  und  5  bis 
Vt'^  lange  von  geraden  stäblerneti  Stricknadeln  abgebrochene  sind  die 
braucbbarsten*  Will  man  einen  Hufeisenmagneten  anwenden,  so  ist  zu 
eiupfeblen,  ihm  eine  solche  Gestalt  zu  geben,  dass  man  zu  ahäolnten  Mes- 
sungen sein  Tr^beitsmomont  ohne  Muhe  genau  berechnen  kann.  Der  von 
mir  benutzte  Magnet  ist  von  Logemann,  hat  1  Pfund  Gewicht  und  2I>  Pfund 
Tragkraft,  EiwMgt  man  nnn^  dass,  wenn  die  Entfernung  MA^=e  constant 
bleibt,  dagegen  Richtung  und  Stärke  des  Erdmagnetismus  sieh  um  cm 
Geringes  ändern,  dies  einen  ähnlichen  Einfluss  auf  die  Stellung  der  Nadel 
ausüben  wird,  als  wenn  die  Entfernung  e  sich  ändert,  so  ist  hieraus  leicht 
zu  entnehmen,  wie  die  Bewegungen  der  Nadel  zur  Berechnung  der  Varia- 
tionen dienen  können.  Die  unvermeidliche  Abnahme  der  magnetischen 
Kraft  der  Nadel  hat  auf  diese  Bewegung  keinen  Einfluss.  Das  magnetische 
Moment  des  Stabes  kann  jährlich  oder  in  kürzeren  Perioden  ermittelt  wer- 
den, da,  wo  es  sich  um  absolute  Messungen  und  nicht  blos  um  den  täglichen 
Gang  der  Nadel  handelt. 

Es  möge  zunächst  die  Abhängigkeit  des  Ablenkungswinkels  (p  von  der 
Entfernung  e  bestimmt  werden.  Seien  die  Entfernungen  der  Pole  N  des 
Stabes  und  n  der  Nadel  B  gleich  r,  nS=  r\  $N  =  Qy  sS=z  q  ]  die  Ampli> 
tude  des  Punktes  n  und  s  in  Bezug  auf  die  Pole  N  und  S  bezüglich  gleich 
of,  j3>  a\  /?,  ferner  2  l  die  Länge  der  Nadel  ns,  2/  die  Polardistanz  des 
Stabes  iVS,  so  ist : 


1 


2Ä cos  a       cos  ß      cos  a        cos  ß' 


9'  9' 


r»  =  [((?  —  /)  —  A  cos  (pY  +  A*  sifi  (f* ,   cosa  = ~ , 

/«  =[{e  +  l)^k  cos(pY  +  A»  sin  fp\       cos  ß  ^  (^0-^cosq>  ^ 
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Q 

Q''  =  [{e  +  l)  +  Xcos(pY  +  XUinfp\     cos  ß^  =  ^^^tJl+jL^^l^. 

Substitairt  man  diese  Wertho  in  die  obige  Oleicbnng  des  Oleicl^ewichts, 
worin  X  die  Horizontalintensität  des  Erdmagnetismus,  Pdas  magnetische 
Moment  des  Stabes  bedeuten,  so  erhält  man : 

2X e — / — kcosfp  e  +  l — lcosq> 

^  ~  [(e^  0* — 2  l(e^r)cosq>+l*]i  ~  [(e  +  /)« —  2  A  (e+ /)  cosq>  +  V]i 
e — l+lcos(p  e  +  l+lcos(p 

[Ce—iy+2X(e  +  l)cos(p+k^fi      [{e+iy  +  21(6+1)  cos  (p+k^]i* 
Da  nun  /  und  l  gegen  e  verschwindend  klein  sind ,  so  kann  man  mit  Ver- 
nachlässigung der  sehr  kleinen  Grössen  diese  Function  in  Reihen  entwickeln : 
2X_       I        r         2lcos(p       3     X'(l  — 3co5<p*)1 

1        r         2lcosq>       3     A'(I  — 3c()5y')"[ 

1        r    ^  2lcos(p 3    A*(l  — 3cQ5y*n 

+  (e  —  //  L  «— /  2  '        (c  —  /)•       J 

__l_r         2^gQ^y        3     X»(l  — 3co5y')-j 

.3X*(1  — 3co5g)«)- 


Differenzirt  man  nach  den  Grössen  e  und  9,  so  erhält  man: 

•^  — ___!_.  fl  4-  iO^  .    .y,^cosq>*— 11 
de  dl*sin2(p    L    ^3c'^  e«         J' 

wofür  man  näherungsweise  setzen  kann: 

d  q> e 

Te  ZX*sin2q) 

Hieraus  geht  nun  hervor,  dass  die  Empfindlichkeit  der  Nadel  der  Entfer- 
nung e  diroct,  dem  Quadrate  der  Nadellänge,  sowie  dem  Siuus  des  dop- 
pelten Ablenkungswinkels  umgekehrt  proportional  ist.  Die  VerKUch«,  welche 
mit  einer  Nadel  von  tt***  Länge  und  5,8*^'"  Poldistanz  bei  Anwendung  eines 
Stabes  von  10^  Poldistanz  angestellt  wurden,  stimmten  mit  obiger  Formel 

nahezu  überein.     Für  ß  =  241'"*  war  die  Ablenkung  y  =  45",   also  — 

= .    Für  eine  Aenderung  von  e  um  l*"""  musste  sich  also  Jq>= -— 

10,5  ^  ^  10,5 

180 
berechnen  oder  in  Graden  J(ps=s- —  =5,°5.   Die  Versuche  ergaben  im 

Durchschnitt  den  Winkel  5,*^. 

Da  es  bei  sehr  kleinen  Nadeln  scliwierig  ist,  beide  Enden  gleich  stark 
magnetisch  zu  erhalten,  die  Nadel  auch  leicht  umschlägt ^  >&v^  viX.  ^^  ^^^> 


casZip—         ^ 


450  Kldoer«  JUitUiuilungan. 

■  ...»  1         I  ti-j.j.  -  .  -  -  --„ü _  __^__^_^--_^-^-^  _— -.-  -..-    _-_r_'_'_,-_  _'j 

I  nicht  unter  ^'^^  und  Hnt^n  üturkf^n  IfsgnolsiJil)  ftn3niw€n(l<?u.  1>i  fite 
IDifn^HiicKo  Intf!n*ilät  ilrr  Nudel  au  den  Etidsti  oft  dn^lt^jcH  ist»  »"  i^t  ei»*? 
Prüfung  di^rsi*ll>pn  iiotbwrndig.  Hiorzu  ist  ciiio  genaua  ßestlmtnung  dcfa 
umgüollttcliei)  MeriiHnns  erforderlich.  Mfln  stidlt  dahd  vier  Bfobachtttngs- 
reiben  auf,  indt^zn  man  xtterst  den  Htab  von  iV  licr  der  Nadel  uäbert  und 
¥on  1  SU  l**  die  tisUicbd  und  westliche  Ablenkung  bt^ob&ehiet  und  dies 
wi4Kli»rbolt ,  in  dt*  Dl  innu  auch  den  ßub  von  *^  ber  der  Nadel  mit  entgf*g<*n* 
gcMeUtou)  Pol«  niibort*  ISinNpiebwcise  satza  icb  eine  »olcbe  Frubt^rtnhG 
hcf,  die  ubiTr  ketnon  v\n«priich  auf  grosse  Genauigkeit  erbnbt.  Der  Stab 
Y4>n  iV  bor  geoUhl^rl,  gttb  dpr  NndcJ   eine  südost^iördwestliciie  Ablrnknng, 

e?"  233  234  2^^    2:jß   2:^7  238    239  240    241   242  243    244  245  lü  mm 
9  ^uniiebUgcn  fci3"74",5  0Aö  ü3"  5«*,5  54^^  50^  45*,ö  41"  l^f  *2M",5  nm&cblagen 

J=  B,5     7     4,5   4,5       4     4,5  4,5     4,5    5   ö,5. 

Intcgrlrt  man  die  abun  abgeleitete  Differentialgieiebliug,  so  erhält  man: 

(«;^241^J 
3  4'       ' 

lIicrAUS  folgt,  das»  für  9=fy*  und  ^t  =^90"  für  ^  die  Werthe  ans  den  Gleich* 
iingcn  f*^^241*H-31*  und  e,'=241*— 3i*  gefunden  werden.  Für  A^^-äI»*-* 
berechnet  sich  nahezu  e=:241 +ü.  in  weleJien  Entfern nngen  des  8tAbes  von 
der  Nadel  also  ein  Umschlagen  stattfinden  soll.  Die  DifFerena  e — ^j=z:=l2 
trifft  bei  der  oben  angeführten  Reibe  zu*  Die  übrigen  Abweichungen  haben 
sowohl  in  einer  fehlerhaften  Anfstellnng  und  etwaigen  Torsion  des  Fadens, 
m^ä  auch  in  einer  kleinen  Anrniralie  der  Nadcd  ihren  Gruud, 

Berechnung  der  Intensität  des  Erdmagnetismus.  Diese 
wird  aus  angestellten.  Beobachtungen  mittelst  der  bekannten  Oauss^scben 
Formol : 

t  .  y^  tan  a 
ausgeführt.  Da  nicht  Jedem  eine  Weber*sche  Reiseboussole  zur  Verfügung 
steht,  so  suchte  ich  die  Grösse  2 P :  if  =  e"  ton  a  durch  eine  Schwingungs- 
methode auf  folgende  Art  zu  bestimmen.  Macht  die  Nadel  unter  dem  Ein- 
flüsse des  Erdmagnetismus  in  einer  Minute  n'  Schwingungen,  so  wird  diese 
Anzahl  bis  zu  n  gesteigert,  wenn  man  den  Ablenkungsstab  im  Meridian  der 
Nadel  mit  dem  freundschaftlichen  Pole  nähert,  hingegen  bis  zu  ti"  vermin- 
dert, wenn  man  ihr  den  feindlichen  Pol  in  derselben  Entfernung  e  gegen- 
überlegt.   Dann  ist  offenbar: 


X  «'«  n" 

Es  wurden  von   mir  zur  Bestimmung   von  Ä'  für  Jever  (53"  35'  A'/>)  vom 
0.  October  1863  folgende  Wcrthe  beobachtet: 

c  =  450 '"'" ,  n=r  45,40 ,  «"  =  20,05 

£»  =  400'"'",  n  =  48,40,  11"  =  20,50 

n  =  37,12. 
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Hieraus  folgt  im  Mittel  —  =  44062750.   Die  erste  Beobachtung  ergicbt 

für  die  Schwingnngsdauer  der  Nadel  in  der  Einheit  der  Entfernung 


4135,0 


die  zweite Secunde.   Mit  grosser  Genauigkeit  ausgeführte  Messungen 

4133,8 

ergeben    für    den    hufeisenförmigen   Magneten    T  c=  315194600    und    die 

Schwingungsdauer  unter  dem  Einflüsse  des  Erdmagnetismus  gleich  0'\07. 

Aus  w'=  37,12  folgt  für  die  Nadel  die  Schwingungsdauer  l",616,  so  dass 

man  erhält: 


_  j/2.n.  ]/3i5104600  _  '/2.n.  /315104Ö00  _ 
~  "  6,67  .  j/44662750  ~  6,67  . 1,016  .  4134,4  ""  ' 
Die  Nadel,  deren  ich  mich  zur  Beobachtung  der  täglichen  Variationen 
bediene,  hat  eine  Länge  2A  =  44"*'".  Sie  zeigte  am  12.  October  1863  bei 
e  =:  356,"*''5  eine  Ablenkung  ^=:45^  Da  nun  gemäss  der  obigen  Beobach- 
tungen f/^44662750  =  854,8*  ist,  80  folgt  hieraus,  dass  bei  solchen  Wertheu 
von  €,  welche  von856,'^5  nicht  merklich  abweichen,  wie  bei  dem  Differential- 
magnetometer,  für  eine  veränderliche  Intensität  des  Erdmagnetismus  die 
Gleichung: 

t.ei  et 

ebenfalls  gültig  ist.     Differentiirt  man  dieselbe  nach  e,  so  erhält  man: 

und  weil  nun  noch-r—  =  —  ^  „    . ist,  so  lässt  sich  de  eliminiron,  wor- 

de  Zl^stn2(p       * 

aus  hervorgeht: 

dX_^0X*sin2q>_9Xl*sin2<p 

^9>~        2ei        ~         2^ 

Da  sicli  nun  in  irgend  einem  Zeitpunkte   die  Werthe  von  X  und  e  für  cino 

mittlere  Ablenkung  9  =  45"  durch  Versuche  bestimmen  lassen,  so  ersieht 

man  leicht,  wie  die  Variationen  der  Intensität  sich  aus  den  Ablenkungen 

der   Nadel  berechnen  lassen.     Substituirt  man  beispielsweise  die  Werthe 

X  =  1 ,7070,  X  =  22,  e  =  350,5  und  g>  =  45®,  so  resultirt : 

.  ^,       0.1,767.484    ^  ^^««  . 

^^^~^-^^^^--0fi29J^. 

Für  Jq>  =^  1"  oder  in  Theilen  von  n  ausgedrückt  gleich  0,01745  ist: 
JX=  0,029  .  0,01745  =  0,0005. 

Berechnung  der  Declination.  Wir  nehmen  jetzt  die  mittlere 
Richtung  NS  als  fest,  dagegen  den  magnetischen  Meridian  N' S>  als  ver- 
änderlich an.    Ferner  möge  bei   constanter  Uorizo\\Ulm\.<6ti%\\ÄX  iv^x  ^x^ 
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liicfitting  das  Erdmagnetbmus  iitt  6q>  lindern^  so  wird  dna  Dreliuogsmoment 
X&mq^.k  der  BouksoIü  B  üui  X  cuittpXd^  wachse»,  das  der  Houssote  J  hin- 
gegen um  gleiehnet  abüclimen*  Dieser  Aenderung  eaUpricht  ttuii  oß'etibaf 
ein  Zuwachs  von  A\  welcher  gleich  iat: 

Da  aber  die  Variation  des  Instrumentes 


^9  = 


betiägt»  ao  Ut  für  ^A  =  d-V  offenbar: 

Hieraus  kfvnn  die  Variation  dg?  des  tnagnetisehen  Meridiane  für  einmal 
beahachtetc  Wcrthe  von  9  und  e  beractmet  werden  und  zwar  mittelst 
beobachteter  Ablenkungen  ^tp  de&  In?^trnments,  Sie  istj  wie  ans  der  For- 
mel hervorgebtH,  von  der  llonsoutnlintenaitiit  uujibblingig.  Ks  a&i,  um  die 
Anschauung  zu  fixtren^  die  westliche  Variation  des  Zeigers ,  also  ^9:-^  l^ 
midtp==4b^i  so  würde  diesem  ein©  Varlaeion  der  Declination  eutspreeben, 
welche  gleicli  ist: 


9  .  4S4 

6w^^ -r  Graden  =  2  Minuten. 

350,5' 


Die  TTentiung  der  Variationen-^^  und  dadurch  das  Dif- 
ferentialmagnetometer. Die  Oscillationen  der  Nadel  werden  offenbar 
durch  das  Zusammenwirken  der  Variationen  der  Declination  und  Intensität 
des  Erdmagnetismus  verursacht.  Um  diese  von  einander  zu  sondern,  be^ 
steht  das  Differentialmagnetometer  aus  zweien  in  demselben  Meridian 
liegenden  Boussolen  A  und  B  (Taf.  VIII,  Fig.  6),  deren  Nadeln  unter  Glas- 
glocken gegen  Luftzug  zu  schützen  sind.  Man  giebt  den  beiden  Nadeln 
eine  entweder  Östliche  oder  westliche  Ablenkung  von  ungefähr  45®  und 
wählt  zur  Zeit  der  Aufstellung  die  Stunde,  in  welcher  die  Declination  ihr 
tägliches  Mittel  durchschneidet,  was  etwa  10^  Fm  oder  6^ iVm  gescbieht. 
Eine  Variation  öq>  der  Declination  gegen  ^  muss  in  A  die  Ablenkung  q> 
vergrössern  um  Ej  dagegen  den  Winkel  q>  in  B  um  £  verkleinern.  Eine 
Verstärkung  der  Horizontalintensität  wird  aber  die  Ablenkung  in  A  sowobl, 
als  in  ß  um  E'  verkleinern,  eine  Abnahme  vergrössern.  Sind  nun  die  Ab- 
lenkungen nach  einer  gewissen  Zeit  in  A  gleich  9  +  e  —  f',  in  ^  gleich 
(p —  c  —  b\  so  folgt  hieraus,  wenn  man  die  Angaben  der  beiden  Bonssolen 
mit  a  und  ß  bezeichnet: 

^=i(«-/3),  ^=l(2(p-«-/3), 
woraus  Declination  und  Intensität  berechnet  werden. 

Beispielsweise  möge  hier  noch  die  tägliche  Bewegung  der  Declination, 
welche  ich  vom  15.  October  bis  4.  December  1863  aufgezeichnet  habe,  ibren 
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Platz  finden.  Da  der  Apparat  nur  roh  znsamroengesetzt  ist,  so  haben  die 
bei  einer  mittleren  Ablenkung  9  =:=  39^  beobachteten  absoluten  Werthe  von 
6<p  (in  Graden)  keinen  Anspruch  auf  Genauigkeit.  Das  Vorzeichen  +  be- 
deutet eine  westliche,  —  eine  östliche  Abweichung  vom  Meridian,  Z  die 
Anzahl  der  Beot)achtungen. 


Mor- 
gen» 

j  1"   2"   3" 
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5" 
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, 

, 
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2" 
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+ 
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1.21 

1.05 

0.84 

0.57 

0.42 

0.05 

, 

, 

. 

, 

— 

. 

. 

. 

. 

. 

• 

. 

0.20 

0.54 

0.99 

0.93 

1.98 

z 

42 

44 

37 

39 

31 

39 

27 

29 

29 

28 

10 
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XLIT.  lieber  einen  Zusammenhang  der  Seiten  einet  Kreitviereckt 
mit  den  Wurzeln  einer  biquadratischen  Oleichung.    Von  demselben. 

Sindo:,  y^yVty  Vz  die  Seiten  eines  Kroisvierecks,  so  ist  nach  Gerhard 
der  Plalbmcsscr  des  umschriebenen  Kreises: 


^  {'-x+yx+yt+yt)(.^—yr 


Der  Inhalt  V  des  Vierecks  wird  offenbar  gleich  Null,  wenn  R  einen  unend- 
lichen Werth  annimmt,  also: 

(— a:+y,+y,+ys)  (a— yi+y,+y,)  (a:+y,— y,+y,)  (a:+y,+y,— y,) 

«=10F«=0. 

Die  vier  Seiten  des  Vierecks  können  nun  als  die  Wurzeln  der  Gleichung 

a:*+  ma:*  +  ija:+p  =  0 
betrachtet  werden ,  indem  man  eine  derselben  z.  B.  x  als  Hauptgrösso  an- 
nimmt und  das  obige  Product  in  die  Gleichung 

^— 2(yi*+yt'  +  y.*)A'*+8y,y,y,a: 

-  [4  (y,'y.*+yi'y/+y,'y3')  -  (y,*  +  y.'  +  y,')']  =0 

entwickelt.    Aus  der  Vergleichung  der  homologen  Coefficienten  erhält  man : 

m 
2' 


yi'+y.*+y.'=- 
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nJna; 


«    t    *        ** 


( E  u  1  e  r  'sehe  Hesol v<jti tc- ) 


r 


XLT<  lieber  eine  Erfcheinnag  am  Newton'eohen  Farbesglase,  Siebt 
fXittii  g^^oQ  dn»  Farbengtaü  so,  da^»  man  dlo  Nf^vvtou'j^chou  KJni^o  doutllcli 
»lebt  uud  schiebt  von  der  Seitö  ßia  G1immerb]ättcb{^ii  var  dns  Auge,  «o 
dasa  ein  Thell  der  Pu|inifv  von  deinüelhtni  bedeckt  wird,  elu  Tljell  frei 
bleibt,  so  sieht  rnnix  auf  tlc«r  Si^ile  des  unbodeckteu  Angci»  €iti  Hj^trm  vim 
bellea  und  dunklen  HalbkreiäßUt  die  su  demselbeu  Ctiiitrtim  gebfiren,  wit^ 
die  Kewton'schcn  Hinge*  Ibre  Etttfernung  irou  dmein  Ceiitrnm  ij*t  der 
CjuadrAtwur^Ql  aus  der  Dicke  des  verwendoten  DlJIttchens  propurtionAl. 
Ürltigt  man  zwei  Bllittchen  vor  die  Fnpille,  so  dass  ein  Theil  derseiben 
von  beiden,  ein  Theil  von  einem  Blüttcben  bedeckt,  ein  Tbeil  frei  ist,  so 
»ieht  man  das  dem  doppelten  uud  das  dem  einfneheu  Blattcben  eni- 
gprcebende  System  ^ugleicb. 

Mau  LraucLt  Jaä  Blattcheu  nicht  anmittiilhar  vor  daü  Auge  zu  geben, 
die  Halbkreise  entstehen,  sobald  ein  Theil  der  Strahlen,  die  von  jenen 
Stellen ,  au  denen  die  Halbkreise  sich  bilden  können ,  ins  Auge  kommen, 
durch  das  Blättchen,  ein  Theil  frei  geht.  Nur  diese  Strahlen  tragen  zur 
Erzeugung  der  Halbkreise  bei;  denn  man  kann  das  ganze  übrige  Farben- 
glas mit  einem  undurchsichtigen  Schirm  verdecken,  ohne  sie  zu  stören. 
Legt  man  zwei  ebene  Glasplatten  aufeinander,  so  sieht  man  darauf  mit 
halbverdeckter  Pupille  feine  Linien,  wenn  auch  kaum  Farben  dünner 
Blättchen  zu  sehen  sind. 

Aehnliche  Nebenkreise  oder  Nebenstreifen  sieht  man  auch,  wenn  man 
andere  Interferenzerscheinungen  auf  die  angegebene  Weise  betrachtet, 
z.  B.  die  Ringe,  welche  Krystallplatten  im  Polarisationsapparate  zeigen 
oder  die  lebhaften  Interferenzstreifen,  die  mau,  durch  einen  Nicol  schief 
stehend  wahrnimmt. 

Wien.  Prof.  Stefan. 


XL  VI.  Ueber  Literferenzerscheinungen  im  prismatischen  und  im 
Beugungtspectrum.  Tal  bot  entdeckte  Interferenzstreifen  im  prismatischen 
Spectrum ,  als  er  von  der  Seite  der  brechenden  Kante  des  Prisma  ein 
OJitnmerblättchen  so  vor  das  Auge  schob,  dass  die  halbe  Pupille  von  dem- 
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selben  bedeckt  wurde,  lieber  die  Bedingungen  des  Entstehens  dieser 
Streifen  wurden  folgende  neue  Erfahrungen  gemacht:  Man  braucht  das 
BlUttchen  nicht  unmittelbar  vor  das  Auge  su  geben,  man  kann  es  irgend 
wo  zwischen  Auge  und  Prisma  halten  oder  am  Prisma  ankleben,  oder  auch 
zwischen  Prisma  und  Spalte  stellen,  wenn  nur  der  Theil  des  ins  Auge  ge- 
langenden Lichtbiindels,  der  gegen  die  Kante  des  Prisma  geht  oder  von 
dieser  kommt,  durch  das  Blättchen  geht,  so  entstehen  die  Streifen. 

Man  sieht  diese  Streifen  auch  in  den  durch  ein  beugendes  Gitter  er- 
zeugten Spectren  und  zwar  in  den  links  liegenden,  wenn  das  Blättchen 
von  rechts  in  das  von  der  Spalte  kommende  Lichtbündel  irgendwo  zwischen 
Auge  und  Spalte  eingeschoben  wird,  im  umgekehrten  Falle  in  den  rechts 
liegenden  Spectren. 

Klebt  man  auf  das  Gitter  zwei  Blättchen  neben  einander  so,  dass  in 
der  Mitte  ein  kleiner  Theil  frei  bleibt,  dessen  Breite  kleiner  als  der  Durch- 
messer der  Pupille  ist,  so  sieht  man  Streifen  in  den  Spectren  links  und 
rechts  zugleich. 

Je  dicker  das  Blättchen,  desto  feiner  und  zahlreicher  die  Streifen. 
Ein  Glasplättchen  von  0,15  Millimeter  Dicke  giebt  120  Streifen  im  Spectrum. 
Dickere  Plättchen  können  bei  Beobachtung  mit  freiem  Auge  nicht  ange- 
wendet werden,  wohl  aber,  wenn  man  das  Spectrum  durch  ein  Fernrohr 
beobachtet.  Auch  hier  kann  man,  statt  das  Blättchen,  wie  Brewster 
und  Airy  es  gethan  haben,  zwischen  Auge  und  Ocular  zu  geben,  dasselbe 
vor  dem  Objectiv,  überhaupt  irgendwo  zwischen  Objectiv  und  Prisma  oder 
Prisma  und  Spalte,  aber  auf  der  Seite  der  brechenden  Kante  des  Prisma 
anbringen.  Dadurch  ist  man  in  den  Stand  gesetzt,  dickere  Plättchen 
zu  verwenden  und  selbe  während  der  Beobachtung  beliebigen  Temperatur- 
änderungen oder  Drücken  auszusetzen  und  aus  der  geänderten  Lage  der 
Streifen  auf  die  Aenderung  der  optischen  Eigenschaften  des  Plättchens  zu 
schliessen.  Dickere  Plättchen  müssen  planparallel  sein.  Ein  Plättchen 
von  über  3  Millimeter  Dicke  gab  zwischen  den  Fraunhofer^schen  Linien 
B  und  H  2500  Interferenzliuien.  Die  letzteren  entstehen  aus  Strahlen,  die 
über  5000  Wellenlängen  Gangunterschied  haben. 

Ebenso  kann  man  die  Linien  in  den  Beugungsspectren  erzeugen  durch 
Anbringen  eines  Plättchens  vor  dem  Objectiv  oder  irgendwo  zwischen 
Objectiv  und  Spalte.  Ist  das  Plättchen  links,  so  sind  die  Linien  in  den 
linksseitigen  Spectren,  wenn  das  Fernrohr  ein  astronomisches  ist  und  um- 
gekehrt. Zwei  Plättchen,  von  entgegengesetzten  Seiten  in  das  Strahlen- 
bündel  geschoben,  so  dass  die  Mitte  desselben  frei  bleibt,  geben  Linien  in 
allen  Spectren  zugleich. 

Die  Linien  entstehen  auch,  wenn  das  Plättchen  vor  die  Spalte  gegeben 
wird,  bo  dass  es  die  Hälfte  derselben  bedeckt.  Hier  ist  es  gleich  giltig, 
ob  das  Plättchen  von  rechts  oder  links  eingeschoben  wird, 
die  Streifen  im  prisniHtiscIien  Spectrum  entsteheu  \v\  \^^\^^\i ^^'^^'o^. 
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Recensionen. 

Elemente  der  analsrtiBohen  Oeometrie  der  Ebene.  Von  F.  Joachihsthal. 
Mit  8  Fi^urentafeln.  Berlin,  6.  Reimer.  1863. 
Man  bat  es  oft  und  gewiss  nicht  mit  Unrecht  als  einen  Vorzag  der 
französischen  mathematischen  Literatur  gegenüber  der  deutschen  gerühmt, 
dass  in  dem  Lande  der  Centralisation  die  bedeutendsten  Gelehrten  es  nicht 
nnter  ihrer  Würde  halten,  auch  eigentliche  Lehrbücher  derjenigen  Wissen- 
schaften zu  schreiben,  zu  deren  Vervollkommnung  sie  selbst  am  Meisten 
beitragen ,  während  bei  uns  das  Verfassen  von  Lehrbüchern  nur  den  Diis 
minorum  gentium  überlassen  blieb ,  oder  höchstens  die  erste  Arbeit  eines 
bei  dieser  Veröffentlichung  noch  wenig  bekannten  Gelehrten  zu  sein  pflegte, 
der  sich  damit  der  mathematischen  Welt  im  Grossen  und  Ganzen  vorstellen 
wollte.  Der  Grund  dieses  Gegensatzes  liegt  nicht  etwa  darin,  dass  der 
Deutsche  weniger  die  Ueberzeugung  gehabt  hätte ,  mit  einem  guten  Lehr- 
buche  segensreich  wirken  zu  können.  Das  Bewusstsein  ist  wohl  schon 
längst  allgemein  verbreitet,  dass  gerade  für  den  Anfänger  das  Beste  eben 
gut  genug  ist,  während  viel  eher  in  den  höheren  Theilen  der  Wissenschaf- 
ten dem  Schüler  Lückenhaftes  oder  gar  minder  Genaues  geboten  werden 
darf,  wo  er  schon  die  Fähigkeit  erlangt  hat,  ergänzend  und  kritisch  seinen 
Lehrgang  zu  controliren.  Der  Grund  lag  vielmehr  sicherlich  in  der  poli- 
tischen Gestaltung  unseres  Vaterlandes,  welche  es  nahezu  unmöglich 
machte,  dass  das  Lehrbuch  eines,  wenn  auch  noch  so  bedeutenden  Schrift- 
stellers in  den  benachbarten  Duodezstaaten  eingeführt  wurde,  der  auf 
seinen  eigenen  Mathematiker  viel  zu  stolz  war,  als  dass  er  seine  Schriften 
nicht  vorgezogen  hätte.  Darin  war  allerdings  ein  Hemmniss  für  bedeu- 
tende Männer,  ihre  Zeit  und  Müheleistnng  an  Schriften  zu  wenden,  in 
welchen  untergeordnete  Geister  ihnen  Concurrenz  machen  und  dabei  auf 
Erfolg  hoffen  durften.  Es  ist  sicherlich  kein  Hereinziehen  von  Politik  in 
damit  nicht  Zusammenhängendes,  wenn  ich  behaupte,  ein  geeinigtes  Volk 
und  gute  Lehrbücher  in  irgend  einem  Zweige  der  Wissenschaft  gehen  stets 
Hand  in  Hand,  und  wie  der  Gedanke  einer  naturnothwendigen  Zusammen- 
gehörigkeit deutscher  Stämme  in  den  beiden  letzten  Jahrzehnton  deutlicher 
und  kräftiger  zum  Durchbruche  kam,  so  wird  Niemand,  der  die  ma.tK<i\sk^- 
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tlteliPii  L^tirbüelier  d<*rfi(*1Wii  P^rioile^  vergleielit,  m  Al>rede  stetlen  koDnen, 
ämBä  mehr  bedeuirndfi  MAthemAtlkct  l>eaUcIilandft  seit  dlesi^r  Zeit  EIcuieD- 
tftrwcirke  Vftrf^fleiiÜtirhton  nlaj«!  TarEier,  dm»  inncrbitlb  dieter  Periode  g^e- 
nid<*  das  letzte  Jühtzehni  wiüdi^r  das  Bejsit!  bervorgfibrAcht  baL  Za  den 
Scbrifitm  diiiAer  GatluDg  gebort  m  ganz  bervorragender  Webe  die  hier  zu 
lH*s[irt«ßbt£aila  ^^Ättntytiipeh«  Gitotnrttfie  der  Ebene'*.  E*  edieint,  aU  wetm 
d«r  t*Inn  zu  dptnflh^n  KümTii**il  m  jener  Attfj^reglen  Zeit  entstund,  welcbo 
dtrm  iB5l  erfatgtt*«  Tode  voo  C*  G,  J,  Jac  tiiü  vorbergiiig;  da^s  Jacob i 
bf!abi(icbflgte,  eine  ganz  olemütitar  gelmltetiB  aual^-^tlscbe  Geometrie  des 
Hanine«  zu  tcbreibeti,  st«  welcher  JoAcbim*thal  gleicbsnm  die  Ein- 
Imtnng  in  Gej^lnlt  t*in**r  ajjnlyt!fe*cUGti  Geomöfrift  der  Ebeue  verfassen  sollt«, 
dumlt  io  diia  gt^aanitoto  ADHlytisebe  Geometrie  dem  Anfänger  in  wiseeii- 
«eliaftlit^b  itr^^Tiger  nnd  docb  der  Form  nacb  fAssiiclier  Oarstellang  zngSng- 
lieb  sei-  Jaonbt  starb  und  hinterüesa  ein,  wc^nn  aueb  nicbt  TQUendetei^ 
diieb  »o  weit  gadlßbeties  Mänuscript,  das«  es  Herrn  Oswald  Herme»  äd- 
Tertrant  werden  konnte  ^  welcher  gegenuürtlg  die  Ho^nnng  ausespriebl, 
dviii»eü  ErNüheinen  in  Kürze  mBgHeb  machen  zn  können.  Joacbim  stbaL 
hatte  d(*n  er«t&n  Entwurf  der  ibm  KUgc^tUeiltea  Arbeit  um  1855  vollendet, 
über  dletter  eraito  Kütwiirf  genUgie  ibui  nicbt*  Er  arbeitete  ibu  nochmals 
iroll ständig  nm,  imleni  er  nnnienllicb  die  Anord&tiug  dea  Stoffes,  die  Reibeo^ 
folge  dtr  Kapitel  reritnderter,  nnd  wUbrend  dieser  Umgestaltung  eelues 
VVerkeft  »tarb  er  den  5.  April  lÜßL  Aneb  dieses  nicbt  ganz  Tollständige 
Maiuiüfript  winde  Himi  IlM-mes  zur  Heraiisj^abe  ülierliofert^  nnd  so  ist 
jetzt  das  mathematische  Publikum  im  Besitze  einer  analytischen  Geometrie 
der  Ebene,  welche  für  den  Anfänger  Alles  das  leistet,  was  verlangt  werden 
kann.  Auf  dem  kurzen  lianme  von  etwa  13  Druckbogen  sind  die  wichtig- 
sten Lehren,  die  gegenwärtig  zumeist  angewandten  Methoden  der  Geome- 
trie klar  und  präcis  auseinander  gesetzt.  Referent  hält  sonst  nicht  viel 
Ton  sogenannten  Elementarwcrken  zur  Selbstbelehrung,  da  der  Anfänger 
selten  ohne  Beihülfe  eines  Lehrers  sich  durchzuarbeiten  im  Stande  ist; 
aber  wenn  es  eine  analytische  Geometrie  der  Ebene  giebt,  welche  zu  die- 
sem Zwecke  empfohlen  werden  kann,  so  i8t  es  die  von  Joachimsthal. 
Sie  gewährt,  wenn  ich  diese  Parallele  ziehen  darf,  dem  Leser  die  Annehm- 
lichkeit der  Schreibweise ,  durch  welche  Lübsen's  Lehrbücher  so  vielfach 
schon  bestochen  haben,  und  giebt  ilim  andererseits  die  Garantie,  dass  er 
nur  Richtiges  findet,  dass  die  Schwierigkeiten  nicht  etwa  verhüllt,' sondern 
gelöst  werden.  Der  Gang  des  Buches  ist  folgender.  Im  1.  Kapitel  wird 
die  Bestimmung  der  Lage  von  Punkten  in  einer  Ebene  mit  Hülfe  von 
Parallelcoordinaten  und  von  Polarcoordiuatcn  gelehrt.  Es  lassen  sich, 
sagt  dabei  der  Verfasser  (S.  4),  noch  unzählig  viele  andere  Methoden  an- 
geben, um  die  Lage  von  Punkten  in  einer  Ebene  zu  bestimmen.  Referent 
ist  der  Ansicht,  dass  es  hier  wohl  am  Platze  gewesen  wäre,  eine  oder  die 
andere  solche  Methode  noch  zu  erläutern,   wozu  ihm  etwa  die  Plücker'- 
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sehen  Kreiscoordinaten  (Grelle  XLIV)  passend  erscheinen.    Der  Anfänger 
ist  nur  zu  sehr  geneigt,  den  Sinn  der  analytischen  Geometrie  blos  in  dem 
Kochncn  mit  gradlinigen  Coordinatcn  zu  suchen ,  und  dieser  falschen  An- 
schauung von  vornherein  entgegenzutreten,  ist  sicher  nicht  ohne  Wichtig- 
keit.    Freilich  gehört  dazu  nicht  blos  der  negative  Weg,  bei  welchem  man 
Aufmerksam  gemacht  wird,  dass  ausser  dem  Rechnen  mit  gradlinigen  Coor- 
dinatcn auch  noch  Anderes  in  das  Bereich  der  analytischen  Geometrie  fällt, 
sondern  der  Schüler  muss  in  positiver  Weise  dahin  geführt  werden,  dass 
er  einsehe,  wie  die  analytische  Geometrie  eine  Methode  ist,  so  gut  wie  die 
8)iuthetische,  dass  beide  dieselben  Gegenstände  behandeln  nur  in  principiell 
verschiedener  Auffassung.     Der  gemeinsame  Gegenstand   besteht  in   den 
verschiedenen  Raumgebilden  und  deren  Eigenschaften  der  Lage  und  Aus- 
dehnung.    Unter  den  Sätzen,  welche  diese  Eigenschaften  bedingen,  giebt 
CS  zwei  Gattungen,  die  man  trennen  kann.     Es  giebt  Sätze,  die  fast  aus- 
schliesslich Sätze  der  Lage  sind,  andere  fast  ausschliesslich  Sätze  der  Aus- 
dehnung.    Jene  ergeben  sich  am  deutlichsten  dem  sehenden  Auge  an  der 
gezeichneten  Figur,   diese  dem  rechnenden  Geiste  aus  der  Formel  oder 
Gleichung,  durch  welche  sie  sich  darstellen.     Der  Satz,  dass  die  3  Media- 
nen des  Dreieckes  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  gehört  etwa  zu  der 
ersten  Klasse;  der  Satz  Ä*  =  c,*  -|-  c,*  zu  der  zweiten.     Die  Geometrie  be- 
gnügt sich  aber  nicht  damit,  die  Sätze  in  einer  Auffassung  blos  kennen  zu 
lernen;  eine  Vollständigkeit  verlangend,  sucht  sie  jedem  Satze  auch  die 
Seite  abzugewinnen,  welche  nicht  von  vorn  herein  zu  Tage  tritt;  sie  con- 
struirt  den  pythagoreischen  Lehrsatz,  indem  sie  die  zweiten  Potenzen  der 
Masszahlen  der  Linien  als  Masszahlcn  von  Flächen  auffasst  und  die  so  ge- 
wonnenen Flächen  vor  den  Augen  des  Schülers  zusammensetzt;  sie  zeigt, 
dass   eine  Mediane  die   andere   in  zwei  Dritteln  ihrer  Länge  schneidet, 
woraus    mit    zwingender    Nothwendigkeit    der    gemeinschaftliche   Durch* 
Schnittspunkt  sich  erschliesst.     Nicht  bei  allen  Sätzen  sind  beide  Metho- 
den, die  construirende  und  die  durch  Rechnung  schliessende,  gleich  gut  an- 
gebracht.    Bald  ist  die  Anwendung  der  einen  vortheilhafter,  bald  die  der 
anderen.     Allein  eben  deshalb  i»t  es  für  den  angehenden  Geometer  noth- 
wendig,  mit  beiden  Methoden  vertraut  zu  werden,  und  zur  besseren  Ein- 
übung wird  er  versuchen  müssen ,  alle  Sätze  der  Geometrie  das  einemal 
nach  dem  einen  Systeme,  da»  anderemal  nach  dem  anderen  zu  beweisen. 
Die  durchgehende  Anwendung  der   Coustruction  bildet  die  synthetische 
Geometrie,  die  Methoden  der  Rechnung  machen  die  analytische  Geometrie 
aus.     Somit  stellt  die  Aufgabe  der  analytischen  Geometrie  sich  als  eine  in 
drei  Theile  zerfallende  dar.     Zuerst  hat  man  geometrische  Eigenschaften 
in  Gleichungen  zu  bringen.     Dann   hat  man   mit  diesen  Gleichungen  zu 
rechnen.     Endlich  hat  man  die  Schlussresultate  wieder  ins  Geometrische 
zurückzuübersetzen.     Es  stimmt  so  ziemlich  mit  diesen  Gedanken  überein, 
wenn  Joachimsthal  sagt:  „Die  analytische  G<ÄO\nftVt\Ä \ä\» <vew^  ^'^'^'^^s^- 
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^^dang^  cl«r  Algrbrn  auf  tlle  Oeüinotrtej  ihre  eigenthilmlkhe  Methode  beist«*Ht 
,,dariD,  Germdö  oder  Citrven  der  Fonn  uud  Lage  nach  ula  den  geomelmcUeii 
,fOrt  aller  Punkte  zn  definiron,  deren  Coordinaten  einer  gegebenen  Gleiciw 
,,ung:  geniigen,  und  au^^  den  Eigensclinfien  dieser  Gleiclmng  die  Eigen^ 
„»ci^äftell  jener  Geraden  odt*r  Ciirven  abssulüiten"  (S.  14).  Allein  dte  De- 
finition kommt  doch  vielleiclit  etwas  zu  bpät,  nnd  so  möebte  Kelerent  einige 
einleitende  Worte  rtwn  des  oben  ausgesprochenen  Inhaltes  für  wlinschens- 
^erth  halten.  AU  besondiTs  gelungen  dürfte  dagegen  in  diesem  Kapitel 
§  12  ,, Graphische  Oaratcllnng  der  reelllen  Lösungen  einer  Gleichung  zwi- 
schen Äwei  Unhekannten**  (S.  U)  zm  bezeichnen  sein,  in  welchem  gowobl 
der  Begriff  des  geomelriächen  Ortes,  aU  auch  nanj entlich  dcT  von  Durch- 
siiLniUspunkten  in  vallendeter  Klarheit  hervortritt.  Das  2,  Kapitel  von 
den  Linien  erster  Ordnung  enthält  die  gewöhnlichen  Aufgaben  über  dio 
gerade  Linie,  aber  freilich  in  selbstständiger  Weisse  behandeltp  Yielleicbt 
wäre  hier  die  Discussiou,  unter  welcher  Bedingung  zwei  Gleichungen  die- 
Eelbe  Gerade  bezeiebneu  (S^  2(j),  dahin  zu  ergänzen,  daas  man  umgekehrt 
noch  zeigte^  wie  solche  identische  Linien  keinen  besonders  hervortretenden 
Dntchachnittspnnkt  besitzen  können ,  und  wie  es  somit  geometrisch  sich 
rechtfertigt,  wenn  die  Algebra  zur  Bestimmung  zweier  Unbekannten  zwei 
von  einander  nnahhiingige  Gleichungen  verlangt*  Im  a,  Kapitel  kommt 
der  Kreis  •^nr  Behandlung,  a}^  der  Ort  des  Endpunktes  einer  geraden 
Strecke  in  der  Ebene  von  gegebenem  Anfangspunkte«  Dm  4.  und  5.  Ka* 
pitel  lehren  Ellipse  uud  Hyperbel  kenueii  als  die  Orte  der  Punkte  von 
gleicher  Summe  und  gleicher  Differenz  der  Radien  -  Vectoren.  Alle  drei 
Curven  sind  unabhängig  von  einander  bebandelt,  und  auch  darin  zeigt  sich 
der  didaktische  Takt  des  Verfassers.  Man  kann  dem  Anfänger  in  der 
analytischen  Geometrie  nur  dadurch  Vertrauen  in  die  Methoden  einflösen, 
wenn  man  sie  wiederholt  hei  der  Form  nach  verschiedenen  Curven  zur 
Anwendung  bringt.  Das  Gemeinsame  der  Gleichung  lässt  fast  immer  noch 
gewisse  Zweifel  zurück.  Ich  erinnere  nur  an  die  gewöhnlich  recht  stief- 
mütterliche Behandlung  der  Hyperbel  in  den  Lehrbüchern.  Man  sagt,  die 
Gleichungen  der  beiden  Curven,  der  Ellipse  und  der  Hyperbel,  sind  iden- 
tisch bis  auf  das  Vorzeichen  von  6',  man  wird  also  diesen  Unterschied  allein 
in  den  abgeleiteteten  Sätzen  zu  wahren  haben.  Das  leuchtet  dem  Schüler 
algebraisch  genommen  freilich  ein,  aber  seine  geometrische  Ueberzeugung, 
wenn  ich  so  sagen  darf,  bleibt  sehr  schwankend.  Man  frage  doch  einen 
so  unterrichteten  Schüler  z.  B.  nach  den  Durchmessern  der  Hyperbel,  und 
man  wird  sehen,  welche  Verwirrung  darüber  herrscht.  Auch  Joachims- 
thal hat  (S.  73)  den  Zeichenunterschied  in  den  Gleichungen  der  Ellipse 
und  Hyperbel  hervorgehoben,  aber  er  that  es  erst  dann,  nachdem  die  geo- 
metrischen Entwickelungeu  zu  Ende  geführt  waren,  nachdem  besonders 
mit  Beihulfe  der  Asymptoten  alle  jene  Linien  gezeichnet  waren,  welche 
nur  noch  einma]  recapitulirt  werden  mussten.    Unmittelbar  an  die  gezeigte 
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algebraiscIiQ  Uebereinstimmung  schliesst  sich  dann  auch  die  Ableitung  der 

für  Ellipse  und  Hyperbel  gemeinsamen  Gleichung  —  +    ^      — ~  =  l  >   bei 

welcher  nur  k  von  1  verschieden  sein  mu9s,  und  jetzt  ergiebt  sich  mitNoth- 
wendigkeit,  dass  der  Fall  A=l  einer  anderweitigen  Behandlung  unter- 
worfen werden  muss.  Damit  ist  der  Inhalt  des  6.  Kapitels  gegeben.  Die 
Parabel  bildet  ihn,  und  daran  wieder  sieh  anschliessend  gemeinsame  Be- 
trachtungen für  die  drei  Curven,  Ellipse,  Hyperbel,  Parabel,  deren  Scheitel- 
und  Polargleichungen.  Jetzt  erst  kann  mit  Nutzen  für  den  Anfänger  die 
Discnssion  der  Gleichung  zweiten  Grades  erfolgen,  und  dazu  sind  die  For- 
meln der  allgemeinen  Coordinatentransformation  erforderlich.  Nun  ist 
aber  eine  didaktische  Hauptregel,  man  solle  keinen  Gegenstand  entwickeln, 
bevor  man  ihn  fi^ebraucht,  und  deshalb  stimmt  Referent  aus  ganzer  Seele 
bei,  wenn  die  Transformation  der  Coordinaten  erst  im  7.  Kapitel  vorkommt, 
und  nicht  gleich  zum  Anfange  der  analytischen  Geometrie  vornwegge- 
nommen und  bis  zum  wirklichen  Gebrauche  wieder  vergessen  wird.  Kann 
doch  überdies  jetzt  so  mancher  Satz  anders  ausgesprochen  werden,  als  er 
im  Einleitungskapitel  möglich  gewesen  wäre.  Ich  hebe  nur  den  bei  Weitem 
wichtigsten  Satz  hervor:  „Sind  p=:sO,  ^=:0  die  Gleichungen  zweier  sich 
„schneidenden  Geraden  in  Bezug  auf  ein  gegebenes  Coordinatensystem 
„(x',  y'),  und  macht  man  die  erste  zur  y-,  die  zweite  zur  a:-Axe  eines  nenen 
„Systemes  (a:,y),  so  sind  die  Transformationsformeln  der  Coordinaten 
„a:  =  öp,  y  =  ö^q^  wo  ö  und  6'  zwei  von  Null  verschiedene  Constanten  be- 
,, zeichnen*^  (S.  91).  Bei  dieser  Gelegenheit  wird  dann  auch  nach  gewohn- 
ter Weise  gezeigt,  dass,  wenn  durch  eine  solche  Transformation  die  Glcicli- 
ung  ü^=0  in  ü'  =  0  übergeht,  ü  und  ü'  von  gleicher  Dimension  sein 
müssen,  weil  weder  U'  eine  höhere  Dimension  als  U  annehmen  kann,  noch 
umgekehrt  bei  der  rückwärts  erfolgenden  Transformation  U  eine  höhere  . 
Dimension  als  U\  Referent  pflegt  in  seinen  Vorlesungen  mit  diesem  Be- 
weise eine  geometrische  Anschauung  zu  verbinden,  welche  die  Anfänger 
gleichfalls  in  der  Regel  weit  mehr  überzeugt,  als  der  an  sich  betrachtet 
viel  strengere  analytische  Beweis.  Es  sei  U  =  0  eine  Gleichung  «**"  Gra- 
des, 80  wird  eine  gerade  Linie  ^  =  0  im  Allgemeinen  n  -  Dnrchschnitts- 
pnnkte  mit  ihr  besitzen.  Diese  Durchschnittspunkte  verändern  sich  aber 
offenbar  nicht,  welches  Coordinatensystem  man  auch  zu  Grunde  legt.  Da 
ferner  für  jedes  System  von  Parallelcoordinaten  die  neue  Gleichung  A'  =  0 
der  Gerade  vom  ersten  Grade  bleibt,  so  muss  auch  ü'  die  Dimension  n 
wieder  besitzen,  damit  ^  =  0  und  [7'  =  0  durch  n  gemeinsame  Wurzeln 
erfüllt  werden.  Das  8.  Kapitel  discutirt  die  allgemeine  Gleichung  zweiten 
Grades  mit  anzuerkennender  Berücksichtignng  aller  möglichen  Einzelfälle, 
welche  S.  103  in  einer  kleinen  Tabelle  zusammengestllt  werden.  In  einer 
Anmerkung  hat  der  Herausgober  hinzugefügt,  dass  alle  diese  Curven  zwei- 
ten Grades  unter  dem  Namen  der  Kegelschnitte  zusami&ATü^^^^^^v  ^^x^'««^. 
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Die  ZnHIckliFiltitog  mt  sich^^rlieh  «u  nditen ,  mit  wöTdjtir  Herr  Hermea  den 
Text  Bo  vie^l  als  mögUrh  in  äer  von  JoacUlmÄtUftl  vorliei'cit<*tcn  Form 
wiodcrgiib,  uii4  nur  einige  reuige  «ut  //,  nnt^i zeichne to  Noten  &h  pi^ene 
Ziathat  stell  erlaubte«  Alloin  ittnc^rhiUb  diöfti^r  Noten  durfte  er  viellrlclit 
c^twftH  weiter  gelii^D  ,  und  uur  imt  solche  Erweitern  »gen  Leziciien  «kU  nueli 
die  hier  «asgepproclißuen  A^'üitsche  and  AnsichU^ti.  Bq  UÄtte  der  AnfÜüger, 
sdieint  mir,  c1«j*  Rr*cbt,  eiu^  B^^griinrlttug  Ue«  Nami?u§  Kf'gduchöUte  ißti 
vcrlungen,  und  uich  nicht  rait  d^n  Worten  j&u  bci^uügou,  Jas&  uw  ,|b€* 
kjiuntlicli  7^nf*rKt  ab  dU  ebrnrn  Duficbnitto  ^incs  Kreiskogels  b«trAcbict 
worden  «inJ,**  l^^'rn  AnfUngt'r,  und  für  dicst*n  ist  jn  da*  giinTie  Buch  ge- 
MclktiaLton ,  iiti  daa  nocli  nicbt  bi^kanuL  Im  fl.  und  10.  Kapitel  kommt  die 
Theorie  der  TninsvoriAlini  an  die  lic^ihe,  welehe  ituerit  nur  to  weit  b«bftn- 
delt  Wird»  nh  gindUiugc  Ücstnlumgen  geaehnilten  werden,  dann  nucb  als 
ComhinuUon  ei^e«  Kirgi^UcLinillei  mit  gradlinigtni  Trannver^alf^n*  Uie^e 
Kapitot  gc^bon  ein e?4t heil»  Vßraiilaaenng,  in  eingab enderor  Weise  mit  idca* 
len  Linien  und  imaji^innren  8cLnittpnnkton  bckaoiil  zu  werden  ah  varlnir, 
während  AndernlbeU»  in  ihnen  die  Methgdi'n  immor  gelrintiger  werden^  mit 
weichten  iMiickcr  h*^*ondf*r9  die  Goünietrirs  b«rplcbert  hat,  und  welcbe  im 
Wöjicntlidiftn  darin  lt?iiehen,  das»  man  ganxe  (iieichungspolynome  dnrcli 
eitlen  einfachen  BnebHtabeii  »ymboligirr ,  und  i^omit  die  Verbindung  diesier 
Gleichung fepo!yiiarne,  nach  welcher  Operatinn  sie  auch  t*rf*dgen  mag,  immer 
nur  andeutungsweiMO  v^ollxieht,  während  die  Art  di^r  Verbindung  schon  hin- 
reit-ht,  um  Schlüiüse  auf  den  goometriäohen  Sinn  der  ncut^u  Gleichungen  zu 
ziehen.  Innerhalb  dieser  Kapitel  acbliesfit  mit  ^  Ü4  (ä.  1G3)  das  Joachims- 
th  aTsche  Manuscript  ab  und  die  noch  übrigen  2^  Druckbogen  war  der  Herr 
Heraasgeber  genöthigt  nach  kurzen  Notizen,  die  eigentlich  nicht  mehr 
als  ein  Inhaltsverzeichniss  bildeten,  zu  ergänzen.  Wie  sehr  es  ihm  ge- 
.  langen  ist,  dem  Tone  des  Verfassers  sich  zu  nähern ,  wird  das  Lesen  des 
Baches  selbst  zu  erweisen  am  geeignetsten  sein.  Wohl  Niemand  dürfte 
einen  Unterschied  in  der  Schreibart  bemerken,  der  nicht  durch  die  Vorrede 
auf  das  Dasein  zweier  Schriftsteller  aufmerksam  gemacht  wurde.  Unter 
den  hier  behandelten  Gegenständen  verdient  die  Theorie  der  reciproken 
Polaren  (S.  lOO)  eine  Erwähnung,  sowie  im  11.  Kapitel  „Combination  zweier 
and  mehrerer  Kegelschnitte"  die  Lehre  von  den  4  Bedingungen  erfüllenden 
Kegelschnitten,  von  der  Involution  (S.  183)  und  der  Päscarsche  Satz  mit 
seinen  Folgerungen  (S.  201).  Dieses  etwa  der  Inhalt  des  uns  vorliegenden 
Buches,  durch  dessen  Angabe  das  anfängliche  Urtheil  wohl  bestätigt  ist, 
dass  man  es  hier  mit  einem  vortrefflichen  Elementarwerke  zu  thun  hat. 
Manche  Einwendungen  fallen  durch  diese  Bestimmung  des  Buches  von 
selbst  weg.  Mag  vielleicht  manche  Entwickeluug  in  eleganterer  Form 
möglich  sein,  wenn  man  die  Lehren  der  modernen  Algebra  vollständig  als 
bekannt  annimmt;  mögen  manche  Kapitel  weiterer  Folgerungen  fähig  sein; 
ma^  namentlich  die  Lehre  von  den  confocalen  Kegelschnitten  hier  nur  an- 
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gedeutet  erscheinen,  während  sie  in  ausgedehnterem  Masse  den  künftigen 
Betrachtungen  dient;  so  sind  doch  dieses  Forderungen,  die  Niemand  billi- 
ger Weise  an  den  Anfänger  stellen  wird,  also  auch  ebensowenig  an  ein  für 
Anfanger  geschriebenes  Buch.  Referent  kann  also  diese  Anzeige  nur  mit 
dem  Wunsche  schliessen,  dass  das  besprochene  Werk  an  recht  vielen  Un- 
terrichtsanstalten eingeführt  werden  möge.  Die  Schüler  werden  sich  ge- 
wiss nur  gut  dabei  stehen.  Cantor. 


Maxima  und  Minima.  Ein  geometrisches  und  algebraisches  Uebungsbnch 
für  die  Schüler  hölierer  LehranstJilten.  Von  H.  C.  E.  Martus, 
ord.  Lehrer  der  Math.  u.  Physik  a.  d.  Königstädtischen  Realschule 
in  Berlin.  Mit  einer  Figurentafcl.  Berlin,  Enslin.  1801. 
Die  vorliegende  Schrift  behandelt  mit  elementaren  Hülfsmittcln  eine 
grosse  Anzahl  von  Aufgaben  über  Maxima  und  Minima.  Sie  zerfällt  in 
zwei  Theile  von  sehr  ungleichem  Umfange.  Der  erste  Theil  enthält  nur 
Aufgaben,  welche  durch  rein  geometrische  Betrachtungen  gelöst  werden, 
von  denen  ein  grosser  Theil  einem  früher  von  E.  Heis  verüfl'entlichten 
Programme  entnommen  ist.  Ausser  einigen  einfacheren  Aufgaben  treffen 
wir  hier  im  Zusammenhange  Sätze  über  Dreiecke,  Rechtecke  und  Vielecke 
von  grösster  Fläche  bei  gegebenem  Umfange  behandelt;  den  Schluss  bildet 
der  Satz;  dass  unter  allen  Vielecken  von  gleichem  Umfange  der  Kreis  die 
grössto  Fläche  besitzt.  Bedeutend  umfan;^reicher  ist  der  zweite  Theil, 
welcher  sicli  mit  der  Bestimmung  des  Maximums  und  Minimums  auf  alge- 
braischem Wege  beschäftigt.  Die  zur  Anwendung  kommende  Methode, 
dieselbe,  deren  sich  auch  Schell b ach  in  seinen  ,, Mathematischen  Lehr- 
stunden** bedient,  ist  von  der  Methode  der  Differentialrechnung  im  Princip 
nicht  verschieden.  Um  nämlich  den  Werth  von  x  zu  linden,  welcher /(a) 
zu  einem  Maximum  oder  Minimum  macht,  bestimmt  man  den  Werth  der 
Quotienten 

X   —  X 

für  den  Fall  x' ^=^x^  setzt  das  Resultat  der  Null  gleich  und  löst  diese 
Gleichung  auf.  Die  Entscheidung  darüber,  ob  der  gefundene  Werth  von 
X  einem  Maximum  oder  Minimum  entspricht,  muss  dann,  wie  bei  Sehell- 
bach,  der  Natur  der  Aufgabe  selbst  entnommen  worden.  Da  die  Er- 
mittelung des  erwähnten  Quotienten  mit  elementaren  Hilfsmitteln  nicht 
stets  unmittelbar  gelingt,  sondern  mancherlei  Kunstgriffe  nöthig  sind,  so 
hat  der  Verfasser  den  Inhalt  des  ganzen  zweiten  Theiles  nach  der  ver- 
schiedenen Art  der  Behandlung  der  Aufgaben  in  8  Abschnitte  vertheilt. 
Der  erste  Abschnitt  enthält  zunächst  solche  Aufgaben,  bei  denen  die  Divi- 
sion mit  a:'  —  x  sich  ohne  Weiteres  ausfuhren  lässt,  dann  folgen  im  zwei- 
ten Abschnitte  solche,  welche  die  Behandlung  d^a  \iTA«twi\\\^^^^  i.-^wk^ 


Quadratwurzeln  n5tbig  macLen*  Im  dritten  AbscUaftte  kommen  tri^ano- 
metriäcbc  Functionen  zur  Anwendang;  hier  wird  beioadefd  von  dem  Satze 
Gebrancli  gemacht,  daas  der  Bruch 

sin  a 
a 
für  «  =  0  den  GrenzwertU  l  erliält  Im  vierten  und  fanflen  Abscbnitte 
werdou  vcrscliiedeno  Aufgaben  Über  Maxima  und  Minima  bei  Kegol- 
achnitten  und  Flächen  zweiten  Grades  gctoj^t^  Dann  folgen  in  den  zwei 
nMchBten  Abschnitten  Aufgaben,  die  auf  transcendente  und  auf  cubbche 
Gleichungen  führen ,  der  achte  Abächnitt  endlich  enthält  noch  eiuige 
schwierigere  Aufgaben. 

Die  vom  Verfasser  behandrltan  Aufgaben  sind  iämmtlich  geometrische* 
recht  ins^mctiv  Ui  in  vielen  Füllen  die  Anknüpfung  einer  Kleroometriechen 
Aufgabe  an  die  entsprechende  plantmctrische^  überhaupt  die  öfters  vor^ 
kommende  Verallgemeinerung  und  Erweiterut^g  der  Aufgabejt  auf  ver> 
wandte  Gebilde.  Ausser  der  Bekanntficbaft  mit  der  elementaren  GeoiDetrie 
und  Algebra  hat  der  Verfasser  nur  wenig  Vorkenntnisse  Lei  Lösung  dieser 
Aufgaben  vorausgesetzt ^  etwa  die  Kenntnias  der  Gleichungen  der  Kegel* 
schniue,  Ihrer  Tangeuten  und  Aehnltches.  Lehrer,  welche  ihre  SchUler 
mit  der  Theorie  der  Majttma  und  Minima  beschäftigen  wellen,  werdeu 
neben  Sehellbach 'ä  ,, Mathematischen  LehmtundeD*'  auch  daa  vorliegende 
Buch  mit  Vortheil  benutzen  können. 

Leipzig.  _   ,  GBETaciiEL, 


ze       J 


Bemerkungen  ttber  ältere  und  nenere  mathematisohe  Tafeln.    Von  A. 

Gebnerth.  (Besonders  abgedruckt  a.  d.  Zeitschr.  f.  d.  Österr. 
Gjmn.,  Heft  VI,  S.  407  ff.).  Wien,  Gerold's  Sohn.  1862. 
Seit  einer  längeren  Eeihe  von  Jahren  mit  der  Bearbeitung  verschie- 
dener mathematischer  Tafeln  beschäftigt,  hat  der  Verfasser  des  vorliegen- 
den Schriftchens  mit  dieser  Arbeit  eine  sehr  sorgfältige  und  umfassende 
Kevision  älterer  und  neuerer  mathematischer  Tafeln  verbunden,  deren  Er- 
gebniss  er  uns  hier  mittheilt.  Dieses  Ergebniss  ist  wohl  geeignet,  gerech- 
tes Erstaunen  zu  erregen  und  wird  bei  Manchem  das  Vertrauen ,  das  man 
mathematischen  Tafeln  im  Allgemeinen  zu  schenken  geneigt  ist,  etwas  er- 
schüttern.    Die  vom  Verfasser  revidirten  Werke  sind  die  folgenden. 

A.  Aeltere,   in   der  Geschichte   der  Wissenschaft  Epoche   machende 
Werke,  auf  die  man  häufig  zurückgehen  muss,  da  neuere,  sie  er- 
setzende nicht  erschienen  sind. 
1.  Opus  Palalinum  de  irianguUs,  a  Georgia  Joachimo  Rhetico 
coepium;   L.  Valentinus  Olho,  Principis  Palaiini  Friderici  IV. 
Electoris  MaihemcUicus  consummavit.     An.  sali  hiim,  MDXCVL 
Folio.     Der  Verfasser  hat  nur  die  fünfte  Abtheilung  dieses 
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Yolaminösen  Werkes,  den  Magnus  canon  doctrinae  triangulorum 
einer  Revision  unterworfen  und  hier  unter  97200  Tabular- 
grössen  468  Fehler  gefunden ,  'was  nahezu  0,48  Frocent  be- 
beträgt; dazu  kommen  noch  130  Fehler  in  den  Differenzen. 

2.  Piiiscus,  Tfiesaurus  tnalhematicus  sive  canon  sinuum  etc.  Franco- 

furii  anno  MDXIIL  Folio  (richtige  Jahreszahl  16131).    Unter 
32400  Tabulargrössen  fand  der  Verfasser  110  fehlerhafte, 
von  denen  indessen  schon  Vega  im  J.  1783  22  angegeben 
hat;  dieses  giebt  etwa  0,27  Proc.  neue  Fehler. 
B.  Neuere  Werke  mit  wenigen  Fehlem. 

3.  August,  Vollständige  logarithmisch-trigonometrische  Tafeln 

etc.  2.  Aufl.  Berlin,  1848.  Unter  20080  Tabulargrössen 
wurden  nur  5  neue  Fehler  gefunden  (5  andere  sind  schon 
früher  von  Dr.  W.  Lehmann  veröffentlicht  worden)  oder 
0,02  Proc. 

4.  Callet,  Tables  portatives  de  logarithmes  etc.  PariSy  1795  [Tirage 

1846).  Wie  schon  Bremiker  und  Schrön  bemerkt  ha- 
ben, nehmen  diese  Tafeln  in  Bezug  auf  Correctheit  keines- 
wegs den  hohen  Rang  ein ,  den  man  ihnen  lange  Zeit  zu- 
schrieb; so  sind  in  der  Ausgabe  von  1846  zwei  von  Hut  ton 
bereits  1822  veröffentlichte  Fehler  unberücksichtigt  geblie- 
ben. Unser  Verfasser  hat  ohne  eigentliches  Suchen  4 
neue  Fehler  gefunden. 

5.  Hantschi,  Logarithmisch  -  trig.  Handbuch  etc.     Wien,  1833. 

In  den  Logarithmen  der  Zahlen  hat  der  Verfasser  2  Fehler 
gefunden,  was  etwa  0,02  Proc.  giebt. 

6.  'ELntion,  Mathematical  tables  etc.    fi.  edition.    London,  IS22.    In 

den  Tafeln  der  natürlichen  Sinus,  Cosinus,  Tangenten  und 
Contangenten  fanden  sich  11  Fehler,  oder  0,10  Proc. 

7.  Salomon,  Logarithmische  Tafeln.    Wien,  1827.    In  den  Ta- 

feln der  natürlichen  Sinus  und  Tangente  von  Minute  zu 
Minute  gab  die  Revision  2  Fehler,  oder  0,02  Proc. 

8.  Schrön,   Siebenstellige  Logarithmen  der  Zahlen  von  1  bis 

108000  etc.  Braunschweig  1860.  Diese  Tafeln  erscheinen 
als  das  correcteste  jetzt  existirende  logarithraische  Werk ; 
unser  Verfasser  fand  bei  Revision  von  3  Tafeln  unter  mehr 
als  100000  Tabalargrössen  nur  einen  einzigen  Fehler,  also 
0,001  Proc. 

9.  Shortrede,  Logarithmic  tables  etc.    Edinburgh,  1849.    In  zwei 

Tafeln  ergaben  sich  9  Fehler,   oder  durchschnittlich   0,23 
Procent. 
10.  Winkler,   Logarithmische  und  logarithmisch  -  trig.  Tafeln.. 
Wien,  1839.     Von  diesen  boVit  <ioit^cX^iQ.'Y%.lA\i>cÄN.  ^«ä'«^ 


to 
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ViftlimcM  reTidirt  und  dnnu  3  Fehler,  eder  0,01  Procenl 

C»  N^n<?«re  Werke  mit  irt eleu  Fehlern,  Von  den  tfi  ilie«i^ii  Werken  auf- 

g^fundoni^n  Fehlern  liat  nnser  Verfasser  nur  5  Proc.  n)itg<*tlieilt, 
wüUrund  tliO  in  den  vorerwnhiiteu  ScUrUtcn  gcfund^nell  alle  abgc- 
driicki  sintt. 

11.  )i a u d u s s o n,  Le  raportfttr  exacl,  oh  iahii*S  des  cordt's  de  thof/tte 
ungie  ek\^  Paris,  l^U,  eatbSlt  9i  Febler,  otlt*r  1,20  Proc. 

12.  Beskiba,  Lehrbnch  für  die  jiirUt)t»elio,  ).iolitl§che  und  ka^ 
meraHstischc^  Arithmetik.  Wien,  IHWZ.  Von  Hi«n  Tabellen 
ctieaeif  Werkes  bat  unser  Verfasser  nur  dicg tauigen  rev^idirt, 
die  3&ur  Boreclinung  do«  biiarcn  Wertfie«  oin#r  Kante  dienen, 
welch©  man  m  Jahre  Inng  um  Ende  jede»  mtel  Jahrea  er- 
halten wiUf  und  hier  unter  IbOU  TabtilArgrrisseii  nieht  weni- 
ger als  126i>  Fohler,  d.  i.  70,2B  Proc.  ^^et^inde», 

10.  Bdbnif  Kleines  log. -trig.  Handbuch,  Itm^hrtick  lHb2j  hnt 
durehsjchtiittlich  1,02  Pröc.  Fehler, 

14.  D 13 Ulke,  Nu-utie^che,  antrüiitimbcba  nnd  IcgnritlKtusehe  Ta- 
fein  et&  Berlin^  1855,  lu  4  voa  ihm  der  lie Vision  unter- 
worfeuen  Tatoln  fau<l  nnmv  Verfasser  ö3ö  Fehler,  oder  2j&S 
Procent* 

15>  Gro&waldl,  Sebnentafel  fürdenKAdius  KftOO  etc.,  Quedlin- 
burg, 1850,  enthält  in  den  Sehnen  der  32  ersten  Grade  048 
Fehler,  oder  33,75  Proc. 

16.  Kolbe,  Sehnentafel  etc.   für  den  Halbm.  100,  Ilalberstadt, 

1844,  zeigte  590  Fehler,  oder  10,93  Proc. 

17.  Bühl  mann,  Log.-trig.  und  andere  für  Kcchner   nützliche 

Tafeln.     Leipzig,  1859.     In  3  Tafeln  wurden  1493  Fehler, 
oder  4,71  Proc.  gefunden. 

18.  Stampf.er,  Log.-trig.  Tafeln.     Wien,  1852.   Darin  entdeckte 

unser  Verfasser  1174  Fehler,  oder  4,98  Proc. 

19.  Hülsse,  Sammlang  mathematischer  Tafeln.     Leipzig,  1849. 

Revidirt  wurde  die  Tafel  der  wirklichen  Lange  der  trigo- 
nometrischen Functionen,  wobei  sich  000  Fehler,  oder  5,50 
Proc.  fanden. 
Die  meisten  der  vom  Verfasser  aufgefundenen  Fehler  beziehen  sich 
übrigens    auf  die   letzte   Stelle;    Fehler   in   den    Proportionaltheilen   und 
Differenzen  hat  er  nicht  mit  in  sein  Verzeichniss  aufgenommen,  ebenso  hat 
er  die   schon   früher  von  Anderen   bekannt  gemachten  Fehler   nicht  mit 
gezählt. 

Praktischen   Rechnern    und    späteren   Herausgebern    mathematischer 
Tafeln  sei  hiermit  dieses  kleine  Schriftchcu  zur  Beachtung  empfohlen. 

Gretschel. 
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Sammlung  und  Anflöinng  maihematitoher  Aufgaben  von  K.  H.  Schell- 
bach, Prof.  am  Priedrich- Wilhelms -Gymnasium  und  an  der 
Kriegs-Akademie  zu  Berlin.  Unter  Mitwirkung  des  Dr.  H. 
Lieber  bearbeitet  und  herausgeg.  von  E.  Fischer,  Dr.  phil. 
Mit  acht  Fignrentafeln.     Berlin,  Keimer.     1863. 

Der  Herausgeber,  ein  früherer  Schüler  des  Friedrich- Wilhelms-Gym- 
nasiums zu  Berliu  und  später  Mitglied  des  mit  dieser  Anstalt  verbundenen 
mathematischen  Seminares,  hat  in  diesem  Buche  die  wichtigsten  unter  den 
mathematischen  Problemen,  welche  Prof.  Schellbach  in  den  letzten 
Jahren  in  den  oberen  Classen  des  erwähnten  Gymnasiums  vorgetragen 
hat,  und  die  theilweise  beim  Unterrichte  selbst  entstanden  sind,  zusammen- 
gestellt und  bearbeitet.  Man  findet  in  dem  vorliegenden  Buche  ebenso 
wie  in  den  beiden  früher  erschienenen  Schriftchen  von  Schellbach,  in 
den  „Neuen  Elementen  der  Mechanik"  und  den  „Mathematischen  Lehr- 
stunden** zahlreiche  Aufgaben,  die  sowohl  durch  den  behandelten  Gegen- 
stand selbst,  als  auch  durch  geschickte  und  elegante  Handhabung  des  Cal- 
culs  bei  den  Auflösungen  ganz  geeignet  sind,  das  Interesse  der  Schüler  zu 
erwecken  und  ihnen  Fertigkeit  in  Anwendung  der  erlernten  Methoden  zu 
verschaffen.  Eine  besondere  Empfehlung  des  Buches  erscheint  tiberflüssig; 
dasselbe  wird  in  den  Kreisen,  in  denen  die  anderen  Schellbach'schen 
Lehrbücher  Verbreitung  gefunden  haben,  gewiss  willkommen  sein. 

Der  nachstehenden  kurzen  Uebersicht  des  Inhaltes  der  Schrift 
schicken  wir  die  Bemerkimg  voraus,  dass  der  Verfasser  sich  durchweg 
algebraischer  Methoden  bei  Lösung  der  Aufgaben  bedient  hat;  und  dass  er 
dabei  die  Grenzen  der  Elementarmathematik  nirgends  tiberschreitet,  auch 
nicht  bei  Aufgaben,  die  man  gewöhnlich  nur  der  Infinitesimalrechnung  zu- 
gänglich erachtet.  Es  zerfällt  nun  das  ganze  Buch  in  zwei  Abtheilungen, 
von  denen  sich  die  erste  mit  der  Auflösung  quadratischer  Gleichungen  be- 
schäftigt, als  dem  hauptsächlichsten  im  weiteren  Verlaufe  zur  Anwendung 
kommenden  Hilfsmittel.  Nach  Besprechung  der  gewöhnlichen  algebra- 
ischen Lösung,  die  übrigens,  abweichend  von  der  sonst  gewöhnlich  übli- 
chen Darstellung,  auf  die  Zerlegung  des  Trinoms  a:*+  2ax  +  b  in  die 
beiden  Factoren 

X  +  a  +  /fl»~  Ü^  und  x  +  a  — /ö»^^^ 

gegründet  wird,  folgt  die  Entwickelung  der  Wurzeln  in  Form  unendlicher 
Kettenbrücho  und  üire  Darstellilng  mittels  goniometrischer  Functionen. 
Sodann  werden  Gleichungen  höherer  Grade  behandelt,  die  durch  eine 
mehr  oder  minder  einfache  Substitution  sich  auf  quadratische  reduciren 
lassen,  darunter  specicll  die  reciproken  Gleichungen  dritten,  vierten  und 
fünften  Grades.  Den  nächsten  Gegenstand  bildet  die  Darstellung  ver- 
schiedener Methoden,  durch  welche  die  Auflösung  der  Gleichungen  zwei- 
ten Grades  mit  zwei  unbekannten  Grössen  eileitVilÄil  >N\tii,    '^^  VvtWxÄX 
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Klierst  pin<^  RHIie  von  Hmspiplftn  behtttifliilt»  lj**i  d«»?!**!!  man  frftt  dön  Quo- 
tienten 4er  beiden  Unbekannten  bestimmt,  dnnu  itnlelip,  wo  erst  die  Bumme, 
DifiTorens  oder  das  Prnduct  derselben  in  ermiUeln  ist;  im  GAnssen  Kind  60 
liirrher  gehörige  verschiedene  Aufgraben  gelöat.  Der  folgende  Parag^raph 
enthält  solche  Gleichungen  nnit  zwei  UnhekannteOt  bei  deren  Lösung  man 
auf  reciproke  Gleichnngeu  st^est.  Daran  fichliessen  aich  im  nücLstt*n  Pa- 
ragraphen  Gleichungen  mit  mehr  als  zwei  Unbekannten*  Den  Anfang 
bilden  hier  einige  Gleichungssjrstprae,  welche  »ümnitlich  dadurch  aufgelöst 
werden,  dass  man  auerst  Summ«  nnd  Prodiict  von  ja  ^wei  Unbekannten 
bestimmt  und  dann  die  letzteren  selbst  durch  einfache  Gleichungen  zwei- 
ten Grades  findet.  Den  Schlnss  der  ganaen  Abtheilttug  bilden  Gleichun- 
gen mit  mehreren  Unbekannten,  deren  Lösung  durch  Einführung  von 
Kreisfunetionen  vereinfacht  wird;  alle  diese  Aufgaben  tiind  indessen  anch 
Knni  Theil  auf  mehrfache  Art  durch  rein  algebraische  Methoden  gelöst. 

Der  zweite  Theil  enthalt  geometrlKche  und  physikalische  Aufgaben 
und  zerfiint  in  die  folgenden  fünf  Kapitel-  1.  Aufgaben  aus  der  ebenen 
Oeomotrie*  Nüchst  der  BeHtimmung  der  Dreiecksfi^che  ans  den  drei 
Höhenlinien,  sowie  ans  den  Transvcrsalnn  von  den  Ecken  nach  den  Mitten 
der  Gegenseiten  treffen  wir  hier  eine  Anzahl  von  Aufgaben,  die  sich  auf 
Dreiecke  beziehen  und  in  denen  die  Eadien  der  ein-  und  nrn geschriebenen 
Kreise  eine  EoUe  spielen^  ferner  Vierecksaufgaben ^  als  die  Berechnung 
der  Fläche  eines  Kreisviereckea  aus  den  Seiten,  die  Berechnung  der  Dia- 
gonalen eines  Viereckes  ans  den  Seiten  nnd  dem  r)iagonalenwinkel  n.  a. 
Daran  schliessen  sich  noch  einige  Aufgaben  tiber  Parallelogramme,  die 
eine  doppelte  Auflösung  gestatten,  nämlich  eine  rein  algebraische  and  eine 
goniometrische;  bei  der  ersten  dieser  Aufgaben,  der  Berechnung  der  Sei- 
ten eines  Parallelogrammes  ans  einem  Winkel,  der  Diagonalensumme  und 
dem  von  den  Diagonalen  eingeschlossenen  Winkel ,  sind  beide  Methoden 
in  Anwendung  gebracht,  die  übrigen  sechs  sind  nach  der  zweiten  Methode 
gelöst.  Unter  den  nun  folgenden  Aufgaben  begegnet  uns  zuerst  die  Be- 
handlung einer  von  Claus en  aufgefundenen  Gruppe  mondförmiger  Fi- 
guren, deren  Flächeninhalt  mit  Hilfe  von  Zirkel  und  Lineal  construirt 
werden  kann  und  zu  denen  auch  die  altbekannten  Mondchen  des  Hippo- 
krates  gehören,  sodann  die  Construction  dreier  Kreise,  von  denen  jeder 
sowohl  die  zwei  anderen,  als  auch  je  zwei  Seiten  eines  gegebenen  Drei- 
eckes berührt,  die  Malfatti'sche  Aufgabe,  und  zwar  sowohl  für  das  ebene, 
als  auch  für  das  sphärische  Dreieck.  Am  Schlüsse  des  Kapitels  stehen 
noch  eine  Anzahl  Kreisaufgaben,  die  auf  transcendente  Gleichungen  füh- 
ren. 2.  Aufgaben  aus  der  Stereometrie.  Nach  einigen  einfacheren ,  auf 
Prismen  und  Pyramiden  bezüglichen  Anfgaben  treffen  wir  die  Pascal'sche 
Aufgabe  an,  die  in  der  Berechnung  der  Oberfläche  desjenigen  Theilea  der 
Mantelfläche  eines  geraden  Kreiscylinders  besteht,  welcher  durch  eine 
Ebene  abgeBchnitten  wird,  die  durch  den  Durchmesser  der  Basis  geht  und 
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einen  halben  rechten  Winkel  mit  letzterer  bildet;  ferner  das  sogenannte 
Florentiner  Problem,  die  Bestimmung  eines  quadrirbaren  Theiles  der 
Kageloberfläche,  mit  der  Lösung  seines  Urhebers  Viviani,  sowie  die  all- 
gemeinere von  Jacob  Bernoulli  herrührende  Lösung,  bei  welcher  eine 
sphärische  Curve  in  Anwendung  kommt,  für  welche  die  Länge  und  Breite 
eines  jeden  Punktes  in  einem  constanten  Verhältniss  ssu  einander  stehen; 
sodann  einige  Cubaturen  und  zuletzt  die  Bestimmung  des  Maximums  der 
Fläche  eines  elliptischen  Kegelschnittes,  dessen  Ebene  durch  eine  Tangente 
der  Basis  gelegt  ist.  —  3.  Aufgaben  über  sphärische  Dreiecke,  neun  an 
der  Zahl,  die  sich  ohne  detaillirte  Angabe  ihres  Inhaltes  nicht  wohl  cha- 
rakterisiren  lassen,  und  ausserdem  noch  der  Legend re 'sehe  Satz  von 
sphärischen  Dreiecken  mit  sehr  geringer  Seitenlange  im  Verhältniss  zum 
Kugelhalbmesser.  —  4.  Aufgaben  aus  der  angewandten  Geometrie  und 
Astronomie.  Den  Anfang  bilden  fünf  Aufgaben  über  Höhenberechnung, 
dann  folgen  zwei  Lösungen  der  Pothe  not 'sehen  Aufgabe,  ferner  ver- 
schiedene Entfernungsaufgaben,  vier  Punkte  in  gerader  Linie  betreffend, 
die  von  einem  fünften  Punkte  ausserhalb  der  Geraden  gesehen  werden, 
sodann  die  Hansen *sche  Bestimmung  der  Länge  einer  Linie  AB,  voraus- 
gesetzt, dass  die  Länge  einer  anderen  Linie  (72>,  sowie  die  Winkel  BJC, 
CAB^  BBC  und  ABB  gemessen  sind,  und  noch  eine  ähnliche.  Daran 
schliessen  sich  astronomische  Aufgaben,  als  die  Bestimmung  des  Mond- 
radius  mittels  des  Sonnenradius  und  der  Lage  dreier  Berührungspunkte 
des  Mond-  und  Sonnenrandes,  die  von  Smith  herrührende  Bestimmung 
der  scheinbaren  Gestalt  des  Himmelsgewölbes,  die  Berechnung  der  Höhe 
eines  Meteores,  vorausgesetzt,  dass  von  zwei  ihrer  Lage  nach  bekannten 
Punkten  der  Erde  Azimuth  und  Höhe  desselben  gemessen  sind ,  die  Be- 
rechnung der  geographischen  Breite  eines  Ortes  aus  zwei  Höhenbeobach- 
tungen desselben  Sternes  und  der  dazwischen  verflossenen  Zeit,  die  Be- 
stimmung der  Axenlage  und  Rotationsdauer  der  Sonne  aus  den  Beobach- 
tungen der  Sonnenflecken,  sowie  eine  analoge  Aufgabe  für  die  Erde; 
endlich  die  Ermittelung  des  Erdhalbmessers  aus  den  Höhen,  um  welche 
man  in  einem  bestimmten  Punkte  der  Erde  in  die  Höhe  steigen  muss,  um 
zwei  andere  Punkte  zu  erblicken.  —  5.  Aufgaben  aus  der  Mechanik.  Am 
Eingange  dieses  Kapitels  begegnen  wir  einigen  Bewegungsaufgaben,  daran 
schliessen  sich  veröchicdene  Aufgaben  über  das  Gleichgewicht  von  Punk- 
ten auf  einer  geraden  Linie,  die  sich  gegenseitig  abstossen.  Ferner  sind 
zu  erwähnen  die  Bestimmung  der  Theilgestalt  des  Meteoveisens  (reguläres 
Tetraeder)  mittels  der  Widmannstätten 'sehen  Figuren,  die  man  durch 
Aetzung  der  Schnittflächen  mit  verdünnter  Salzsäure  erhält,  die  Entwicke- 
lung  der  Formel  für  die  barometrische  Höhenmessung,  verschiedene  Auf- 
gaben über  das  Schwimmen  fester  Körper  in  Wasser  oder  Luft;  die  Un- 
tersuchung der  Veränderung  der  Tonhöhe  bei  rascher  Bewegung  des 
tönenden  Körpers ,  die  von  A 1  h  a  z  e  n  hettühr^u^i^  ^«t^Otwiww^  ^^x"^<^jä 
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der  ErdatmosphPtre  aus  der  Dauer  der  Dämmening^  und  ddcIi  einige  esn- 
facLe  optbcliis  Aufgabeup 

Eio  kurzer  Anhang  etitlialt  eine  interessante  Entwickelnng  der  ein- 
fftcshslon  trntiset^udeuteri  Fnuctionen  in  Form  uo endlicher  Keiheiip  Ist 
nämlicL  o  ein  Bogen  eine^s  Ki^kßs  mit  dem  Halbmesser  1 ,  bildet  man  von 
di^msedben  die  Evolvente  ^  Yon  dieser  wiederum  die  Evolvente  u,  s,  f*,  i»ü 
haben  die  einzelnen  Evolventen ^  die  sicJi  auf  diese  Art  ergebeni  die 
Längen 

und  ibr^  Summe  ist,  wenn  man  noch  den  Kreislialbmesser  binsurechnct, 

^1    ^  1,2   ^   1.2,3  ^  \         nj 

Üie  Tangenten  am  Endfiuukte  jed^r  Curvc,  jedesmal  bis  zu  ibrer  Evolvente 

gerechnet^  bilden  eine  gcTadlikiige  rocbt^vinkUg  gebroebcue  Spirale,  deren 

erste,  dritte,  fünfte  Setto  u.  s   f«  mit  wechädlnden  Zeichen  genonimoni  dam 

*frt  a  gleich  komm  en,   während  der  Halbmesser  I ,  die  zweite,  vierte  Seite 

II*  0«  w*  in  gleiclicr  Weise  cusu  gebeUf  wodurch  die  bekaunten  Keihen 

(T  ff*      ,        ft* 

$ma=^ —  + 


1        l<ä.3       i,2,.5 


cosa^^  l —  -f* 


1.2   '    1.2.3.4  ■ 

entwickelt  sind.     Die  Logarlthrnuäreiho  findet  man,  wie  üblich,  aus  der 
Formel 

5"  —  l 

Is  =  lim  — . — ,     fi  =  00 , 

u 

die  aas  der  oben  angegebenen  Entwickelung  von  e^  sich  ergiebt. 

Geetschel. 


Kegelichnittkantige  Pyramiden  und  onrvenkantige  Priimen,  von  krum- 
men Seitenflächen  begrenzte  Körper,  welche  sich  kabiren   lassen. 
Von  H.  C.  E.  Martüs,  orJ.  Lehrer  der  Math,  und  Physik  an  der 
Königstädtischen   Realschule    in   Berlin.      Mit   8   Figurentafeln. 
Berlin,  Springer.     1863. 
Der  Verfasser  bietet  in   diesem  Buche  den  Lehrern  der  Mathematik 
an  den  oberen  Classen  von  Gymnasien  oder  Realschulen  eine  Anzahl  von 
Lehrsätzen  über  eine  von  ihm  ersonnene  Gattung  runder  Körper,  welche 
die  Eigenschaft  besitzen,  sich  kubiren  zu  lassen.    Zum  Verständnisse  wird 
allerdings  bei  dem  Schüler  die  Bekanntschaft  mit  den  Elementen  der  ana- 
lytischen Geometrie   der  Kegelschnitte,   insbesondere   die  Kenntniss   der 
Gleichungen  dieser  Curven,  bezogen  sowohl  auf  ihre  Axen,  als  auch  auf 
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schiefwinkelige  conjugirte  Halbmesser  vorausgesetzt.  Ist  diese  Voraos- 
Setzung  erfüllt,  so  bieten  die  hier  behandelten  Aufgaben  keine  nennens- 
wcitlie  Schwierigkeiten  dar  und  werden  sich  als  recht  nützliche  und  in- 
teressante üebungsbeispiele  erweisen. 

Der  ganze  Inhalt  zerfällt  in  sechs  Abschnitte.  Gegenstand  des  ersten 
Abschnittes  ist  der  Beweis  des  Satzes ,  dass  jeder  Körper  von  dem  Quer- 
schnitte 

0^=^  a  +  bx  +  CX* 
das  Volumen 

Vz=:ax  +  ^bx'  +  ^ca^ 
besitzt.  Dieser  Satz  wird  zuerst  geometrisch  bewiesen,  wobei  der  Ver- 
fasser von  dem  aligemeinen  Theoreme  ausgeht,  dass  zwei  Körper  gleichen 
Inhalt  besitzen,  wenn  sie  gleiche  Grundflächen ,  gleiche  zugehörige  Höhen 
und  in  gleichen  Abständen  von  den  Grundflächen  auch  überall  gleiche 
Parallclschnitte  haben.  Sodann  folgt  ein  Beweis  desselben  Satzes  durch 
Rechnung.  Der  zweite  Abschnitt  behandelt  curvenkantige  Prismen, 
d.  h.  Körper,  welche  entstehen,  wenn  ein  willkürliches  ebenes  Viereck 
sich  so  bewegt,  dass  alle  Seiten  desselben  ihrer  primitiven  Lage  parallel 
bleiben,  die  Eckpunkte  aber  beliebige,  unter  sich  parallele  Curven  be- 
schreiben. Der  Inhalt  eines  jeden  solchen  Körpers  ist  gleich  dem  Pro- 
duct  aus  Grundfläche  und  Höhe.  Parabelkantigo  Pyramiden,  die 
den  Gegenstand  des  nächsten  Abschnittes  bilden,  entstehen  auf  folgende 
Art.  Durch  einen  willkürlichen  Punkt  in  der  Ebene  eines  Vieleckes  lege 
man  eine  Gerade,  welche  mit  der  Ebene  einen  beliebigen  Winkel  bildet; 
in  jeder  der  Ebenen  ferner,  welche  durch  diese  Gerade  und  je  eine  Ecke 
des  Polygons  bestimmt  sind ,  construire  man  eine  Parabel ,  deren  Durch- 
messer jene  Gerade  ist,  während  die  Verbindungslinie  ihres  Fusspunktes 
mit  der  Ecke  die  halbe  conjugirte  Sehne  bildet.  Bewegt  sich  nun  das 
Vieleck,  unter  Veränderung  seiner  Gestalt  und  Grösse,  so,  dass  seine  Kan- 
ten immer  der  ursprünglichen  Lage  parallel  bleiben,  seine  Ecken  aber  auf 
den  Parabeln  sich  bewegen ,  so  wird  eine  parabelkantigo  Pyramide  ent- 
stehen. Da  die  zur  Basis  parallelen  Schnitte  des  Körpers  sich  wie  die 
Abstände  von  der  Spitze  verhalten,  so  ist  der  Inhalt  gleich  dem  halben 
Producte  aus  Grundfläche  und  Höhe.  Sehr  einfach  ist  auch  die  Bestim- 
mung des  Inhaltes  des  abgestumpften  Körpers,  sowie  die  des  Schwerpunk- 
tes für  die  volle  und  abgestumpfte  Pyramide.  Im  vierten  Abschnitte 
werden  die  kreiskantigen  Pyramiden  besprochen.  Eine  Vorstellung 
von  einem  solchen  Körper  erlangt  man,  wenn  man  sich  in  der  Ebene  eines 
Parallelkreiscs  einer  Kugel  ein  eingeschriebenes  Vieleck  und  durch  dessen 
Eckpunkte  Meridiane  denkt.  Legt  man  durch  je  zwei  benachbarte  Me- 
ridiane eine  cylindrische  Fläche,  so  begrenzen  die  nach  dem  einen  Pole 
gehenden  Cylinderflächen  mit  der  Ebene  des  Vieleckes  zusammen  den  er- 
wähnten Körper.    Die  beiden  kreiskantigen  Pyraiivvd^ii^^^t^^^>^\ViÄ^^^ 


L  itaratur  ze  J  tu  n  g. 


zwei  Polo  einf]  und  die  eine  und  dietelb©  Grundffydie  babeiit  bilden  zu- 
smnineu  ein  KreiskAnt.  Ist  G  die  Grundääche  der  krelgkantigQti  P^a- 
mide,  h  ibre  HcSbe  nnd  r  der  Kngelrßdius,  an  ist  der  Inhalt 

^        2r  —  h' 

für  das  Kreiskant  Ist,  wenn  G  den  aequatorialen  QuerschuiU  bezeicbtiet, 
der  labalt  dnrcb  die  einfache  Formel 

r=^fGr 
beatimmL  Eioe  Pyramide,  ein  KreiäkAut  und  eiu  Cjlmdcr  von  gleicbea 
Grnndäacben  und  IläLen  Terlialten  sich  also  wie  1:2:3^  ein  Satz^  den  der 
Verfasser  als  eine  Verallgemeinerung  des  Archimedischen  Lehrsatzes  an» 
fuhrt*  Km  Paragraph  dieses  Abschnittes  enthält  noch  eine  Zusammen' 
Stellung  von  Sätzen,  in  denen  regelmässige  Kreiskante  und  regelmässige 
Polyeder  verglichen  werden,  ein  anderer  giebt  den  Inhalt  der  abgestumpf- 
ten Kreiskantpw-Pyramide  und  die  Bestimmung  des  Sehwerpnnktea  solcher 
Körper.  Der  fünfte  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  den  ellipsenkanti* 
gen  Pyramiden.  Durch  einen  willkürlichen  Punkt  P  iu  der  Ebene 
eines  Pulygones  lege  man  eine  Gerade,  die  gegen  die  Ebene  eine  beliebige 
Neigung  hat;  S  und  S'  seien  die  auf  entgegengesetzten  8eiten  der  Ebene 
Hegenden  Endpunkte  dieser  Geraden.  Dureh  diese  zwei  Punkte  nud 
durch  je  eine  Ecke  des  Polygenes  lege  mao  eine  Ellipse,  so  dass  SS'  ein 
Durcbmest^er  derselben  und  die  Verbindung«Unie  von  P  mit  der  Ecke  etoe 
halbe  diesem  Durchmesser  conjngirte  Sohne  ist.  Durch  diese  Ellipsen 
und  durch  das  ebene  Vieleck  ist  auf  jeder  Seite  des  letzteren  eine  ellipsen- 
kantige Pyramide  bestimmt,  die  beiden  Pyramiden  zusammen  bilden  ein 
Ellipsenkant;  eine  spezielle  Form  desselben  ist  das  dreiaxige  Ellipsoid. 
Bedeuten  G  die  Grundfläche,  h  die  Höhe,  d.  h.  den  senkrechten  Abstand 
der  Spitze  S  von  der  Basis,  und  ß  den  senkrechten  Abstand  der  Spitze  von 
einer  zur  Basis  parallelen  durch  den  Halbirungspunkt  von  SS'  gehenden 
Ebene,  so  ist  der  Inhalt  der  Pyramide 

der  Inhalt  des  Ellipsenkantes  aber  ist  }  des  Productes  ans  Grundfläche 
und  Höhe.  Den  Schluss  des  Abschnittes  bilden  Schwerpunktsbestimmun- 
gen. Gegenstand  des  letzten  Abschnittes  sind  die  hyperbelkantigen 
Pyramiden.  Die  Construction  dieser  Körper  ist  den  ellipsenkantigen 
Pyramiden  analog,  doch  ist  hier,  wegen  des  wesentlichen  Unterschiedes 
zwischen  den  reellen  und  den  imaginären  Durchmessern  der  Hyperbel,  eine 
Unterscheidung  nöthig.  Die  eine  Art  dieser  Pyramiden ,  von  der  das 
zweischalige  Hyperboloid  ein  spezieller  Fall  ist,  hat  der  Verfasser  spitze 
Hyperbelkanten-Pyramiden  genannt,  während  er  die  andere  Art,  zu  der 
auch  das  einschal  ige  Hyperboloid  gehört,  als  stumpfe  bezeichnet  Ent- 
sprechend   den   Ellipsenkanten   werden    hier    Hyperbelkante,    und    zwiar 
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eweierlei ,  eingliedrige  und  zweigliedrige  behandelt.  Ausser  der  Inhalts- 
bestiramuDg  dieser  Körper  und  der  Ermittelung  ihres  Schwerpunktes  finden 
wir  in  diesem  Abschnitte  auch  eine  grössere  Anzahl  von  Sätzen  über  regel- 
mässige Uyperbelkante  und  regelmässige  Polyeder  und  Kreiskante.  Iler- 
vorheben  wollen  wir  noch  den  folgenden  Satz,  auf  den  unser  Verfasser 
einiges  Gewicht  zu  legen  scheint:  eine  geradkantige  Pyramide,  ein  £llip- 
senkant,  ein  Prisma  (mit  geraden  oder  krummen  Kanten)  und  ein  Hyper- 
belkant, sei  es  ein-  oder  zweigliedrig ,  alle  von  gleichen  Grundflächen  und 
Höhen,  verhalten  sich  wie  1:2:3:4. 

Die  Darstellung  ist  im  Ganzen  sehr  ausführlich,  jedenfalls  um  den 
Schülern  gehörig  verständlich  zu  sein.  Freilich  werden  viele  Lehrer, 
denen  das  Buch  ganz  willkommene  Uebungsbeispiele  bietet,  davon  ab- 
sehen, dasselbe  ihren  Schülern  zum  Dnrchstudiren  in  die  Hand  zu  geben. 
Den  beigegebenen  Figuren  hat  der  Verfasser  dadurch  grössere  Anschau- 
lichkeit verschafft,  dass  er  die  Linien,  je  mehr  sie  in  den  Vordergrund 
treten,  um  so  stärker  gezeichnet,  verdeckte  Linienstücke  aber  gar  nicht 
angegeben  hat.  Gubtschel.      ' 

Oalileo  Galilei »  sa  vie^  son  proces  et  ses  coniemporains  d' apres  les  documents 
originaux par  Philareie  Chasles.  Paris,  1 862  bei  Foulet- Malassis, 
Es  giebt  kaum  eine  Figur  in  der  Geschichte  der  Naturwissenschaften, 
welche  mit  Galilei  wetteifern  könnte  in  Bezug  auf  das  romanhafte  Inte- 
resse, welches  ihre  Biographie  Lesern  aller  Zeiten  und  aller  Stände  ein- 
flöste«  Wenn  die  Einen  in  Galilei  den  grossen  Physiker  verehrten,  den 
Entdecker  der  Pendelgesetze,  den  Verbesserer  des  Teleskopes,  den  Be- 
gründer der  Theorie  der  schwimmenden  Körper  bewunderten;  so  waj:  er 
den  Anderen  der  grosse  Philosoph,  welcher  der  Schule  der  Aristoteliker 
den  letzten  Gnadenstoss  versetzte,  welcher  als  Vorgänger  von  Franz  Baco 
das  Experiment  an  die  Spitze  der  Wissenschaft  stellte  und  wunderbar  ge- 
nug zugleich  als  Vorgänger  des  Cartesius  den  Satz  aussprach,  die  sen- 
siblen Eigenschaften  der  Körper  hätten  ihren  Sitz  nicht  in  den  Körpern, 
sondern  iü  uns.  Kaum  weniger  beschäftigte  sich  die  politische  und  reli- 
giöse Geschichte  des  17.  Jahrhunderts  mit  dem  Manne,  den  die  Einen  als 
Märtyrer  der  freien  Forschung  darstellten  und  ihm  das  nie  gesprochene 
stolze  Wort :  Und  sie  bewegtsich  doch!  in  den  Mund  legten^  während 
die  Anderen  ihn  als  warnendes  Beispiel  eines  wankelmüthigen  und  doch 
wieder  halsstarrigen  Auflehners  gegen  die  Befehle  der  Kirche  zeigten, 
der  schliesslich  sich  unterwerfen  und  die  Euthe  küssen  musste,  mit  der  er 
verdientermassen  gezüchtigt  worden  war.  Schriftsteller  jeder  Richtung 
bemächtigten  sich  so  der  verlockenden  Persönlichkeit,  und  besonders  seit 
dem  Anfang  der  vierziger  Jahre  entspann  sich  ein  förmlicher  Wettstreit, 
wer  das  Meiste  und  Richtigste  zur  Kenntniss  des  Galilei^schen  Prozesses 
beizutragen    vermöchte.     Damals  waren    soeben   zu   deu  "^^tv  Y%\i^<i^i?v 
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(1713—75),  Kelli  (1703),  Venturi  (IBlft— 21)  hemtisgcgebanen  Bricffn 
tmd  Deiikwürtligkejteu  das  Galilei  und  seiuGr  Zeitgenossen  noch  nenn 
bisher  nicht  vcröffenllicLte  Aktenstücke  lunKiagekoinmen,  welcbeAlberi 
in  (k^r  lö bündigen  Ge^ftriitntaiiBgabe  von  GnHEers  Werken  vereinigte^ 
die  1842^ — 541  in  Flu  reu  st  itu  Drucke  erschien.  Manche  ji  da?on  war  band- 
icbrirLlich  sut^b  Libri  eil  Gebote  gestanden,  welcher  1841  im  4,  Bande 
seiner  bekannten  „Histoire  dea  sciences  niathcinatiqneü  on  ItalJe'^  bei  einer 
umfassenden  Behilderung  des  Galilei,  seiner  Verdienste  und  seiner 
Schicksale  davon  Gebrauch  machte.  Leider  verhkit  es  sich  mit  diesem 
Kapitel  des  4,.  Bandes  wie  fast  mit  dem  gaazep  Werke.  Eine  Fülle  von 
Getehrsamkeitf  eine  Summe  von  Kenntuissen^  die  durch  Niemand  Übejr- 
ttofifenj  von  Wenigen  erreicht  wird,  steht  im  Dienste  letdenscbaftlichsten 
P artbei hasse s  ^  der  es  nicht  verschmnhti  ^ur  handgreiflichen  Löge  seine 
Zuti liebt  zu  nehmen,  wo  es  gilt ,  dem  Papgtthume  eine  AVunde  beissubno- 
gen.  Gleichfalls  durch  Parthei färbe  entstellt ,  aber  durch  den  Gegensats 
der  Kichtung  eine  intt-ressHiite  ErgänÄiing^  ku  Libri  gewährend,  ist  eine  in 
demselben  Jahre  lH4i  von  einem  deutschen  Gelehrten  verfasste  Abhand- 
lung, welche  in  den  historisch -politischen  Blättern  für  das  katholische 
Deutschland  von  Philipps  tiud  Görres,  Bd.  7,  erschien.  Zur  Char&k- 
teristik  dieser  beiden  Sireitschriften  mag  es  dienen,  dasü  Libri  im  fort- 
iRufenden  Texte  einen  Brief  des  Galilei  an  Vincmzo  Hemiri  als  Beweis- 
stück nnftibrt,  von  welchem  er  so  gut  wie  irgend  wer  wusste,  dass  er  eine 
Fälschung  des  ßitca  Vurfnm  war,  was  er  iu  einer  Anmeiktiog  nur  leise 
andeutet.  Der  anonyme  Verfasser  des  deutschen  Aufsatzes  kommt  zu  der 
nur  von  einem  Liebhaber  geistiger  Seiltänzerei  genug  zu  würdigenden 
Schlussfolgerung,  das  Interdict,  welches  von  Kom  aus  gegen  die  Koperni- 
kaniscbe  Lehre  ausgesprochen  wurde,  habe  im  Interesse  der  Wissenschaft 
und  ihres  Fortschrittes  stattgefunden.  Man  habe  eingesehen,  dass  die 
Hypothese  von  der  Bewegung  der  Erde  durch  sie  umgebende  Luft,  deren 
Schwere  ja  damals  noch  nicht  bekannt  war,  hindurch  zu  physikalischen 
Widersprüchen  führe,  wenngleich  die  astronomischen  Erscheinungen  am 
Himmel  so  erklärt  werden  konnten,  und  deshalb  habe  man  es  verbieten 
müssen,  dass  als  wahr  ausgesprochen  werde,  was  in  der  einen  ganzen 
Hälfte  der  Erfahrungsthatsachen  sich  als  unwahr  erwies.  Eine  englische 
Monographie  aus  demselben  Jahre  1841  {Brewsler,  Lives  of  Galileo,  Tycho- 
Brahe  and  7.  Kepler,  the  marlyrs  of  science)  ist  mir  nur  dem  Namen  nach 
bekannt  geworden,  so  dass  ich  mich  jedes  Urtheils  darüber  enthalten  muss. 
Nun  erschienen,  wie  schon  gesagt,  neue  Briefe,  neue  Aktenstücke,  und  als 
wichtigster  Beitrag  zur  Geschichte  Galilei^s  die  wenn  auch  nicht  ganz 
vollständige  officielle  Darstellung  seines  Prozesses.  Die  Untersuchungs- 
akten des  Inquisitionsgerichtes  waren  1798  nach  Paris  gebracht  worden, 
hatten  zur  Verfügung  von  Delambre  gestanden,  der  sie  in  seiner  Ge- 
schichte der  Astronomie  benutzte,  waren  aber  dann  unbegreiflicher  Weise 
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verschleppt  worden,  so  dass  sie  sich  nicht  vorfanden,  als  1814  die  geraub- 
ten Documente  zurückgegeben  werden  sollten.  Der  päpstliche  Uof  lies 
nicht  nach,  zu  reclamiren,  und  in  der  That  föllt  es  schwer,  nicht  an  eine 
absichtliche  Verheimlichung  von  französischer  Seite  zu  glauben,  wenn 
Biet  uns  erzählt  (Journal  de  Savants  Ann^e  1858,  p.  398),  Graf  Rossi 
habe  sich  1845  verpflichtet,  neue  Nachforschungen  in  dem  Archive  des 
Ministeriums  der  auswärtigen  Angelegenheitei»  in  Paris  anstellen  zu  lassen 
und  für  die  Auslieferung  Alles  etwa  gefundenen  sorgen  zu  wollen ,  falls 
von  päpstlicher  Seite  eine  vollständige  und  unpartheiische  Veröffentlichung 
zugesichert  würde.  Jetzt  fanden  sich  plötzlich  die  betreffenden  Fascikel 
wieder  vor,  und  1850  erschien  aus  der  Feder  des  Prälaten  Marino -Marini 
die  officielle  Darstellung  unter  dem  Namen :  Galüeo  e  Tinquisizione,  Auch 
diese  Schrift  habe  ich  leider  bisher  nicht  persönlich  einsehen  können,  in- 
dessen hat  Biet  an  der  schon  angeführten  Stelle  ein  so  eingehendes  Ur- 
theil  darüber  geföUt,  dass  ich  mich  berechtigt  glaube,  auf  die  Autorität 
dieses  hervorragenden  Gelehrten  hin  die  Uuvollständigkeit  der  officiellen 
Darstellung  zu  beklagen ;  eine  Unvollständigkeit,  welche  sich  insbesondere 
dahin  äussert,  dass  die  Fragen,  welche  Galilei  vorgelegt  wurden,  nicht 
in  ihrem  lateinischen  Urtexte,  sondern  nur  in  italienischer  Erzählung  mit- 
getheilt  sind,  dass  die  Antworten  des  Galilei  ähnlich  abgekürzt  erschei- 
nen, während  es  von  der  grössten  Wichtigkeit  wäre,  namentlich  das  letzte 
Verhör  vom  21.  Juni  1633  wortgetreu  zu  besitzen.  Vor  diesem  Verhöre 
war  nach  Marini's  Aussage  (p.  59  und  62  seiner  Schrift),  Galilei  mit  dem 
„äussersten  EechtsmittePS  oder  wie  es  anderwärts  heisst,  „mit  der  Tortur'* 
bedroht  worden,  wenn  er  nicht  zugestehe,  der  Lehre  des  Kopernikus  ge- 
huldigt zu  haben.  Nur  in  jenem  Verhöre  selbst  kann  also,  wenn  über- 
haupt, die  Folter  gegen  Galilei  zur  Anwendung  gekommen  sein ,  und  über 
diesen  noch  immer  bestreitbaren  Punkt  würde  allein  der  Wortlaut  des 
Protokolles  vom  21.  Juni  entscheiden  können.  Ich  persönlich  theile  da- 
rüber die  Meinung,  dass  keine  Anwendung  der  Folter  gemacht  wurde, 
und  stütze  mich  auf  dieselben  Gründe,  die  mit  grossem  Scharfsinn  in  einer 
Abhandlung  entwickelt  wurden,  welche  bei  der  chronologischen  Reihen- 
folge der  hier  einschlagenden  Arbeiten  an  dieser  Stelle  genannt  werden 
muss.  Alfred  von  Reumont  hat  seit  1853  „Beiträge  zur  italienischen 
Geschichte**  veröffentlicht,  und  in  dem  1.  Bande  dieser  Sammlung  von 
überaus  schätzbaren  Abhandlungen  findet  sich :  „Galilei  und  Rom**  (Seite 
303—424).  Reumont  hat  in  dieser  Abhandlung  von  keinen  Hilfsmitteln 
Gebrauch  gemacht,  welche  nicht  gedruckt  vorgelegen  hätten.  Das  ist 
wohl  zu  beachten  gegenüber  von  der  Phrase,  mit  welcher  Herr  Chasles 
sich  in  seinem  Widmungsschreiben  an  Reumont  wendet:  „C'est  k  vous, 
„Monsieur,  qu'appartiennent  les  documents  contenus  dans  le  volume  dont 
,  je  vous  prie  d'apr^er  la  d^dicace.**  Allein  damit  ist  das  Verdienst  des 
trefflichen  Historikers  in  Nichts  geschmälert.     Wie  i<iK  \ci\t  ^xw  ^\i^^x^^ 
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ßtelle  eiomal  «u  SAgeu  orlaubla ,  mnn  'knnn  von  dem  Ge*clilcliUcbteib#f 
»Iclit  immer  iieae  Ttiatfiaeheni  neite  Dot^umento  varlnuf^en,  Schon  die 
tieiio  Zusammenstellung  des  ViirliAndeiieii  geoilg^t^  um  ein  ticbätseDswcrtlies 
Werk  hervorznbrhij^fm,  watin  bei  dieser  Art  die  Gruppirung^  der  TliAt- 
sftchen  In  klareren  Zu  rammen  hang  treten  und  eine  Kinsicht  in  die  eitiiEel- 
nen  F^den  des  liiittorlscUen  Gewebes  g'estaHen,'  das  hat  Heninant  für  den 
ProsiPisu  Galilei*®  vor  dem  Titqnisiitionstributiale  vollständig  geleistet,  und  es 
ftp  riebt  nur  um  m  stärker  für  die  Etübtigkett  setner  Auffassung^  daas  Biet, 
der  offenbar  obne  Kenutoisis  der  HeumontVchen  Arbeit  l^hH  seinen  schon 
tiTwfUmten  Anf^ntK  ^,La  pi*riie  sur  le  procM  d^  GalUee'"  veröffentlichte^  »ns 
denselben  Quellen  schöpfend  genaa  zu  douselben  Resultaten  katn.  Dnreh 
dtese  heideti  Gelehrten  ist  nach  meiner  Ansicht  wenigstens  cndgiltig  be* 
wiesen  j  «\nm  der  Pjokcss  gegen  Galilei  weit  weniger  ein  Prozess  der  he- 
leifligtnn  Kirclip,  als  des  beleidigten  Kirchenoberbnuptes  war;  dais  Papst 
Urtiiin  VIIL  Nich  und  vnn  ihm  gebrciuchte  Ausdrucke  in  Jenem  SirnpHcius 
wieder  erkannte^  der  in  Giililei*s  Dialog  die  Rolle  des  Komikers  wider 
Willen  spielt.  Für  die  Führung  des  Processus  ist  ferner  erwiesen,  dass 
Galilei  zuerst  nur  die  Zelt  vom  12*  April  bis  ^nm  L.  Mai  im  Inquisitions- 
palaste zubrachte,  während  welcher  er  kaum  wie  ein  Gefangener  behandelt 
wurde«  Am  I.  Mai  kehrte  er  In  das  toakanische  OessQdtschaftBgebHude 
ÄurÜck,  Er  verlUsst  CS  am  10,  Mai  für  wenige  Stunden  ^  um  das  dritte 
Verhör  ku  bc sieben.^)  Am  IL.  Juni  wurde  er  sum  vierten  und  letzten 
Verhöre  abgeführt  und  blpibt  bis  zinn  24.  Juni  in  Haft,  an  welchem  Abend 
Niccolini,  der  toskanische  Gesandte,  ihn  selbst  nach  dem  Garten  la 
Trinita  del  Monte  geleitet.  Am  22.  Juli  hatte  die  Abschwörung  Galilei^s 
stattgefunden.  Auch  in  dem  letzten  Verhöre  wurde  keine  Folter  ange- 
wandt. Man  begnügte  sich  mit  deren' Androhung,  verschärft  etwa  durch 
Vorzeigung  der  Marterinstrumente,  deren  Anblick  den  70 jährigen  Greis 
genugsam  erschütterten,  um  ihn  zu  strenggläubigen  Antworten  zu  nöthi- 
gen,  wie  man  sie  brauchte.  Das  ist  wohl  der  ganze  Sinn  der  Worte: 
examcn  rigorosum  und  responsio  catholica^  von  welchen  in  der  Schluss- 
sentenz die  Rede  ist.  Ich  bemerke  übrigens,  dass  Reifmont  die  Androh- 
ung der  Folter  nicht  genugsam  hervorgehoben  hat,  dass  vielmehr  erst  Biet 
auf  diesen  wesentlichen  Ergänzungspunkt  hingewiesen  hat.  Ich  erlaube 
mir  nur  noch  hinzuzufügen,  dass  in  der  That  nach  einem  ziemlich  seltenen 
Buche:  ,,Criminalprozess  der  P.  P.  Franciskaner,"  Strassburg,  1760,  bei 
geistlichen  Gerichten  die  Sitte  herrschte,  den  Angeklagten  in  der  Folter- 
kammer erst  zu  ermahnen,  bevor  die  Tortur  wirklich  ausgeübt  wurde. 
Doch  ich  führe  eine  Stelle  aus  jenem  Buche  an  (S.  111  — 112),  wo  ein  Fol- 
torprotokoll  abgedruckt  ist:   „da  nun  der  P.  Provincial  die  Hartnäckigkeit 

*)  I3iot,  Journ.  des  Suvants  1858,  p.  109,  setzt  diese  das  dritte  Verhör  beglei- 
tende Umstände  ausser  Zweifel  durch  die  Mariiii  eiitiioniraeuen  Worte:  et  habita 
c//is  siiscriptione,  fitit  remissus  ad  donmm  supi'adicti  oratoris  screnissitni  magni  ducis. 
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sah,  80  hat  er  beschlossen,  den  Delinquenten  mit  Stricklein  u.  s.  w.  geisseln 
und  ihm  hundert  starke  Streiche  geben  zu  lassen.  Zur  Vollziehung  die- 
ses Decrets  ist  gemeldeter  schuldige  Fr.  N.  in  die  Kammer  gebracht  wor- 
den, die  vor  dem  Kerker  ist,  und  wo  man  zu  torquiren  pflegt.  Der  P. 
Provincial  befahl  also  dem  Bruder  Kerkermeister,  dass  er  den  Delinquen- 
ten auskleiden,  ihm  nur  die  Schamtücher  wegen  der  Ehrbarkeit  lassen, 
und  ihn  an  Händen  schliessen  sollte.  Da  er  ausgezogen  wurde,  unterliess 
der  P.  Provincial  nicht,  ihn  mit  brüderlichen  Worten  zu  erinnern ,  dass  er 
die  Wahrheit  bekennen  sollte ,  und  er  sagte  zu  ihm :  Jetzt  hast  Du  noch 
Zeit,  wenn  Du  willst  der  Tortur  entkommen.  Sage  also,  wen  u.  s.  w. . . . 
Nachdem  er  ausgekleidet  und  geschlossen  war,  ermahnte  ihn  der  P.  Pro- 
vincial nochmals,  er  sollte  bekennen,  da  er  aber  immer  auf  seinen  vorigen 
Antworten  blieb,  befahl  er,  man  soll  ihn  stark  geissein,  und  zwischen 
jedem  Streich  ein  Ave  Maria  lang  aussetzen  u.  s.  w.** 

Schon  dieses  Bruchstück,  das  mildeste  im  ganzen  Buche,  ge- 
nügt, um  begreiflich  zu  machen,  dass  ein  Examen  rigorosum  vorhanden 
war,  noch  ehe  es  zur  efgentlichen  Folter  kam,  und  dass  ein  körperlich  ge- 
brochener Greis,  wie  Galilei  es  war,  wohl  fügsam  werden  konnte  unter 
den  Vorbereitungen  zur  Tortur.  Damit  habe  ich  in  Kürze  die  Kenntnisse 
angedeutet,  die  man  heute  von  dem  6alilei*schen  Processe  besitzt,  und  die 
Männer  genannt,  denen  wir  diese  Kenntnisse  verschulden» 

Der  Leser  wundert  sich  vielleicht,  dass  ich  bisher  die  Schrift  von 
Philarite  Chasles,  welche  dieser  Kecension  als  Ueberschrift  dient, 
fast  unerwähnt  gelassen  habe.  Was  sollte  ich  auch  über  ein  Machwerk 
sagen,  welches  als  Originalarbeit  auftritt  und  bis  auf  ausserordentlich  ge- 
ringfügige Zuthaten  Nichts  ist  als  eine  Uebersetzung  der  Abhandlung  von 
Keumont.  Nicht  einmal  die  Arbeit  von  Biet  aus  dem  Jahre  1858  kannte 
Herr  Chasles,  nur  dessen  Artikel  über  Galilei  in  der  Biographie  univer- 
selle von  1816  hat  er  gelesen  —  wie  er  behauptet.  Und  diese  Schrift  hat 
H.  Chasles  die  Stirn  demselben*  A.  von  Reumout  zu  widmen,  welchem 
er  sie,  so  weit  Thatsachen  mitgetheilt  sind,  und  sogar  in  den  meisten  ver- 
bindenden Zwischenbemerkungen,  faßt  wörtlich  entnommen  hat!  Ja,  er 
lässt  auf  den  Titel  drucken  yyTotis  droits  reservds'^  d.  h.  also  wohl,  die 
Rückübersetzung  ins  Deutsche  ist  verboten.  Ich  hielt  es  für  meine  Pflicht, 
das  Benehmen  des  französischen  Vielschreibers  um  so  mehr  in  das  ge- 
hörige Licht  zu  setzen,  als  eine  anderweite  Besprechung  in  den  Heidelber- 
ger Jahrbüchern  ihm  unverdientes  Lob  spendet.  Freilich  ist  jene  Recen- 
sion  vom  Herrn  Prof.  Dienger  unterzeichnet,  was  mich  der  Mühe  über- 
hebt, an  ihr  selbst  eine  genaue  Kritik  zu  üben.  Camtor. 
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Leipzig,  Voss.  %  Thlr. 
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2  Thlr.  8  Ngr. 
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Literaturzeitunß.  23 


ScHLÖMiLCH,  0.  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  des 
Kaum  es.     2.  Aufl.     Leipzig,  Teubner.  l¥i  Thlr. 
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Kecensionen. 

Die  Onmdfftge  der  Welterdnnng.  Von  Dr.  Chaistian  Wiener.  Leipzig 
und  Heidelberg,  C.  F.  Winter*8che  Verlagshandlnng.  1863.  8f. 
S.  XVI  und  808. 

Vor  den  Werken,  die  in  neuerer  Zeit  zur  Verbreitung  und  zur  Dar- 
stellung der  Weltansicht  des  Materialismus  erschienen  sind ,  hat  die  vor- 
liegende Schrift  manche  Vorzüge.  Entstanden  ist  der  moderne  Materia- 
lismus aus  der  Polemik  gegen  den  einseitigen  Idealismus  der  deutschen 
Philosophie  durch  Ludwig  Feuerbach  (Grundsätze  der  Philosophie  der  Zu- 
kunft 1843),  welcher  glaubte,  die  Einseitigkeiten  der  früheren,  namentlich  der 
Hegerschen  Philosophie,  am  leichtesten  dadurch  ergänzen  zu  können,  dass 
er  aus  einem  Extrem  in  das  andere  verfiel.  An  die  Stelle  des  Pantheis- 
mus sollte  der  Atheismus,  an  die  Stelle  einer  pedantischen  Speculation 
eine  ordnungslose  Empirie,  an  die  Stelle  der  inhaltslosen  Ethik  ein  egois- 
tischer EudämonismuB  und  an  die  Stelle  des  Idealismus  endlich  der  Ma- 
terialismus treten. 

Die  populären  Schriftsteller,  welche  sich  an  Feuerbach  anschlössen, 
haben  bisher  gleichfalls  mehr  die  polemische  als  die  positive  Seite  des 
Materialismus  entwickelt.  In  der  Polemik  sind  sie  stark ,  in  der  positiven 
Ausführung  ihrer  eigenen  Weltansicht  aber  sehr  schwach.  Sie  streiten 
namentlich  gegen  die  Annahme  eines  Gottes,  von  Naturzwecken,  von  einer 
ursprünglichen  Ordnung  in  der  Welt,  gegen  die  Unsterblichkeit  der  Seele, 
die  Freiheit  des  Willens  und  andere  Lehren.  Diese  negativen  Lehren  des 
Materialismus  sind  aber  in  der  That  nur  voreilige  Folgerungen  aus  der  im 
Voraus  angenommenen  Lösung  seines  Problemes.  Wenn  er  dargethan 
hätte,  dass  nur  körperliche  Dinge  existiren  und  dass  alle  gegebenen  Er- 
scheinungen sich  daraus  erklären  lassen,  so  würden  jene  negativen  Lehren 
daraus  nothwendige  Folgerungen  sein.  Allein  bisher  hat  der  Materialis- 
mus in  der  Begründung  seiner  eigenen  Weltansicht,  in  der  Lösung  seines 
Problemes  alle  Erscheinungen,  auch  die  geistigen,  allein  aus  dem  Stoffe 
zu  erklären,  ausserordentlich  wenig  geleistet.  Er  wiederholt  nur  ins  Un- 
endliche seine  eigenen  Glaubenssätze  und  Prophezeihungen.     Dem  Mate- 
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rialisraus  fehlte  bislner  fast  jede  wissonscliftftlicli©  Jlaltiing,  tl»s  desul- 
toriscbe  Verfaliren  Feuorhath'a  ht  auch  auf  die  populärtu  Scliriftsleller 
des  Matc^riallsmtig  übergegaogen. 

In  dieser  Bezieliuiig  untcrgebeidet  sieh  die  Schrift  dea  VerfaBsers  vor- 
theiUiaft,  in  der  daB  polemische  Elemeut  der  materialiÄtiachen  Weltansicht 
fast  gmiZ  zurück.,  die  positive  Seite  derselben  aber  hervortritti  In  wiasen* 
fichaftlieher  Form,  in  ruhfger  und  loidene^ebart^loser  Haltting^  sucht  der 
Verfasser  allo  Erscheiuung&n  der  eloDientaren»  orgauischen  und  geistigen 
Natur  aus  verschiedene»  Gruppiiuugen  und  Bewegungen  der  allein  gtoß*- 
lichen  Atome  zu  erkUiren.  Üei*  Verfasser  ist  kein  blosser  Dilettant  der 
Wissenschaften,  er  ist  mit  den  Erächeinungeu,  deren  Krkenutniss  er  sacht, 
genau  bekannt.  Seine  Schrift  liest  sich  daher  aiieh  nicht  wie  ein  Unter- 
Iialtußgsbucb ,  sondern  erfordert  ein  sorgfaUiges  Studium,  Auch  wenn 
man  kü  der  Weltansiuht  des  Verfasaera  sii^h  nicht  bekennt  und  ihr  Funda- 
ujcnt  für  unseuverlassig  hält,  erregt  die  Lectüie  seiner  Schrift  überall  das 
Nachdenken  und  leitet  derselbo  %\u  weiteren  Forschung  an. 

In  einem  Punkte  können  wir  jodoch  die  Methode  des  Erkennens,  wel- 
cher der  Verfasser  folgt,  nicht  billigen,  denn  er  erklärt  seine  Begriffe  und 
beweist  seine  Behauptungen  fast  überall  nur  dm-cb  Exemplificationen,  Da- 
durch erreicht  er  freilich  eine  grosse  Klarheit  und  Fasslichkoit  seiner 
Lehreüj  aber  ihre  logische  Form  leidet  darunter,  denn  durch  Exemplifieatio- 
nen  werden  nur  unzureichende  Begriffserkl^rungen  und  Beweise  erreicM, 
da  eine  Verbindung  der  Begriffe  und  der  Lehr« sitze  und  namentlich  eine 
Rechtfertigung  der  Grundbegriffe  dadurch  nicht  gewonnen  wird,  wie  wir 
noch  weiterhin  zeigen  werden. 

Die  Schrift  dos  Verfassers  zerfällt  in  drei  Bücher,  wovon  das  erstfe 
von  der  nicht  geistigen  Welt,  d.  i.  der  unorganischen  und  der  organischen 
Natur,  das  zweite  von  der  geistigen  Welt  und  das  dritte  von  dem  Wesen 
und  dem  Ursprünge  der  Dinge  handelt.  Das  erste  Buch  enthält  eine  Na« 
turphilosophie,  das  zweite  eine  Philosophie  des  Geistes  und  das  dritte 
eine  Metaphysik.  In  der  Form  von  Gesetzen  hat  der  Verfasser  fast  über 
alle  Fragen  der  Philosophie  die  Ergebnisse  seiner  Forschung  aufgestellt. 

Von  der  Metaphysik ,  dem  Wesen  und  dem  Ursprünge  der  Dinge, 
handelt  der  Verfasser  zuletzt,  weil,  wie  das  Vorwort,  S.  III.  sagt,  es  un- 
möglich war,  von  vorn  herein  von  der  gemeinsamen  Grundlage  der  geisti- 
gen und  der  nichtgeistigen  Welt  einzugehen  und  alle  Erscheinungen  aus 
ihr  abzuleiten,  es  vielmehr  nothwendig  war,  vorerst  eine  zweifache  Grund- 
lage anzunehmen,  nämlich  eine  für  die  nichtgeistige  und  eine  für  die 
geistige  Welt.  Die  Grundlage  für  die  Auffassung  der  nichtgeistigen  Welt 
ist  die  korpusculare  Atomistik  und  die  mechanische  Erklärungsart.  Die 
geistige  Welt  wird  in  dem  zweiten  Buche  zunächst  unabhängig  von  dieser 
Grundlage  blos  nach  den  gegebenen  Thatsachen  der  Erfahrung  als  eine 
Welt  für  sich  dargestellt.     In  dem  dritten  Bnche  wird  aber  alsdann  auch 
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die  geistige  Welt  auf  der  Grundlage  der  korpuscularen  Atomistik  und  der 
mechanischen  Erklärungsart  constituirt.  Der  Verfasser  sucht  hier  nament- 
lich die  „Körperlichkeit**  des  Geistes  und  die  Entstehung  aller  Dinge  aus 
dem  vorigen  Stoffe  nachzuweisen.  Das  erste  und  das  dritte  Buch  stehen 
also  in  Verbindung  mit  einander  durch  das  gleiche  Fundament,  worauf 
ihre  Lehren  sich  gründen;  während  das  zweite  Buch  die  geistige  Welt, 
abgesehen  von  diesem  Fundamente,  unabhängig  von  der  atomistischen  und 
materialistischen  Hypothese  darstellt.  Darin  liegt,  wie  uns  scheint,  ein 
Beweis,  dass  für  die  Erkenntniss  der  geistigen  Welt  die  materialisti- 
sche Hypothese,  die  Annahme  der  Körperlichkeit  des  Geistes  überflüssig 
ist,  da  sie  auch  ohne  dieselbe ,  wie  der  Verfasser  durch  seine  Darstellung 
selbst  beweist,  aus  sich  selbst  verstanden  werden  kann.  Die  materialisti- 
sche Hypothese  des  dritten  Buches  gründet  sich  nicht  auf  der  Erfahrung 
der  psychischen  Phänomene,  und  ihre  immanenten  Erkenntniss,  sondern 
ist  nur  eine  Folge  aus  der  Annahme  der  korpuscularen  Atomistik,  welche 
das  Fundament  der  Weltanschauung  des  Verfassers  bildet.  Nur  die  Con- 
sequenz  seiner  metaphysischen  Voraussetzungen  treibt  den  Verfasser  zur 
Annahme  der  Körperlichkeit  des  Geistes  und  der  Entstehung  aller  Dinge 
aus  der  ewigen  Materie. 

Die  korpusculare  Atomistik  und  die  mechanische  Erklärungsart  bildet 
das  Fundament  der  Weltanschauung  des  Verfassers,  welches  wir,  nach  den 
darüber  im  ersten  und  dritten  Buche  enthaltenen  Angaben,  zunächst  et- 
was genauer  untersuchen  werden.  Der  Verfasser  nimmt  zwei  Arten  von 
Atomen  an,  Körper-  und  Aetheratome,  wovon  jene  sich  gegenseitig  an- 
ziehen; diese  sich  abstossen.  Körper-  und  Aetheratome  sollen  sich  gegen- 
seitig abstossen,  worauf  wir  weiter  unten  wieder  zurückkommen  werden.  Die 
Atome  besitzen  also  bewegende  Kräfte.  Die  Körperatome  sollen  überdies 
nach  verschiedenen  Richtungen  mit  verschiedenen  Kräften  wirken.  Die 
Aetheratome  sind  von  gleicher,  die  Körperatome  von  verschiedener  Be- 
schafifenheit,  es  gäbe  so  viele  Arten  von  Körperatomen  als  es  chemisch  ein- 
fache Körper  (Stofife)  giebt.  Doch  meint  der  Verfasser  (S.  41),  es  sei 
wahrscheinlich,  dass  die  qualitativ  verschieden  erscheinenden  Körperatome 
aus  kleineren  gleichartigen  Theilen  bestehen ,  welche  von  gleicher  Be- 
schafifenheit  sind,  so  dass  also  zuletzt  alle  qualitative  Verschieden- 
heiten auf  quantitative  würden  reducirbar  sein.  Die  Atomenlehre,  welche 
sich  daraus  erzielt,  würde  also  ein  quantitativer  Atomismus  sein,  wie  es 
der  ursprüngliche  der  griechischen  Philosophie  ist.  Wir  halten  nur  den 
quantitativen,  nicht  aber  den  qualitativen  Atomismus  für  eine  in  sich  con- 
sequcute  Lehre,  da  die  qualitative  Atomistik  nur  ein  Uebergang  ist  in  die 
dynamische  Naturansicht.  Eine  rein  mechanische  Naturansicht  ist  nur 
consequent  durchführbar,  wenn  alle  Materie  gleichartig  ist  und  also  alle 
Verschiedenheiten  der  Atome,  wenigstens  der  letzten,  nur  eine  quantitative 
nach  der  Grösse  und  der  Gestalt  ist.     Ob  aber  eine  solche  Atomenlehre, 


welche  Gelittesj^licli  a11^  quAlitaüvn  Verseltiedeulieit  der  Mnterfe  nur  afa 
einen  Sonnetischcin  aiiächeti  müsste,  mit  der  Erfahrting^  übereinstimmen 
wtfrde,  scheiut  bia  jetstt  wenigstrns  «ehr  Kweifelhaft.  Sobald  man  aber 
eine  qualitative  Verscliiedenheit  der  Materie  oder  der  Atome  ncinot,  gebt 
die  Atoinltstilc  van  selUbt  in  eine  dynamische  Katnronsicbt  Über,  weil  mtkU 
ahd&ün  auch  genötbigt  wird,  eine  vertnderlicbe,  ungleichartige  tind  inten- 
sive KaumerfüUiing  anzunehmen,  Nur  wf>tin  alle  Känme,  worin  Materie 
Ut,  gleicharlig  und  unveränderlich  crfLlUt  augenommen  werden,  iat  did 
Atomiaik  eine  in  iich  couiequente  Lebre. 

Atome  giebt  e»  nicht  ohne  leere  Zwischenräume ,  weshalb  die  Atomi- 
stik die  Realität  dee  leeren  Haumea  annehmen  muBs.  Auch  der  V^er^ 
faiißr  behauptet,  S.  683,  das^s  »fder  leere  Raum  wirklich  besiebt'*  unil 
gchliesse  dtef^  nus  der  Möglichkeit  der  Bawegiing«  Für  die  Möglichkeit 
der  Bewegung  und  für  die  Erklärung  der  Verschiedenheiten  in  der  wahr- 
nehmbaren Materie  mu^^a  die  Atomeulebre  allerdings  die  Realität  dea  lee- 
ren Knumes  annehmen«  Allein  der  ursprüngliche  Grund  liegt  in  den 
Atomen  selbst ^  welche  ohne  leere  RMume  weder  getrennt  von  einander 
exiatlrenf  noch  die  wahrnehmbare  Materie  bilden  können*  Ohne  leere 
Rliumo  anzii nehmen  würde  die  gesonderte  Existenz  jedes  Atomes  für  sich, 
wenigetena  bei  stofflieben  oder  körperlichen  Atomen  nicht  voratellhar  sein. 
Atome  ohne  leere  R^ume  würden  eine  continuirlicbe  Raumerfüllung  bilden 
und  ako  keine  Atome  dein.  Der  Jeere  Raum  drückt  nur  die  getrennte, 
urepriinglieh  zusammenhangslose  ExisUnz  fler  Atome  als  eine  Thatsache 
a«8.  Ohne  leere  Zwiachenräume  können  Atome  aber  auch  keine  wahr- 
nehmbare Materie  bilden.  Auch  der  allergrössto  Hanfe  von  Atomen  bildet 
keine  Materie  als  Gegenstand  möglicher  Anschauung,  denn  die  Atome  sind 
nur  eine  Materie  des  Gedankens,  weil  sie  von  unendlicher  und  unsichtbarer 
Kleinheit  sind.  Erst  durch  das  Hinzutreten  von  leeren  Zwischenräumen 
bilden  Atome  eine  wahrnehmbare  Materie. 

Aus  Atomen  und  leeren  Räumen  sind  die  Phänomene  der  Natur  nur 
zu  erklären,  wenn  zu  den  Atomen  noch  Verbindungsformen  und  Bewegung 
derselben  hinzukommen.  Erst  aus  den  verschiedenen  Gruppirungen  und 
Bewegungen  der  Atome  entspringt  die  Erscheinungswelt  der  Natur.  Auch 
der  Verfasser  sucht  alle  Erscheinungen  der  Natur  aus  den  verschiedenen 
Gruppirungen  und  Bewegungen  der  Körper-  und  der  Aetheratome  abzu- 
leiten. Wenn  zu  den  Atomen  und  den  leeren  Räumen  nicht  noch  Ver- 
bindungsformen und  Bewegungen  der  Atome  angenommen  würden,  wür- 
den sie  nur  eine  Welt  von  Dingen  an  sich,  aber  keine  Erscheinungswelt 
bilden. 

Diese  fundamentalen  Annahmen  einer  korpuscularen  Atomistik  finden 
sich  nun  wohl  in  der  Schrift  des  Verfassers,  sie  enthält  aber  nur  eine  An- 
wendung und  consequente  Durchführung,  aber  keine  Begründung  dersel- 
ben.   Seine  (atomische)  Weltanschauung  schwebt  daher  in  der  Luft.    Giebt 
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es  Atome  oder  macht  man  diese  Annahme,  so  ergiebt  sich  daraus  freilich 
von  selbst  mit  Nothwendigkeit  eine  bestimmte  Auffassung  und  Erklärungs- 
art aller  Phänomene  der  uns  bekannten  Welt,  allein  auch  die  Anwendung 
dieser  Erklärungsart  wird  weder  ihre  eigne,  noch  die  Gültigkeit  ihrer 
metaphysischen  Voraussetzungen  beweisen.  Wenn  die  empirische  Natur- 
wissenschaft die  Gültigkeit  der  Atomistik  und  ihrer  Erklärungsart  nur 
durch  ihre  Anwendung  beweist,  so  glauben  wir  von  einer  Schrift,  welche 
eine  Weltansicht  der  Wissenschaften  aufstellen  und  durchfuhren  soll,  doch 
mehr  verlangen  eu  können.  Die  empirischen  Naturwissenschaften  be- 
trachten die  Atomistik  überdies  nur  als  eine  Hypothese ,  deren  Gewissheit 
noch  unentschieden  ist,  nicht  aber  wie  unsere  Schrift,  als  ein  Dogma, 
welches  auch  ohne  Beweis  durch  seine  blosse  Annahme  gewiss  sein  soll. 
Sie  gebrauchen  die  Atomistik  fast  mehr  als  ein  Versinnlichungs-,  denn  als 
ein  untrügliches  Erkenntnissmittel.  Sie  gilt  nur  als  methodisches  Hülfs« 
mittel,  nicht  aber  als  nur  gemachte  Methaphysik.  Viele  sprechen  von 
Atomen,  ohne  doch  Atome  anzunehmen,  ja  Einige  verwerfen  sogar  die 
Realität  eines  leeren  Baumes  und  fahren  doch  fort  von  Atomen  zu 
sprechen,  indess  Atome  ohne  leere  Räume  keine  Atome  sind.  Zu  den  un- 
entschiedenen und  unklaren  Anhängern  der  Atomenlehre  gehört  der  Ver- 
fasser freilich  nicht,  vielmehr  ist  er  ein  klarer  und  conseqnenter  Denker 
innerhalb  dieser  Hypothese,  die  aber  nur  eine  blosse  Annahme  bei  ihm  ist. 
Seine  Lehre  ist  daher  auch  mehr  eine  Sache  des  Glaubens,  als  eine  Welt- 
ansicht der  Wissenschaften.  Wer  die  Weltansicht  der  Wissenschaften  auf 
der  Grundlage  der  Naturwissenschaften  erneuert  will  (Vorwort  S.  IH), 
mu88,  wie  uns  scheint,  entweder  zuerst  die  angebliche  Philosophie  der  Na- 
turwissenschaften, die  korpuscnlare  Atomistik  beseitigen,  oder  wenigstens 
doch  ihre  Gültigkeit,  welche  aus  ihrer  blossen  Anwendung  nicht  folgt, 
nachweisen.  Dann  folgt,  in  den  gegebenen  Phänomenen  der  unorganischen 
Natur  steckt  nicht  die  ausschliessliche  Nothwendigkeit  der  Erklärungsart 
der  korpuscularen  Atomistik,  was  z.  B.  durch  die  deutsche  Krystallographie 
bewiesen  wird,  welches  die  Phänomene  ihres  Erkenntnissgebietes,  ohne  die 
Hypothese  der  Atomistik  erklärt  (H.  Karsten,  Lehrbuch  der  Krystallo- 
graphie  in  der  Allg.  Encyklopädie  der  Physik  von  Gustav  Karsten), 
eine  Thatsache,  welche  die  Parteigänger  dieser  Hypothese  zu  ignoriren 
belieben.  Der  Verfasser  sucht  freilich  auch  (1.  B.  2.  Abth.  3.  Absch.)  eine 
atomistische  Krystallographie  zu  geben.  Die  Nothwendigkeit  dieser  Auf- 
fassung ist  aber  nur  eine  Folge  seiner  Metaphysik,  aber  nicht  durch  die 
gegebenen  Phänomene  inducirt,  da,  wenn  sie  auch  ohne  die  Annahme  von 
Atomen  erklärlich  sind,  ihre  Annahme  dafür  wenigstens  überflüssig  ist 
Auch  die  Thatsache  der  Chemie,  dass  alle  Stoffe  in  beständigen  Proportio- 
nen chemische  Verbindungen  eingehen,  enthalten  keinen  Beweisgrund  für 
die  Existenz  von  Atonen,  weil  diese  Gesetzmässigkeit  chemischer  Verbin- 
dung gültig  ist,  man  mag  Atome  annehmen  oder  nichts  und  G^^^5LV^.%^^(^^^'i^ 
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Htior  Proporti  Oll»  fii^  man,  oljne  sie  xn  f^nderrif  beliebig  (^Ivirlircti  und  mnl- 
tlplicirf^n  kfinn,  keine  Atome  sind,  welcbc  dnrch  lepre  Räume  getrenm  an 
sich  znsammCDbangslos  ex  ist  Iren  und  denen  alle  Verbind  ungsform^n  xn* 
fSllig  sind*  Di*i  ErfalitTiiig  beweist  ferner,  dfts»  (illfr  wnbrnebmbrtrfi  Ma- 
terie theilbar  ist-  Aus  der  TL(3nbark<^it  dt^r  Materie  folgt  aber  nichts  daa^ 
iie  vor  aller  Tb  eilung  in  Atome  und  leere  li.'iume  aüfgelöet  exii^tirt« 
Es  gjebt  keine  Tbatsache,  welebe  einen  Bewei^sgrnüJ  für  die  EiiJ^tenz  der 
Atome  entlijehe.  Eine  Begriindnng  dieser  Ännalmie  jjät^  wenn  überall p 
docb  nur  auf  dem  Wege  der  Speculation^  nicbt  aber  auf  dem  der  Empirie 
mfjglicb*  Der  Verfasser  aber  nimmt  die  Existenz  der  Atome  ohne  allen 
Grund  an ,  sie  ist  in  seiner  Sclirift  nur  ein  Gegenstand  instinktiver  Glatt' 
benakrnft. 

Die  Ätomenlebie  i*rtegt  die  an  der  wnbrnehmbaren  Materie  beobacli* 
teten  Grundeigeuäcbaftcn  aucb  auf  die  Atome  zu  übertragen,  wie  denn  der 
Verfasser  ,,wegt*n  der  Krystallisiition  d^r  Körper**  (S,  36)  den  Korper- 
atomen das  Vermögen  zusebreibt,  mit  verschiedeneu  Kräften  nach  ver- 
acbiedencTi  Kiebtungen  zu  wirken.  Man  Mattet  die  Atome  mit  all  den 
Eigenacbafteo  ans,  welch«  man  aur  Erklärung  der  gegebenen  Phänomene, 
woraus  sie  auch  selbst  entno^mmeu  werden ,  gebraneiit.  Die  Atometiwelt 
ist  dann  aber  nur  ein  Spiegelbild  der  ErfÄbning,  in  ihr  ist  nur  im  vor- 
kleinerten  Maasse  dasselbe  nochmals  wieder  aTiKutreflen,  was  man  au  der 
w^fthrnehmbaren  Materie  erkannt  hat*  Daaa  maa  abdAnu  aus  den  so  aua- 
gestatteten  Atomen  auch  das  wieder  entnehmen  kann,  was  man  zur  Er- 
klärung der  Erscheinungen  braucht,  kann  Niemand  verwundern.  Die  Er- 
klärungen aber,  welche  man  so  aus  den  Atomen  gewinnt,  sind  nur  Tauto- 
logie, Uebersetzung  aus  der  Sprache  der  Erfahrung  in  die  der  Atomistik 
und  umgekehrt.  Bei  diesen  Uebertragungen  beachtet  man  aber  nicht,  dass 
in  den  Atomen,  wenn  man  wirklich  welche  annimmt  und  nicht  blos  den 
herrschenden  Sprachgebrauch  mitmacht,  Bedingungen  liegen,  welche  solche 
Uebertragungen  entweder  tiberall  nicht  gestatten  oder  das  Uebertragene 
wesentlich  modificiren.  Nimmt  man  auf  diese  Bedingungen  keine  Rück- 
sicht und  überträgt  die  Eigenschaften  der  wahrnehmbaren  Materie  ohne 
weiteres,  so  ergiebt  sich  daraus  der  gewöhnliche  naive  Atomismus,  der  die 
Atome  mit  Eigenschaften  ausstattet,  welche  mit  ihrem  Begriffe  in  Wider- 
spruch sind ,  denn  die  Eigenschaften  der  wahrnehmbaren  Materie  können 
nur  mit  wesentlichen  Modiücationen  auf  die  Atome  übertragen  werden, 
weil  sie  einfach  und  unveränderlich  sein  sollen. 

Wenn  der  Verfasser  nun,  wie  aus  dem  schon  Angeführten  erhellt, 
auch  das  gewöhnliche  Verfahren  der  Uebertragung  der  Eigenschaften  der 
wahrnehmbaren  Materie  auf  die  Atome  anwendet,  so  bemerkt  er  doch 
(S.  715),  wie  mir  scheint  mit  Recht,  dass  die  Undurchdringlichkeit  der 
Atome  eine  andere  ist  als  die  der  wahrnehmbaren  Materie,  oder,  wie  er 
sjtfftf  der  Körper.     Nach  dem  Verfasser  wird  die  Undurchdringlichkeit  der 
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wahrnehmbaren  Materie  oder  der  Körper  durch  die  abstossende  Kraft  des 
in  den  Körpern  befindlichen  Aetbers  hervorgebracht  und  verhindert  die 
Berührung  der  Körperatoino.  Die  Undurchdringlichkeit  der  Atome  aber, 
welche  das  Zusammenschrumpfen  derselben  auf  einen  Punkt  verhindert  und 
bei  der  Berührung  „plötzlich*^  eintritt,  hat  „kein  Maass**  und  „keine 
Grösse",  denn  sie  ist  „unüberwindlich". 

Der  Verfasser  anerkennt  also,  dass  die  Undurchdringlichkeit  der  Atome 
ein  andere  ist,  als  die  der  wahrnehmbaren  Materie,  welche  auf  einer  be- 
wegenden Kraft  beruht,  während  die  Undnrchdringlichkeit  der  Atome, 
welche  ohne  Maass  und  Grösse,  unüberwindlich  und  plötzlich  (mehr  geister- 
haft als  physisch)  hervortritt,  eine  qualitas  occuUa  ist,  welche  auf  dem 
blossen  Dasein  der  Atome  ruht  und  sich  allen  begrifflichen  Vorstellungen 
entzieht. 

Unbedenklich  aber  überträgt  der  Verfasser  die  Eigenschaften  der 
Trägheit,  der  bewegenden  Kräfte,  der  räumlichen  Ausdehnung,  wie  sie  an 
der  wahrnehmbaren  Materie  hervortreten,  auch  auf  die  Atome.  Da  die 
Atome  aber  einfach  und  unveränderlich  sind ,  so  ist  diese  Uebertragung 
entweder  überall  nicht  oder  nur  mit  solchen  Modifikationen  möglich,  dass 
jene  Eigenschaften  bei  den  Atomen  stets  etwas  anderes  bedeuten,  als  bei 
der  wahrnehmbaren  Materie.  Diese  ist  träge,  beharrt  in  ihren  Zuständen, 
d.  h.  sie  ist  nur  durch  äussere  Ursachen  veränderlich ,  wobei  aber  doch 
vorausgesetzt  ist,  dass  sie  veränderlich  ist.  Da  nun  aber  die  Atome,  we- 
nigstens die  letzten  und  eigentlichen,  sowohl  ihrer  Gestalt  als  ihrer  Raum- 
erfüllung nach  unveränderlich  sind ,  so  ist  auch  die  Eigenschaft  der  Träg- 
heit, d.  i.  die  Eigenschaft  der  Veränderlichkeit  durch  äussere  Ursache  nicht 
auf  sie  übertragbar.  Man  meint  nun  freilich,  dass,  wenn  auch  die  Atome 
unveränderlich  sein,  doch  ihre  räumlichen  Verhältnisse  der  Entfernung 
und  Nähe,  der  Stellung  und  Lagerung  eine  Veränderung  gestatteten.  Eine 
Veränderung  dieser  Verhältnisse  ist  aber  nicht  ohne  eine  Veränderung  der 
Atome  möglich,  welche  wenigstens  ihren  Ort  selbst  müssen  wechseln  kön- 
nen, wozu  aber  erforderlich  ist,  dass  eine  Einwirkung  durch  eine  äussere 
Ursache,  eine  bewegende  Kraft,  auf  sie  stattfinden  kann.  Dies  aber  er- 
scheint uns  als  unmöglich,  weil  die  Atome  selbst  unveränderlich,  ihre  Un- 
durchdringlichkeit unüberwindlich,  ihr  Widerstand  absolut  ist.  Keine 
äussere  Ursache,  wäre  sie  auch  die  Allmacht  selbst,  kann  irgend  eine  Ein 
Wirkung  auf  Atome  äussern,  denn  sie  leisten  ihr  einen  unüberwindlichen 
Widerstand,  so  dass  die  Einwirkung,  etwa  ein  Stoss,  überall  nicht  statt- 
findet. Von  den  Atomen  muss  wegen  ihrer  unüberwindlichen  Undnrch- 
dringlichkeit jeder  Stoss  ohne  alle  Wirkung  auf  die  Atome  abprallen,  so 
dass  er  nicht  stattfindet.  Die  unveränderlichen  Atome  können  daher  auch 
in  ihrem  räumlichen  Verhältnisse  nicht  verändert  werden  und  sind  daher 
unbeweglich,  sie  können  nur  als . in  ewiger  Buhe  seiend  gedacht  wer- 
den.    Die  wahrnehmbare  Materie  ist  beweglich,  Atome  aber  sind  eine  un- 


bewegliche  Materie,  auf  die  der  Begriff  der  Trägbeit,  der  VftrÄoderliclikeit 
durch  eioo  äussere  Ursache  sich  dahr^r  uicht  abertragen  läast.  Öo  ttnbe- 
denklieli  und  nothwcjndig  diese  Ueheitra^ng  auch  erBcbeint,  so  weotg  ist 
ite  in  Wahrheit  doch  zulässig.  Nicht  Mos  jede  qualltativef  lebendige  und 
geistige  oder  inuera  VerätideruDg  ist  bei  Atemen  unmüglicli,  solidem  ancb 
jede  äussere  Veränderang  ihrer  TJtumlichen  Verhäluusse*  Macht  mmn 
diese  Annahme,  m'ie  dies  nun  fri^ilich  imuicr  gcüchieht,  so  sind  die  Atome 
eutweder  nicht  tinircräDderlichc  und  also  keine  Aiome  oder  die  Annahme 
widerspricht  den  Grund bcgriffea  der  Ätomiatik. 

EbflUÄO  mibedeoklich  wie  die  Trägheit  schreibt  mnn  den  Atomen»  waa 
auch  der  Verfasser  thut,  bewegende  Kräfte  zu.  Jede  wahrnehmbare  Ma^ 
terie  ist  nicht  nur  träge,  sondern  öbt  auch  auf  jode  andere  eine  bewegende 
Kraft  ans.  Die  Materie  ist  daher  dais  Bewegt  iche  mit  bewegender 
Kraft.  Diese  dyna  mische  Erklärung  tou  demBegrifte  der  Materie  liegt 
auch  der  mechanischen  Naturwissenschfifl  zu  Grunde*  Schon  weil  Atome 
eine  unbewegliche  Materie  Hiud,  ist  nni  der  Grundlage  der  Atomiatik  keine 
mecbsniücbe  Naturwisseuscliaft  möglich,  deren  erste  VorauGBCt^ung  die 
Beweglichkeit  der  Materie  ist»  Um  so  weniger  ist  dies  der  Fall,  da  die 
Atome  auch  nicht  als  Subjecte  bewegender  KiJlfte  denkbar  ^ind.  Denn 
wenn  sie  auch  bewegende  Kräfte  bejiitisen,  so  wurden  sie  «le  docb^  wie  aus 
dem  Obigen  erhellt,  nicht  gegen  einander  ausüben  können,  weil  Atome 
nicht  nur  an  steh  gelber  an  veränderlich,  sondern  auch  unbeweglich  sind*  — 
Ihre  bewegendeu  Kräfte  können  sie  daher  auf  einfindt?r  nicht  ausüben. 
Auch  diese  Annahme  bewegender  Kräfte  der  Atome,  so  unbedenklich  sie 
auch  gemacht  wird  und  so  nothwendig  sie  auch  für  die  wahrnehmbare  Ma^ 
terie  ist,  hebt  entweder  sich  selber  oder  die  Annahme  von  Atomen  aaf« 
Sollen  überdies  Atome  bewegende  Kräfte  besitzen ,  so  wird  aach  die  Exi* 
stenz  der  leeren  Zwischenräume  zweifelhaft,  nicht  deshalb  gerade,  weil  sie 
leer  sind  und  so  ein  absolutes  Hinderniss  der  Wirksamkeit  der  Atome  auf 
einander  enthalten,  sondern  weil  sie  alsdann  nicht  leer,  sondern  erfüllt  sein 
müssen,  da  ein  Kaum,  in  dem  und  durch  den  eine  bewegende  Kraft  wirkt, 
welche  einen  Widerstand  eines  ihr  entgegen  wirkenden  leistet,  kein  lee- 
rer, sondern  ein  erfüllter  Raum  sein  würde.  Dass  Atome  eine  bewegliche 
und  eine  unbewegliche  Materie  mit  bewegender  Kraft  sind,  kann  man  ge- 
rade nur  in  der  Phantasie  annehmen ,  aber  nicht  denken  und  nachweisen. 
Aus  diesen  Gründen,  deren  weitere  Ausführung  das  Werk  philosophische 
Einleitung  in  die  Allgemeine  Encyklopädie  der  Physik,  Leipzig,  Leopold 
Voss,  enthalten,  können  wir  die  Atomenlehre  auch  nicht  einmal  für  die 
richtige  Grundlage  der  mechanischen  Naturwissenschaft  halten.  Wir 
müssen  ihre  Zulässigkeit  nicht  nur  ausserhalb,  sondern  selbst  innerhalb 
der  mechanischen  Naturwissenschaft  in  Frage  stellen,  wo,  wie  man  bisher 
meinte,  ihre  Berechtigung  und  ihre  Begründung  unangreifbar  sei.  Natur- 
wissenschaft   und    korpasculare   Atomistik   gehören  nicht   nur    nicht    au- 
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Bammeo,  sondern  schliessen  sich  aas,  da  die  Atomenlehre  die  erste  Voraus-» 
Setzung  aller  Naturwissenschaften,  die  Annahme  einer  beweglichen  Materie 
mit  bewegender  Kraft,  illusorisch  macht.  Die  wesentlichen  Eigenschaf- 
ten der  wahrnehmbaren  Materie,  worauf  die  mechanische  Naturwissen- 
schaft sich  gründet,  können  nicht  als  Eigenschaften  der  Atome  gedacht 
werden,  vielmehr  steht  der  Begriff  der  Materie,  der  aus  dem  Studium  ihrer 
Erscheinungen  durch  die  Naturwissenschaften  selbst  gewonnen  ist,  mit  der 
atomistischen  Auffassung  derselben  in  einem  unaufhebbaren  Widerspruch. 
Werden  die  Grundeigenschaften  der  wahrnehmbaren  Materie  auf  die  Atome 
tibertragen,  so  kann  mann  sie  nicht  mehr  als  Atome  denken,  und  denkt 
man  sie  so,  alsdann  kann  man  die  Grundeigenschaften  der  wahrnembaren 
Materie  nicht  auf  die  Atome  übertragen.  Die  Atomistik  ist  eine  Meta- 
physik, die  weder  aus  der  Erfahrung  inducirbar  ist,  noch  mit  der  aus  ihr 
gewonnenen  Erkenntniss  übereinstimmt  Nimmt  man  aber  die  Atomistik, 
wie  das  vielfach  geschieht,  nur  als  Versinnlichungsmittel  und  nur  als  me- 
thodisches Hilfsmittel ,  und  also  nicht  als  Metaphysik ,  so  kann  sie  noch 
nicht  als  Fundament  einer  Weltanschauung  gelten. 

Alle  wahrnehmbare  Materie  ist  ausgedehnt,  womit  aber  nicht  gesagt 
ist,  dass  nun  auch  die  Ausdehnung  das  primäre  und  constitutive  Wesen 
der  Materie  ist.  Obwohl  alle  Materie  ausgedehnt  ist,  bildet  doch  die  Aus- 
dehnung nur  das  secundäre,  ihre  bewegenden  Kräfte  aber  das  primäre 
und  constitutive  Weben  derselben.  Da  nun  die  Atome,  wie  wir  gezeigt 
haben,  weder  als  beweglich,  noch  als  Subjecte  bewegender  Kräfte  gedacht 
werden  können ,  so  bleibt  nur  übrig ,  in  der  Ausdehnung  resp.  in  der  Ge- 
stalt das  Wesen  der  Atome  anzunehmen.  Sie  werden  daher  als  absolute 
Minima  der  Ausdehnung  gedacht,  welche  in  ihnen  weder  grösser  noch 
kleiner  sein  kann ,  als  sie  ist.  Die  Atomistik  sucht  das  Einfache  in  der 
Ausdehnung,  weil  sie  die  Ausdehnung  nicht  als  das  secundäre,  sondern  als 
das  primäre  Wesen  des  Stoffes  anzusehen  genöthigt  ist,  worin  sie  gleich- 
falls mit  der  Auffassung  von  der  wahrnehmbaren  Materie  nicht  überein- 
stimmt, da  diese  das  Wesen  der  Materie  nicht  in  der  Ausdehnung,  sondern 
in  ihren  bewegenden  Kräften  findet.  Es  würde  überall  nicht  nothwendig 
sein,  das  Einfache  in  der  Ausdehnung  zu  suchen,  wenn  die  Materie  nicht 
ihr  Wesen  in  der  Ausdehnung,  sondern  in  ihren  bewegenden  Kräften  hat. 
Eine  solche  Auffassung  würde  jedoch  eine  dynamische,  aber  keine  atomis- 
tische  Naturansicht  geben.  Absolute  Minima  der  Ausdehnung,  untheilbare 
Gestalten  anzunehmen ,  widerstreitet  nicht  nur  allen  mathematischen  Be- 
griffen ,  sondern  auch  der  Thatsache  der  Theilbarkeit  der  wahrnehmbaren 
Materie,  weil  man  aus  dieser  Thatsache  nicht  schliessen  kann  auf  eine 
Auflösung  aller  Materien  in  Atome  (absulnte  Minima  der  Ausdehnung) 
und  leere  Zwischenräume  vor  aller  Theilung,  da  dadurch  die  Eigen- 
schaft der  Theilbarkeit  an  der  wahrnehmbaren  Materie  illusorisch  wird. 
Die  Verlegenheit,  worin  die  Atomistik  verfällt,  auch  die  Annahme  einer 
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nntUi^nimrea  An^idelinmi^  o<lcr  TOn  abiolnten  Mmin)fi*it  d^r  Angilehnßog 
würde  gewiss  cintr<*ten,  wown  nrnn  in  Ueböreinfitimmiing  mit  der  Äbscbaf- 
fang  von  der  wahrn^limbaren  ilftlerie  das  Wesen  dersf^lbRn,  wie  es  in  der 
djnntnbcben  AufPasinng  geaebic^ht,  nicht  in  iler  Au^delH!ung,  so ii dorn  In 
ihren  bewege nd«*n  Kräften  dor^elben  finriet,  Aiicb  in  dii^scr  BeÄicli«ng 
»oigt  ea  flicb,  das«  dl«  Atamonloibre  mit  äem  Begriffe  clor  wabroebnibar^n 
MAterie  nkht  hArmonirt* 

Wenn  die  V5rlieg(?nde  ßcbrift  bloss  eine  nftturwisaenflcbaftliehe  %viirc, 
wtlrde  es  nicht  nöthig  sein,  hier  ihr  Fuad&mant,  die  korpnsculare  Att>mititik 
zu  prüfen.  I>tt  sie  Aber  c-ine  Weltansebnumig  auf  diesem  Fnndnnif^nto 
gründet^  achien  es  uns  notbwendig,  die  unsichere  Gnindlftge  derifelbt-^u  her- 
vorisulieben.  Wir  werden  uns  jetst  mit  dein  Gebäude  selbst  beecblftigeu, 
welches  auf  dr^^ser  Grundlage  unsere  SchriCt  errichtet  hat. 

Aus  der  Annahme  von  Atomen  lässt  sich  einigermaaseu  der  feste  Kör- 
pern nMand  begreiflich  machen,  weil  die  Atome  nelbst  fest  und  starr  stnd^ 
obgleich  ntich  hierbei  in  den  Atomen  seh  an  als  nbiehitc  Eigenschaft  voraus- 
geset^tt  wird^  was  crkllirt  werden  boH,  Viel  scbwieriger,  wenn  nicht  über* 
all  utimöglK'h^  ist  es  aus  Atomen,  die  nicht  Uüs^ig  sein  können,  die  Mag- 
lichkfit,  den  tropfbaren  nud  eU«tisch  üüssigen  KörperKnstand  herzuleiten. 
Da  die  Atome  selbst  nicht  llüssig  sein  können,  so  kann  der  fläaaigo  Körper- 
analand  jedenfalls  nur  ein  Bchernharer  sein,  der  in  der  Natur  selbst  nicht 
vorbanden  ist|  weil  alle  Materie,  d.  i,  alte  Atome  fest  sind*  Die  Hcrleitung 
der  verschiedenen  K<"irpf*rün  st  rinde  gesteh  lebt  mit  Hülfe  der  leeren  Zwischen- 
riiume  aus  den  Gruppirungen  der  Atome.  Der  Grund  dieser  Verschieden- 
heiten, wie  kräftig  die  Atomistik  sich  auch  gestalten  mag,  liegt  zuletzt 
doch  nicht  in  den  Atomen,  die  unveränderlich  sind ,  sondern  in  den  leeren 
Zwischenräumen,  welche  der  allein  Veränderliche  auch  der  atomistiscben 
Auffassung  sind.  Die  moderne  Atomistik  hat  freilich  dadurch  eine  andere 
Gestalt  angenommen,  dass  sie  ausser  den  „Körperatomen"  noch  einen 
Aether  annimmt,  der  die  leeren  Zwischenräume  der  Körperatome  erfüllen 
soll.  Wie  das  aber  geschehen  kann,  ist  noch  nicht  nachgewiesen,  denn  wenn 
der  Aether  selbst  aus  Atomen  besteht,  so  kann  er  auch  nur  scheinbar  elas- 
tisch flüssig  sein ,  weil  die  Atome  fest  sind  und  hat  überdies  selbst  leere 
Zwischenräume.  Der  atomistisch  construirte  Aether  kann  seine  eigenen 
Zwischenräume,  viel  weniger  aber  die  der  poriderablen  Materie  erfüllen. 
Aether-  und  Körperatome  können  wohl  neben  einander  in  einem  Räume 
sein,  aber  dies  Nebeneinandersein  der  verschiedenen  Atome  ist  keine  Er- 
füllung ihrer  leeren  Zwischenräume,  welche  nicht  nur  in  der  penderablen 
Materie,  auch  in  der  inponderablen  Materie,  wenn  sie  aus  Atomen  zusam- 
mengesetzt ist,  vorhanden  sind.  Die  Summe  der  Aetheratome  zwischen 
den  Körperatomen  kann  grösser  «oder  kleiner  sein ,  allein  eine  Erfüllung 
der  leeren  Räume  ergiebt  sich  daraus  nicht,  sie  werden  dadurch  nur  klei- 
ner oder  grösser,  so  dass  zuletzt  doch  immer  der  eigentliche  Erklärungs- 
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grnnd  für  die  verschiedenen  Körperzastftnde  in  den  verschiedenen  leeren 
Zwischenräumen  derselben  liegt,  welche  nach  der  Summe  der  in  ihnen  be- 
findlichen Aetheratome  wechseln.  Diese  Vorstellnngsart  ist  durch  die  An- 
nahme der  Aetheratome  zusammengesetzter,  als  die  der  alten  Atomistik, 
aber  im  Wesentlichen  keine  andere,  da  auch  schon  die  alte  Atomistik  die 
verschiedenen  Körperzustände  aus  der  Veränderung  der  leeren  Zwischen- 
räume erklärte.  Die  Entfernung  und  Nähe,  die  Stellung  und  Lagerung, 
das  verschiedene  Nebeneinandersein  der  verschiedenen  Atome  ist  keine 
Veränderung  der  Atome,  sondern  stets  nur  eine  Veränderung  des  leeren 
Raumes,  der  der  allein  Veränderliche  ist.  Nur  die  geometrischen  Verhält- 
nisse, d.  i.  die  leeren  Räume,  nicht  aber  die  Atome,  können  sich  verändern, 
wenn  überall  eine  Veränderung  bei  Atomen  möglich  ist. 

Bisher,  meint  nun  der  Verfasser,  habe  die  Atomistik  die  verschiedenen 
Körperzustände  und  namentlich  der  tropf barfliissigen  nicht  begreiflich 
machen  können.  Er  glaubt  aber,  es  sei  dies  möglich,  wenn  man  annehme, 
dass  die  Körper-  und  Aetheratome  sich  gegenseitig  abstossen ,  während 
man  bisher  ihnen  eine  gegenseitige  Anziehung  zuschreibt  (S.  39,  40).  Der 
wesentliche  Unterschied  der  festen  und  tropfbaren  flüssigen  Körper  be- 
stehe darin,  dass  in  den  festen  Körpern  die  Körperatome  Schwingungen 
machen,  welche  mit  den  Wärmeschwingungen  des  eingehenden  Aethers 
entgegengesetzt  gerichtet  und  deshalb  von  kleiner  Weite  und  kleiner  le- 
bendiger Kraft  sind ;  dass  dagegen  in  den  (tropfbar)  flüssigen  Körpern  die 
Körperatome  Schwingungen  machen,  welche  mit  denen  der  umgebenden 
Aetheratome  gleichgerichtet  und  deswegen  von  grosser  Weite  und  grosser 
lebendiger  Kraft  sind.  Die  Schwingungen  der  Aether-  und  Körperatome 
können  aber  nur  entgegengesetzt  sein,  „wenn  beide  kein  zusammenhängen- 
des Ganze  von  gemeinsamer  Bewegnng  bilden  und  also  nur  bei  der  An- 
nahme der  Abstossung  zwischen  Körper-  und  Aetheratomen*'  (S.  41).  Da- 
durch, meint  der  Verfasser,  sei  für  die  Annahme  der  Abstossung  statt  der 
Anziehung  zwischen  den  Aether-  und  Körperatomen  entschieden,  denn 
mit  der  Annahme  der  Anziehung  sei  der  atomistische  Unterschied  dieser 
Körperzustände  nicht  zu  gewinnen.  Bei  dem  Inftförmigen  Zustande  sollen 
beide  Vorstellungsarten,  sowohl  die  der  gleichen  als  der  entgegengesetz- 
ten, Schwingungsweisen  der  Aether-  und  der -Körperatome  zulässig  sein 
(S.  188).  Diese  Auffassung  von  dem  flüssigen  und  festen  Körperzustand 
hat  der  Verfasser  in  einem  eigenen  Abschnitte,  S.  165  —  180,  weiter  ausge- 
führt, namentlich  hinsichtlich  des  tropfbar  flüssigen  Zustandes,  und  seine 
Auffassung  durch  die  Entdeckung  von  R.  Brown,  dass  in  Flüssigkeiten 
schwimmende  kleine  von  belebten  oder  unbelebten  Körpern  herrührenden 
Theilchen  eine  selbstständige  zitternde  Bewegung  haben,  zu  bestätigen  ge- 
sucht, denn  diese  Bewegung  habe  allein  ihren  Grund  in  der  fortwährenden 
Verschiebung  der  Theilchen  der  Flüssigkeit  selbst,  da  bei  dem  eigenthüm- 
lichen  Schwingungszustande  der  Atome  in  den  flüssigen  Körpern  sich  be* 
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atäudig  Lueksn  bilden ^  iii  die  die  banachbarten  Flüesl^keitämengen  bioein* 
slÜr^ea  (S.  110),  Dii?8<^  AutTaäi^ang^  dei  Yerfflaaers  Itt  naa  freilich  Fiel 
cotapHcirtor  als  dtc,  wekhe  die  aUe  Atomistik  von  dorn  Unterschiede  de« 
feattin  und  tiuirsJgeQ  Zustande»  miF^teH^nf  kommt  aber  zuletzt  doch  wieder 
niif  dasselbe  zurttck.,  da  der  Gruod  der  VersebiedeahQit  des  fe^tea  nnd 
fllii$äigeu  Zuätandea  snleUt  doch  nur  in  den  ver^^biedenea  leeren  Zwlscben- 
rünuien  bestebt,  welclie  in  dem  flüssigen  KorperÄnstfindo  gröasor  als  in 
dem  festen  sind»  Denn  wenn  die  Körperatome  das  einemal  Scbwiagung^n 
von  kleiner,  das  anderemal  von  grosser  Weite  maelien,  so  ist  dies  durch 
die  Veracbiedenbeiten  der  leeren  Zwisebenranme  bedingt  nnd  uns  ecbeiot 
daher  nicbt,  dass  mebr  durch  diese  Erklärung  gewonnen  ist,  ab  dass  sie 
ccimplieirCer  ist  als  die,  welche  sehen  die  alte  Atomistik  gegeben  bat. 

Die  leeren  Räume  werden  auch  bier  noch  neben  den  Atomen  und 
ihren  Bewegungen  als  ein  realer  Erkh^rungsgründ  der  Pbänomeue  nnge- 
nommen,  hierin  liegt  aber  der  Wider^pnicb  in  dem  Begriffe  dets  leeren 
Kanmes.  Der  Verfasser  sagt  freilich  (S-  682) ,  der  leere  Hanra  sei  selbst 
kein  We^en  nnd  keine  Eigenschaft  eines  Wesens,  weil  er  nicht  wirke ,  er 
selbst  aber  deEnirt  auf  derselben  Seite,  wo  er  diese  Erklärung  giebt  und 
auf  den  folgenden  den  leeren  Raum  trotzdem  als  eine  Ursache,  wenn  die 
Atomistik  von  jeher,  weil  nie  nicht  anders  kann,  den  leeren  Räumen  wir- 
kende Kraft  nnd  Ur$acbHchkeit  zitge^äch rieben  hat,  denn  die  leeren  Räume 
Bind  die  Ursachen  von  der  getrennten  Existenz,  von  der  BewegliobkeU 
di^r  Atome  und  ihrer  vf^rsclu^iletu^n  nruppirungen  in  den  wahrnehmbaren 
Körpern.  Wie  der  leere  Raum  aber,  der  selbst  nichts  ist,  etwas  bewirken, 
oder  die  reale  Bedingung  von  Etwas  sein  kann,  wodnrch  er  ein  Mittleres 
sein  würde  zwischen  dem  Nichts  and  dem  Etwas,  hat  noch  keine  Atomistik 
za  erklären  vermocht,  weshalb  sie  auch  es  stets  vermieden  hat,  aaf  diese 
Frage  einzugehen,  denn  Schweigen  ist  hier  besser  als  Reden.  Jede  Unter- 
suchung darüber  würde  zeigen,  dass  die  Annahme  der  Realität  leerer 
Räume  eine  Absurdität  ist.  Die  Atomistik  aber  scheint  an  diese  Realität 
zu  glauben,  weil  ihre  Annahme  absurd  ist. 

Aus  den  verschiedenen  Oruppirungen  sollen  nach  atoroistischer  Vor- 
stellungs weise  die  verschiedenen  mechanischen,  chemischen,  organischen 
nnd,  wenn  der  Ausdruck  gestattet  ist,  geistigen  Körperzustände  und  Ver- 
änderungen sich  ergeben.  Von  diesen  verschiedenen  Körperzuständen, 
welche  aus  den  Aggregationen  der  Atome  hervorgehen  sollen,  werden  nur 
hier  aus  des  Verfassers  Auffassung  von  der  „Körperlichkeit  des  Geistes"» 
wplche  in  dem  dritten  Buche  seiner  Schrift,  S.  718  u.  f.,  enthalten  ist,  er- 
wähnt. Diese  Auffassung  von  der  Körperlichkeit  des  Geistes  ist  eine 
Folge  der  im  Voraus  als  gültig  angenommenen  korpuscularen  Atomistik, 
denn  was  der  Verfasser  ausserdem  dafür  anführt,  enthält  keinen  Beweis 
der  Körperlichkeit  des  Geistes,  sondern  nur  eine  Wiederholung  der  Be- 
hauptung die  Körperlichkeit  des  Geistes  soll  daraus  folgen ,  dass  das  Ge- 
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hirn  der  Sitz  des  Geistes  und,  wie  die  Phrenologie  annimmt  oder  bewiesen 
haben  soll,  „dass  jedes  Grnndyermögen  des  Geistes  seinen  Sitz  in  einem 
bestimmten  Theile  des  Gehirnes  hat,  dass  sich  der  Geist  im  Ganzen  nnd 
in  seinen  einzelnen  Vermögen  in  gleichem  Schritte  mit  dem  Gehirn  und 
seinen  einzelnen  Sitzen  in  demselben  entwickelt  nnd  endlich ,  dass  Krank- 
heiten des  Gehirnes  nnd  seiner  einzelnen  Theile  Krankheiten  des  Geistes 
nnd  seiner  entsprechenden  Vermögen  znr  Folge  haben'*  (S.  710).  Allein 
aus  allen  diesen  Sützen  folgt  über  die  angebliche  Körperlichkeit  des  Geistes 
gar  nichts,  da  aus  dem  Orte,  wo  etwas  ist,  nichts  folgt  über  das  Wesen 
desselben.  Ans  der  Localisirung  des  Geistes  im  Gehirn  folgt  nichts  über 
das  Wesen  desselben.  Wenn  der  Verfasser  nun  ausserdem  noch  die  Ab- 
hängigkeit zwischen  den  Thätigkeiten  des  Geistes  nnd  der  Nerven  hervor- 
hebt und  versichert,  „dass  die  Bewegungen  des  Geistes  nach  ganz  mecha- 
nischen Gesetzen,  dass  alle  geistigen  Vorg&nge  nach  ganz  bestimmten, 
ausnahmslos  bedingenden  Gesetzen  der  Nothwendigkeit  vor  sich  gehen,'* 
so  folgt  auch  hieraus  nicht  die  Körperlichkeit  des  Geistes,  sondern  es 
würde  daraus  nur  folgen,  einerseits  die  Abhängigkeit  des  incorporirten 
Geistes  von  seinem  Körper  und  andererseits  die  gleiche  Gesetzmässigkeit 
in  den  Erscheinungen  des  Geistes  wie  des  Körpers.  Des  Verfassers  Schlüsse, 
woraus  er  im  besonderen  die  Körperlichkeit  des  Geistes  folgt,  sind  offen- 
bare Fehlschlüsse.  Aus  den  gegebenen  Thatsachen  lässt  sich  auf  die  Kör- 
perlichkeit des  Geistes  nicht  schliessen,  sie  beweisen  nur,  dass  wir  den  Geist 
nur  in  Verbindung  mit  seinem  Körper  kennen,  woraus  aber  gar  nicht  die 
Körperlichkeit  des  Geistes  folgt.  Sie  folgt  aber  von  selbst,  wenn  man 
einmal  angenommen  hat,  dass  das  allein  Ezistirende  stoffliche  Atome  und 
ilim  Aggregate  sind.  Dann  folgt  allerdings,  „dass  der  Geist  nichts  Ande- 
res ist  als  eine  Thätigkeitsfähigkeit  einer  in  bestimmter  Weise  zusammen- 
gesetzten Stoffmenge"  (S.  766).  Diese  Auffassung  stammt  aber  aus  keiner 
Induction,  sondern  ist  eine  blosse  Consequenz  der  Metaphysik.  Wenn  die 
Körperlichkeit  des  Geistes  keine  blosse  Folge  der  Metaphysik  sein  soll,  so 
müssen  ganz  andere  Beweise  geführt  werden,  als  der  Materialismus  liefert. 
Der  Verfasser  scheint  ausserdem,  da  er  die  angeführte  Definition  am 
Schlüsse  seiner  materialistischen  Erklärung  der  geistigen  Thätigkeiten  auf- 
gestellt, zu  meinen,  dass  sie  dadurch  auch  bewiesen  sei,  während  sie  doch 
bei  der  materialistischen  Erklärung  schon  als  gültig  vorausgesetzt  wird. 
So  wenig  die  Anwendung  der  atomistischen  Erklärnngsart  ein  Beweis  ist 
für  die  Gülti^gkeit  der  Grundbegriffe  der  Atomenlehre,  ebensowenig  ist  dia 
Aliwendung  der  materialistischen  Erklärungsart  ein  Beweis  für  die  KörpA« 
lichkcit  des  Geistes. 

„Die  Erklärung  der  Geistesvorgänge  aus  der  Anschauung  der  Körper- 
lichkeit des  Geistes**,  welche  unsere  Schrift,  S.  724  n.  f.,  giebt,  besteht  in 
der  „Annahme**,  dass  „ein  Gedanke  ein  gewisser  Bewegungssustand  des 
Gehirns**,  „ein  Sinneseindruck,  eine  chemische  Zersetsnng  im  Gehini*\ 
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,,äUp  Gedauken  clictnUelie  Zeräet^iingsvorgänge  im  Gehirn"  seien«  Allel© 
ai)genonim€D,  dies  wäre  statt  AnaUigie  ErkIHrung,  &o  wäre  äio  nur  so  weit 
vorkehrt,  ah  inan  glaubt,  dass  sie  Erklämngeii  sind.  Denn  m  det  Thai 
Binii  siö  diea  nicht ,  weil  üin  Bewegungszüstand  nicht  die  Wahrnehmitii^ 
derlei beni  eine  chemische  Zer&etxung  nicht  die»  Empfindung  derselben ,  ein 
Verbrennungsprozoss  oder  ain  „Glübeii'^^  des  GebirneG  nicht  die  Vorstel- 
lung dt^rselben  ist.  Die  vom  Verfasser  gegebenen  Erklärungen  sind  an 
iich  völlig  uueclatant.  Mögou  immerhin  in  den  Nerven  und  iui  Gehirn 
BewegungHsustiinde,  cliÄmiuche  Zor^atznugen,  Verbrennuugsproccss,  elec- 
trtHche  Pro^ess^  ein  Glühen  und  andere  mechanische  und  cbemiaeUü  Vor* 
gtinge  stattlindenf  zu  meinen  ah«!r,  da^  an»  ihrer  elufaehon  Gleich t^etzuiig 
mit  geistigen  Thätlgkeiten  diimit  eine  Erklärung  der  geistigen  Thätigkei- 
teu  gegeben  sei«  beweist  nur,  dasa  dpr  MateriaUäinu«  das  Problem  gar  nicht 
keuiit,  dessen  Losung  er  ^u  besitzen  glaubt. 

Selbst  wenn  der  Geist  nichts  anderes  wäre  als  eine  besondere  Lebens- 
form  de«  lebe uJ igen  Wesens,  oder^  wenn  man  willt  alsdie  Functiou  des  Go- 
liirucSf  so  wurde  durch  die  malerirtlistist^Ken  Erklärungen  dieser  Punctio- 
Den ,  welche  bloss  in  einer  Vcrwechseluug  geii^tiger  Thätigkoiten  und 
küT^erlicher  Vorgänge  bestehen^  nicbtä  gclotstet  sein.  Wenn  die  Kiirper- 
licbkett  des  Geistes  und  wenn  die  geistigen  Thätlgkeiten  als  körperliche 
Vorgange  nachgewiesen  werden  siollen,  inuss  man  andere  Beweise  fuhren  and 
andere  Erklärungen  geben  al^  unsere  Schrift  enthält.  Um  den  Matarialis- 
n\uü  zu  w idtM legem,  j^eujigt  die  formale  Logik,  man  hruucht  nur  dte  Form 
seiner  Schlüsse  und  Begriffserklärungen  zu  prüfen,  und  ist  ein  weiteres 
Eingehen  auf  die  Erscheinungen  und  das  Wesen  des  Geistes  nicht  noth- 
wendig.  Die  materialistischen  Erklärungen  spielen  aber  auch  bei  dem 
Verfasser  nur  im  Anfange  seiner  Untersuchungen  über  das  Wesen  des 
Geistes  eine  Rolle  und  hören  nachher,  wo  er  weiter  in  die  besonderen 
Phänomene  eingebt,  von  selbst  auf,  ehenso  wie  er  uns  im  Anfange  seines 
zweiten  Buches  Phrenologe  ist  und  später,  abgesehen  von  dieser  Hypothese, 
die  geistige  Welt  betrachtet.  Ueberall  wo  er  von  seinen  Hypothesen  ab- 
sieht und  sie  nicht  mehr  beachtet,  sind  wir  seinen  Untersuchungen  der 
geistigen  Vorgänge  auch  mit  Interesse  gefolgt. 

Nachdem  der  Verfasser  die  Körperlichkeit  des  Geistes  meint  erwiesen 
zu  haben,  stellt  er  den  ersten  Grundsatz  seiner  Lehre,  den  Satz  auf:  „es 
giebt  kein  anderes  Wesen,  d.  h.  Dinge  mit  ihrem  ausschliesslich  zu- 
kommenden Sitze,  als  den  Stoff,  und  lehrt  nun  die  Entstehung  aller  Dinge 
Küs  dem  Stoffe,  dessen  Ewigkeit  angenommen  wird,  weil  alle  wahrnehm- 
baren Veränderungen  nur  Formenänderungen  sind,  welche  den  Stoff  schon 
voraussetzen,  dessen  kleinste  Theile  sich  dabei  nicht  ändern  und  auch 
ihrer  Menge  nach  dieselben  bleiben.  Die  Entstehung  der  leblosen  Körper 
bloss  aus  dem  Stoffe  versteht  sich  von  selbst,  da  sie  nur  Stoff  sind ,  beson- 
dere Schwierigkeiten  bietet  aber  die  erste  Entstehung  der  Pflanzen  und 
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Tbicrc.  ErfahrungsmHssig  entsteht  alles  Lebendige  nnr  aus  dem  Leben- 
digen, omne  vivum  ex  ovOy  ausserdem  giebt  es,  wie  der  Verfasser  gleichfalls, 
S.  218  u.  a.  a.^  O.,  einräumt,  erfahrungsmässig  keine  Verwandlung  unorga- 
nischer Materie  in  organische,  ohne  dass  schon  organische  vorhanden  wäre, 
wie  auch  jede  ZcUenbildung  schon  Zellen  voraussetzt  Was  berechtigt 
uns  nun  der  Erfahrung  entgegen  doch  anzunehmen,  dass  das  Lebendige 
auch  aus  dem  Leblosen,  organische  Materie  aus  der  unorganischen  ohne 
vorhergehende  Organisation,  Zellenbildung  ohne  Grundlage  anderer  Zellen 
entstehen,  zu  behaupten?  Dies  aber  sollen  wir  annehmen  müssen,  weil  es 
eine  Zeit  gab,  den  feurig-flüssigen  Zustand  der  Erde,  in  welcher  Keime 
oder  Zellen  nicht  bestehen  konnten,  weshalb  also  eine  Vorbildung  der 
Zellen  unerlässig  gewesen  sei.  Da  nun  vor  der  ersten  Entstehung  der 
Zellen  und  des  Lebendigen  nur  das  Leblose,  der  Stoff,  die  Atome  existi- 
reu,  so  müssen  sie  hieraus,  und  zwar  „unter  ganz  besonderen  Umständen*', 
die  uns  aber  „ganz  unbekannt**  sind,  entstanden  sein.  Wir  kennen  nicht 
die  erste  Entstehung  der  Zellen  und  ihre  Bedingungen,  schliessen  aber 
doch  aus  unserem  Nichtwissen ,  dass  sie  „unter  ganz  besonderen ,  jedoch 
unbekannten  Umständen**  mit  dem  blossen  Stoffe,  dem  ewigen  materiellen 
Atome  und  ihren  Kräften  sich  gebildet  haben ,  obgleich  dieselben  Kräfte 
gegenwärtig  nicht  mehr  leisten,  was  sie  sonst  vermocht  haben  sollen.  Die 
alte  Logik  lehrte  den  Grundsatz ,  dass  die  Consequenz  sich  erstrecke  von 
dem  Wissen  auf  das  Sein,  nicht  aber  von  dem  Nichtwissen  auf  das  Nicht- 
sein. Die  Logik  des  Verfassers  aber  scheint  den  Grundsatz  zu  haben, 
dass  aus  unserer  Unwissenheit  die  sichersten  Schlüsse  auf  das  Sein  und 
Goschehen  folgen.  Die  Annahme  der  Entstehung  aller  Dinge  aus  dem 
ewigen  Stoffe  und  seinen  immanenten  Kräften  ist  unstreitig  eine  nothwen- 
dige  Folge  der  im  Voraus  als  gültig  angenommenen  Metaphysik  der  kor- 
puscularen  Atomenlehre  des  Verfassers,  welche  aber  weder  mit  den  That- 
snchen  der  Erfahrung  und  ihrer  immanenten  Erkenntniss  übereinstimmt^ 
noch  eine  Erklärung  derselben  giebt.  Gesetzt  aber  auch,  die  Annahme 
des  Verfassers  wäre  begründet,  so  würde  sie  dennoch  mit  den  Grundsätzen 
seiner  Metnphjsik  im  Widerspruch  sein.  Denn  die  „Evolution**  des  Le- 
bendigen aus  dem  Leblosen,  des  Geistes  aus  deßi  Geistlosen,  beruht  auf 
dem  Grundsatze,  dass  die  Ursache  der  Entstehung  nicht  ist,  was  sie  her- 
vorbringt; die  mechanische  Erklärungsart  aber,  welche  unsere  Schrift  als 
die  allein  mögliche  will  gelten  lassen,  hat  den  Grundsatz,  dass  die  Ursache 
ist,  was  sie  wirkt.  Die  Weltanschauung  des  Materialismus,  welche  an- 
fänglich sich  auf  der  korpuscnlaren  Atomistik  und  der  mechanischen  Er- 
klärungsart gründet,  verlässt  daher  im  weiteren  Verlaufe  ihre  eigene  Me- 
taphysik und  gelangt  von  der  Atomenlehre  zur  „Evolutionslehre.**  Mag 
immerhin  aus  der  ewigen  Materie  Alles  antstanden  sein,  diese  Annahme 
ist  wenigstens  auf  der  Grundlage  der  korpuscularen  Atomistik  und  der  me- 
chanischen  Erklärnngsart  nicht  durchführbar.     Der  Materialismus  eadet 
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tnit  einer  anderen  MetApbysik  als  womit  er  anf^tig^t,  Die  Ännabme,  dasi 
Altea  aits  der  Haterief  wenngleich  nicht  au»  der  ewigen  entsteht,  ist  m  er- 
sehrecklicb  nicht,  wie  sagh&fte  Gemüther  meinen,  nicht  hios«  Materialisten, 
sondern  auch  Männer  wie  s*  B.  Alber  Ina  magnus  hahen  diea  gelehrt*  Sie 
waren  aber  mit  den  Grundaätzen  und  Lebren  der  Logik  nud  der  Meta- 
physik bekannt  und  wussten  daher,  was  sie  lehrten,  wÄhrend  nnaer©  Mate- 
rialisten Wissenschaften  cultlrenf  deren  Studium  sie  erf^t  betreiben  seilten. 

Wenn  aas  der  ewigen  Materie,  die  in  Atome  and  leere  Zwischen' 
ri&ume  aufgeloät  existirt.  Alles  werden  soll,  so  muss  es  indess  mehr  geben  als 
eine  ewige  Materie^  denn  zu  den  Atomen  müssen  noch  erstVerhindungsfor- 
tuen  und  Bewegung  hinzukommen ,  welche  durch  sie  selbst  nichtgegeben 
lind,  und  es  fragt  sich  daher,  woher  die  Bewegung  und  die  Verbindungsfor- 
men der  Atome  stammen*  Blch  seihst  können  Atome,  M'enn  sie  nicht 
geistige  Weseii  sind,  nicht  in  Bewegung  bringen ,  denn  jeder  Atom  wirkt, 
wie  jeder  Körper,  nur  auf  einen  anderen,  aber  nicht  auf  nich  seihst;  durch 
die  Atome  kann  daher  die  Bewegung  nicht  hervorgebracht  werden;  in 
ihnen  kann  sich  etn  gegebenes  (Quantum  der  Bewegung  nur  verschieden 
vertheilen,  wodurch  dasselhe  weder  vermindert  noch  vermehrt,  am  wenig- 
sten aber  hervorgebracht  wird.  Es  wird  daher,  soll  aus  der  ewigen  Materie 
Alles  enstanden  sein,  nluhts  anderes  noch  bleiben  als  daneben  dann  äewei- 
tens  auch  nur  owlge  Bewegung  nnznnehmen,  wodurch  aber  nur  die  TUat* 
Bache,  dass  die  Atome  einmal  in  Bewegung  sind,  in  die  Ewigkeit  versetat 
wird,  ohne  dass  man  doch  die  Quelle  der  Bewegung  erfahrt^  die  jedenfalls 
ausser  den  Atomen  liegen  mnss,  da  sie  nur  eine  verschiedene  Verthei- 
inng  eines  gegebenen  Quantums  von  Bewegung  bewirken,  dasselbe  aber 
nicht  hervorbringen  können.  Unerklärbar  bleibt  also  bei  der  Entstehung 
aller  Dinge  aus  der  Materie  jedenfalls  die  Bewegung.  Sie  als  eine  ewige 
angenommen,  kann  doch  nur  ein  Zufall  sein,  da  sich  überall  nicht  sagen 
lässt,  wie  sie  zu  den  Atomen,  welche  unbeweglich  sind,  hinzukommt« 

Ebenso  wenig  vermag  man  innerhalb  dieser  Weltanschauung  anzu- 
geben, woher  die  Verbindnngsformen  der  Atome  stammen.  Als  eine  ur- 
sprüngliche Ordnung  lassen  sie  sich  nicht  denknn ,  denn  Atome  bilden  für 
sich  nur'eine  zusammenliangslose  (durch  das  Leere  getrennte)  Menge  oder 
ein  Chaos.  Wollte  man  den  Atomen  immanente  Verbindungsformen  als 
eine  ursprüngliche  Ordnung  annehmen,  so  würde  auch  in  der  ganzen  Natur 
ein  Plan,  ein  vernünftiger  Zusammenhang  und  ein  Zweck  sein,  da  das  eine 
das  andere  involvirt.  Allein  das  ursprüngliche  Chaos  der  Atome  schliesst 
dies  von  selbst  aus,  weshalb  auch  die  consequente  Atomistik  alle  und  jede 
Teleologie,  wie  es  auch  unsere  Schrift  thut,  verwirft  (S.  796  u.  a.  a.  O.). 
Der  Grund  der  Verwerfung  von  allen  Naturzwecken  liegt  aber  in  der  An- 
nahme von  Atomen  (oder  vielmehr  in  der  Annahme  der  Realität)  des  lee- 
ren Raumes,  weshalb  die  Atome  eine  ursprüngliche  zusammenhangslose 
Vielheit  des  Sein  oder  Nichsein  sind.     Leere  Räume  und  Teleologie  vor- 
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tragen  sich  allerdings  nicht,  sondern  schliessen  einander  aus,  weil  Atomen 
alle  Verbind nngsformen  zufällig  sind.  Die  Verwerfung  der  Toleologie  ge- 
schieht nicht  auf  Grund  der  Erfahrung  und  der  Erkenatnisu  gegebener 
Thatsachen,  sondern  nur  in  Folge  der  im  Voraus  als  gültig  angenommenen 
metaphysischen  Lehren.  Nun  aber  muss  es  doch,  wenn  aus  Atomen  der 
ewigen  Materie  etwas  werden  soll,  Aggregationsformen  derselben  geben, 
und  es  fragt  sich  dann,  woher  sie  stammen,  da  sie  in  den  Atomen  selbst 
keinen  Grund  haben.  Man  nimmt  sie  nur  aber,  wie  die  Bewegung,  nach 
dem  jedesmaligen  Bedürfnisse  der  Erklärung,  welche  gegeben  werden  soll, 
aus  der  der  Erfahrung  willkürlich  von  Aussen  zu  den  Atomen  hinzu,  wes- 
halb auch  alle  Verbindnngsformen,  wie  die  Bewegung,  nur  ein  Zufall  sind. 
Man  kann  auch  diesen  Zufall  wie  die  Bewegung  verewigen,  indem  man 
die  einmal  empirisch  gegebenen  Formen  als  ewig  annimmt ,  erreicht  da- 
durch aber  nichts ,  weil  doch  der  Zufall  in  Beziehung  auf  Bewegung  und 
Verbind uugsformen  der  letzte  Erklärungsgrund  von  allem  Geschehen 
bleibt.  Der  Glaube  aber  an  den  Zufall  als  letzten  Erklärungsgrund  ist  der 
Aberglaube  der  Atomistik.  Unsere  Schrift  giebt  aber  über  diese  Punkte 
der  Grundlage  ihrer  Weltanschauung  gar  keine  Auskunft,  indem  sie  nur 
das  übliche  Verfahren  der  Atomistik,  Bewegung  und  Verbindungsformen 
der  Atome,  aus  der  Erfahrung  nach  den  Bedürfnissen  der  zu  gebenden  Er- 
klärungen hinzunimmt,  ohne  das  Verfahren  selbst  und  seine  metaphysischen 
Bedingungen  zu  rechtfertigen.  Die  Atomistik  ist  eine  sehr  plausible  Lehre, 
so  lange  man  sie  als  eiu  blosses  Dogma  ansieht,  welches  durch  seine  An- 
nahme gewiss  und  begründet  ist  Betrachtet  man  sie  aber  nicht,  wie  un- 
sere Schrift,  bloss  als  die  Glaubenslehre  der  Naturwissenschaften ,  sondern 
als  eine  blosse  Hypothese  derselben,  die  noch  erst  eine  Begründung  er- 
heischt, so  wird  man,  wenn  man  sich  mit  einer  solchen  zu  thuu  macht, 
bald  finden,  dass  ihre  fundamentalen  Sätze  und  Begriffe  nicht  nur  unge- 
wiss und  grundlos,  sondern  auch  sehr  unzureichend  für  die  Erklärung  der 
gegebeneu  Phänomene  sind.  Die  gegenwärtige  Atomcnlehre  in  den  Na- 
turwissenschaften ist  allerdings  namentlich  durch  die  Annahme  der  Aether- 
atome  viel  complicirter  als  die  alte  Atomistik;  in  den  Grundbegriffen  aber 
völlig  mit  ihr  einstimmig,  und  ebenso  wenig  zu  rechtfertigen  als  diese, 
wenn  sie  auch  durch  ihre  weit  künstlichere  Gestalt  ihre  Schwächen  mehr 
zu  verhüllen  weiss  als  die  antike  Atomistik. 

Auf  die  Lehren  der  Geistesphilosophie,  welche  in  dem  zweiten  und 
zum  Theil  auch  in  dem  dritten  Buche  unserer  Schrift  dargestellt  sind, 
können  wir  hier  nicht  ausführlich  eingehen  und  müssen  wir  uns  daher  auf 
einige  Bemerkungen  beschränken.  Die  ethischen  oder  die  praktischen 
Wissenschaften  von  dem  Ethos  selbst,  dem  Hechte  und  dem  Staate,  und 
der  schönen  Kunst  gründet  der  Verfasser  auf  dem  Satze,  dass  das  Grund- 
ziel jeder  menschlichen  Handlung  „eigeaea  W  oh  Ige  fühl"  ist.  Für 
den  Menschen  soll  es  keine  andere  Triebfeder,  keinen  anderen  Bewe^- 
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^rnn^,  kmu  untUrm  latsetf*«  Zifil,  aIh  dm  E^r^l£ti«ll  im  «l^^cn^n  Wollige» 
füUles  gcbf^tij  wuHÄcb  hIIo  M^nadien,  gute  iind  böiö^  wiirklkU  «tri^lion 
(8-  W§,  324  II.  a,  ».  0.),  DeßD  ftitcli  diti  »tuHch  Ii5clt»trn  Triebfedern 
imen  globhurtig  mit  iilleii  Anderen  in enf^i^li liehen  Triebfe dem ,  dn.  alle  auf 
ia.s  eigene  Wohl  des  Handelnden  geben.  Wer  das  <Jute,  iweil  er  gut  161^ 
th»t,  0oU  ea  nur  zur  Befriedigtiiig  eeitier  Gcwiäsenhaftigkc^it^  oiid  wer  es 
thnt,  weil  es  Gottes  Wille  ist,  soll  es  nur  xur  Befriedigung  »eines  Ebr- 
furcbtsüinnes,  wodurch  er  ein  eigene»  Woblgefühl  empAnde,  thtin  (8.  3J9 
bis  322)*  Auch  das  WoblwoHen  gegen  Andere  geschehe  wegen  dea  eige* 
ncn  Woblgcfühleg ^  welches  dndurth  erreicht  wird  (S*  317)-  Indes»  sa^ 
doch  Niemand,  dass  der  seine  Kinder  liebt,  der  es  ihut  wegen  de«  eigenen 
Wob  Ige  fühl  es,  wokhes  ihiH  diese  Liehe  bereitet.  Jedes  Ornndveriuugeii 
des  G^bteSf  deren  der  Verfiist»er  nach  der  Phrenologie  35  annimmt^  hnt 
aber  sein  eigenes  Wohlgeruhl,  weshalb  m  atu'h  einseitig  sei,  nur  den  «ttjn* 
Hchou  Genuss,  daa  Wobige  füll  1  der  niederen  Geistesvermagen  ftU  das 
nlleintge  wirkliche  Ziel  menschlieher  Handlungen  anfiufassen  (3.  32ö) ,  da 
viel  mehr  die  Uefriodignng  aller  Triebe  oder  Grundvermögen  des  Geistes, 
woraus  eigenes  Wohlgefübl  entspringt,  das  wirklicho  Grundgiel  tucnseh* 
liehen  Lebens  sei* 

Dieser  egotssttscbe  EudfimonfBrnus  is^t  nun  aber,  wie  auch  die  fernere 
I>arstellnng  des  Verfassers  zeigt,  dach  eine  nicht  durehfübrbare  Lehre,  dm 
er  durch  die  Erfahrung,  „dass  einerseits  augenblickHebe  Genftfse  durch 
kiinfltges  Unglüt^k  dersfelben  Person  aufgehoben,  ja  weit  (Ibefwogen  wer* 
den  können,  nnd  dass  andererseits  eine  Handlang,  welche  ein  Wohlgefühl 
des  Handelnden  erregt,  zugleich  ebenso  viel  oder  noch  mehr  Schmerz  An- 
derer mit  sich  fuhren  kann*^  (8.  424) ,  sich  genöthigt  sieht,  statt  des  ange- 
gebenen Grundzieles  aller  menachlieben  Handlangen,  sich  zu  begnügen 
„mit  einer  mdglichst  grossen  Menge  ron  GlGck^^  oder  eigenen  Wohlgefühlea 
des  Handelnden  und  daher  zugleich  „eine  Mässigung  jedes  Einzelnen  in 
solchen  sinnlichen  und  geistigen  Genüssen,  welche  ausserdem  Unglöck 
(Schmerz)  erzeugen*',  fordern  muss.  Aus  dem  positiven  Grundziele 
menschlichen  Strebens,  eigenes  Wohlgefühl  des  Handelnden,  wird  hier- 
durch ein  negatives:  Vermeidung  des  Schmerzes,  der  Unlust,  des  Un- 
glückes; denn  es  giebt  in  der  That  kein  eigenes  Wohlgefühl,  keinen  Ge- 
nuss durch  die  Dauer  des  Lebens,  sondern  nur  ein  Wechsel  von  Freud  und 
Leid,  von  Wohl  und  Uebel.  Nur  der  Eudämonismus  des  Aristippos  ist 
consequent,  wenn  er  den  augenblicklichen  Genuss  als  das  alleinige  höchste 
Gut  annimmt,  wodurch  aber  zugleich  die  Einheit  des  Lebens,  welches  in 
seine  einzelnen  Momente  zerfällt,  aufgehoben  wird.  Hält  man  aber  die 
Einheit  des  Lebens  fest,  so  verwandelt  sich  auch  das  positive  Ziel,  eigenes 
Wohlgefühl,  in  ein  negatives:  Verminderung  der  Unlust,  des  Schmerzes, 
Die  möglichst  grosse  Menge  von  Glück  ist  nichts  Positives,  sondern  nur 
etwas   Negatives,    oder  wie   eine    Summe   von    negativen    und    positiven 
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Or(>88en,  wobei  das  Endergebniss  zweifelhaft  ist.  Der  egoistische  Eudä- 
monismus  ist  also,  bloss  logisch  aDgesehen,  gar  keine  durchführbare  Lehre. 
Das  Naturgesetz :  alle  lebendigen  Wesen  suchen  die  Lust  und  fliehen  den 
Schmerz,  bestreitet  Niemand.  Zu  meinen  aber,  dass  dieses  Naturgesets 
der  Grundsatz  der  ethischen  Wissenschaften  sei,  ist  der  Wahn  des  egoisti- 
schen Eudttmonismus,  der  durch  seine  Darstellung  sich  selbst  widerlegt. 
Die  weitere  Anwendung,  welche  unsere  Schrift  von  jenem  Naturgesetz  in 
der  Sitten-,  Hechts-  und  Staatslehre,  wie  in  der  Aesthetik  macht,  wollten 
wir  sie  hier  weiter  verfolgen,  würde  nur  Im  Einseinen  eine  Bestätigung 
unserer  Behauptung  liefern. 

Wir  betrachten  zuletzt  noch  die  Ansicht  des  Verfassers  über  die  Ent- 
stehung und  die  Realität  der  Gedanken,  denn  die  letzte  Rechtfertigung 
einer  Weltanschauung  liegt  in  ihrer  Erkenntnisstheorie,  worüber  unsere 
Schrift  Folgendes  enthält.  Die  sinnlichen  Vorstellungen  werden  durch 
Einwirkungen  auf  die  Sinne  unmittelbar  in  uns  hervorgebracht,  die  nicht- 
sinnlichen aber  sind  von  den  sinnlichen  Vorstellungen  abgezogene  Begriffe 
(S.  334  u.  f.  S.  702).  Diese  Bildung  der  Gedanken  geschieht  nach  dem 
Gesetze  „der  Gedankenfolge**,  d.  h.  nach  dem  Gesetze  der  Association  der 
Vorstellungen  (S.  325).  Hiernach  behauptet  nun  der  Verfasser  S.  362 : 
„alle  sinnlichen  Vorstellungen  und  somit  alle  Gedanken  werden  entweder 
durch  Einwirkungen  der  Sinne  oder  nach  dem  Gesetze  der  Gedanken  folge, 
sonst  aber  auf  keine  Weise  hervorgebracht**.  In  dem  dritten  Buche  will 
der  Verfasser  ferner  nachgewiesen  haben  „die  Entstehung  des  Geistes**, 
indem  er  zeigt,  dass  die  Sinne  durch  die  ihnen  entsprechenden  Einwirkun- 
gen von  Aussen ,  d.  b.  durch  ihre  specifischen  Reize  „durch  berührende 
Körper,  durch  in  Flüssigkeiten  oder  in  Licht  aufgelöste  Körper,  durch 
Licht-  oder  Schallstrahlen**  (S.  780  u.  f.)  und  aus  den  Sinnen  alle  niederen 
und  höheren  Geistesvermögen  durch  die  ihnen  entsprechenden  Einwirkun- 
gen, wobei  die  veranlassende  Erregung  zugleich  die  Stelle  einer  hervor- 
bringenden Ursache  vertritt,  entstehen.  Der  Geist  entsteht  also  mittelbar 
nnd  unmittelbar  aus  den  Sinnen,  woher  nicht  nur  der  Inhalt,  sondern  auch 
die  Form  aller  Vorstellungen  stammt,  da  auch  alle  geistigen  Thätigkeiten 
nur  Umformungen  der  sinnlichen  sind.  Wir  wollen  diese  bekannten  Leh- 
ren des  Sensualismns ,  welche  sich  ebenso  bei  Locke  und  Uume  und  am 
folgerichtigsten  bei  Condillac  finden,  hier  selbst  nicht  weiter  prüfen,  müssen 
aber  doch  den  „Dogmatismus**,  mit  dem  sie  in  unserer  Schrift  sich  verge- 
sellschaftet haben,  hervorbeben.  Die  genannten  berühmten  Sensualisten 
der  Geschichte  der  Philosophie  unterscheiden  sich  von  dem  Verfasser  in 
dem  einen  Punkte,  dass  sie  zugleich  auch  die  Folgen  ihrer  Lehren  kannten, 
während  der  Verfasser  an  diese  gar  nicht  gedacht  hat,  da  er  sie  völlig 
übergeht.  Die  Folge  des  Sensualismus  ist  die  Aufhebung  der  Realität  der 
Erkenntniss,  wie  sie  bei  Locke,  mehr  noch  bei  Hume,  am  Entschiedensten 
aber  bei   Cordillas  hervortritt.     Der  Verfasser  nimmt  ab^t  4^^^  ^^x^«^^ 
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Gegen thpil  cTav^on  ftn  ^  sein  Sen^ualisfrnng  igt  gan«  dogmatl^clK  Er  nifint, 
die  Uoberemscimmung  des  Denkctns  mit  dem  8inn  verstolie  itch  von  selbst 
(8*  702),  „weil  alle  GeialesvennÖgc^n,  in&beßondere  aach  daa  VergleicUtmgS' 
uud  Scblussvermögen  tbre  EntstcliUTig,  die  Art  ihrer  Tli.ltigkeit  und  ihren 
InhÄlt  durch  SiDüescindrücke  Atta  dnr  Wirklichkeit  e13thAHefl*^  ÄUein 
wetiQ  bSerauf  die  UebereinstimmOQg  des  Gedankens  mit  der  Wirklichkeit 
berulieii  soll  ^  so  wird  daduruh  zuviel  bewiesen,  weil  alsdann  ^ar  keine 
Difffirenr  unaerer  Vorytellnngpu  mit  der  Wirklichkeit  mliglich  sein  und  also 
jedes  Denkeu,  da  es  eine  nothwendigc  Folge  des  aas  der  Wirkliühfceit 
atanimenden  Sinneseindruck  i^t,  wahr  sein  wilrde.  Es  scheint  uns  dahor^ 
dftss  der  Verfasser  be.'^ser  gcthan  bütte,  wenn  er  seine  Vorgänger,  jene 
berühmten  Senüualisten ,  die  ganz  nudere  Folgen  aus  der  Lehre  tou  dem 
Allein  sensualen  Ursprünge  unserer  Vcratelhmgcn  und  Erkenntnisse  ge- 
zögen haben,  ein  Weni^  berticksiclitigt  hatte.  Er  witrde  dann  vielleicht, 
gl  tick  lieh  er  als  Hume,  nachgewiesen  haben  wie  bei  der  Lehre,  dftss  „alle 
sinnUehen  Vorstallungea  mnd  also  alle  unsere  Gedanken  entweder  durcb 
die  Einwirkung  der  Sinne  oder  nach  dem  Gesetze  dpr  Gedankcnfolge^ 
sonst  aber  auf  keine  Weise  hervorgebracht  werden**,  eine  objective  Er- 
keuntnisi  TOn  dem  cnusalen  und  snbstantiron  Zusammenhang©  aller  Er^ 
acheinungen,  und  also  eine  Weltanschauung  von  der  Natur  der  Dinge  und 
ihrer  Entstf^hnng  möglich  sei,  was  Hume  bekanntlich  nicht  einausehen  ver- 
möchte,  worin  wir  aber  bei  dem  berühmten  englischen  Kritiker  mehr  Folge- 
richtigkeit finden  müssen  als  wir  in  unserer  Schrift  nntreffen,  deren  ge- 
sammte  Weltansicht  weit  die  Grenzen  eines  Sensualismus  überschreitet, 
der  gerade  gar  keine  Metaphysik  und  Naturwissenschaft  zulässt.  Der 
Verfasser  aber  ignorirt  nicht  nur  die  deutsche  Philosophie  seit  Kant,  son- 
dern auch  die  Philosophie  vor  Kant,  deren  Lehren  er  doch  nur  wiederholt 
und  mit  unpassenden  ZusHtzen  versieht.  Wir  vermögen  in  einer  Weltao- 
schanung,  welche  in  der  Ernenerung  der  korpuscularen  Atomistik,  des 
egoistischen  Eudämonismns  und  eines  dogmatischen  Sensualismus  besteht, 
keinen  Fortschritt  in  der  Entwickelung  unserer  Philosophie,  sondern  nur 
eine  Reaction  dagegen  zu  erkennen. 
Kiel,  am  2.  October  1863, 

Friedrich  Harms. 


Lehrbuch  der  Experimentalphysik,  mit  theil weiser  Benutzung  von  Ja  m  i  n  's 
cours  de  physiquc  de  Vecole  polylechnique,  bearbeitet  vou  Dr.  Adolph 
WiiLLNER,  Direcfor  der  Provinzialgewerbschule  zu  Aachen.  Voll- 
ständig in  zwei  Bflnden.  Jeder  Band  in  zwei  Abtheilungen.  Mit 
vielen  in  den  Text  gedruckten  Abbild,  in  Holzsclmitt.  Zweiten 
Bandes  erste  Abthoilnng,  Wärmelehre.  Leipzig,  Druck  und  Ver- 
jag von  B.  G.  Tcubner,  18C3. 
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Wenn  man  dasjenige  Lehrbach  mit  Recht  f'Ur  ein  gutes  hält,  welches 
anf  jede  Anfrage  genaue  Auskanft  giebt,  weil  es  seinen  Stoff  mit  wün- 
schcnswerther  Klarheit  behandelt  giebt  und  weil  es  Hinweise  für  das 
tiefere  Studium  enthält,  die  man  aus  seiner  Bearbeitung  leicht  erkennen 
kann,  so  verdient  das  gegenwärtige  in  vollem  Maasse  die  Anerkennung,  es 
für  ein  gutes  Lehrbuch  zu  empfehlen.  Die  gegenwärtig  besprochene  1. 
Abtheilung  des  2.  Bandes  behandelt  in  der  eingehendsten  Weise  die  Aus- 
dehnung durch  die  Wärme,  Veränderung  des  Aggregatzustandes  durch  die 
Wärme,  specifische  Wärme,  Fortpflanzung  der  Wärme  und  die  Quellen 
der  Wärme.  Mit  Vergnügen  bemerkt  man  bei  der  Duchlesung  des  Buches 
sogleich  überall  die  klaren  Begriffe  und  Definitionen  derselben,  die  man 
vergeblich  in  unseren  gangbaren  Lebrbächern  der  Phjsik ,  etwa  z.  B.  von 
Wärmeleitungsfähigkeit  sucht ,  obwohl  dieselbe  gewöhnlich  in  Zahlen  an- 
gegeben zu  werden  pflegt.  Da  bei  jeder  Frage  die  vei;schiedenen  Be- 
handlungen derselben  nach  der  Zeitfolge  geordnet  beschrieben  und  mit 
Citaten  hinlänglich  unterstützt  sind ,  so  mnss  man  auch  den  vorstehenden 
Theil  des  besprochenen  Lehrbuches  für  einen  der  anregendsten  beim  Stu- 
dium und  deswegen  sehr  empfehlenswerthen  halten.  Dem  Inhalte  schliesst 
sich  würdig  die  vortreffliche  äussere  Ausstattung  auch  dieser  Abtheilung 
als  etwas  lobend  Hervorzuhebendes  an.  Dr.  Kahl. 
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Recensionen. 

Paisages  relatiyi  k  des  sommations  de  e^ries  de  cabee  extraits  de  manu- 
scrits  arabes  inädits  el  traduits  par  M.  F.  Woepcke.  Rome  1863. 
37  8.  4*. 
Die  kleine  Brocliüre,  auf  welche  Jcb  hiermit  die  Aufmerksamkeit  des 
lesenden  Publikums' lenken  möchte,  ist  ein  Separatabdruck  eines  im  5^*^ 
Bande  der  Tortolinischen  Annalen  erschienenen  Aufsatzes.  Der  Verfasser, 
dessen  umfassende  Kenntniss  der  arabischen  Sprache  und  Literatur  sich 
bei  jeder  Gelegenheit  neu  bewfthrt,  und  ihm  gestattet,  Fundgruben  zu 
durchforschen,  welche  den  meisten  mathematischen  Historikern  yerschlossen 
sind ,  hat  auch  hier  wieder  Bruchstücke  aus  Manuscripten  der  pariser  Bi- 
bliothek veröffentlicht,  welche  es  ausser  Zweifel  setzen,  dass  die  Araber 
spätestens  um  das  Jahr  1200  mit  der  Summatiousformel  für  die  Keibe 
1*  +  2*  +  3*  +  .,.•  +  n*  bekannt  waren.  Die  Handschriften ,  aus  welchen 
die  Beweisstellen  entnommen  sind,  sind  zwar  sehr  neuen  Ursprunges  (ihre 
Vollendung  reicht  bis  zu  den  Jahren  1731  und  1814  herab),  nichtsdesto- 
weniger darf  man  ihnen  unbedingtes  Zutrauen  schenken,  indem  sie  Com- 
mentare  zu  den  Schriften  des  Ibn  AlbannÄ  von  Marokko,  eines  Mathema- 
tikers des  S.  XIII  enthalten,  in  welchen  die  betreffenden  Stellen  des  commen- 
tirten  Schriftstellers  in  übereinstimmendem  Worlaute  angeführt  werden. 
Die  Verfasser  der  Commentare  selbst  sind  zum  Theil  unbekannt.  Einer 
ist  jedoch  der  auch  als  Originalschrifteteller  geschätzte  spanische  Araber 
Alkala^Adi,  welcher  1486  starb.  Wenn  ich  oben  sagte,  die  Summatiousformel 
der  Cubikzahlen  sei  spätestens  um  1200  bekannt  gewesen,  so  gründet  sich 
diese  Einschränkung  wesentlich  auf  den  letzten  Auszug,  welchen  Herr 
Woepcke  veröffentlicht  (S.  34 — 39).  Auch  dieser  enthält  die  betreffende 
Summe  und  ist  einer  Schrift  des  Aboü  Beqr  Mohammed  Ben  Alha^an  AI* 
qarkht  entnommen,  welche  dem  Vizir  Fakhr  Almoulq  gewidmet  ist.  Da 
dieser  aber  den  3.  September  1016  starb,  so  muss  die  Schrift  etwa  200  Jahre 
älter  sein,  als  die  des  Ibn  AlbannÄ.  Freilich  ist  dabei  die  vollständige 
Authenticität  der  benutxten  Handschrift  vorausgesetzt ,  welche  n^SAk^Lx^« 

Litoralurztf.  d.  ZtiUchr.  f.  Math.  u.  Phy».  IX,  S.  ^ 


50  ^^^^^^^r  Litcraturzeitung. 

Woepcke's  AussÄgd  jetet  selbst  ftluf  bif  sechdlinndfift  J&lire  nU  tein  muf, 
aliO  eine  Coplo  sem  mnss,  Cantuh.. 

p        — 

I  Bat  Horizontal -Dynamometer  und  seine  Anwendung  anf  die  Meobanik, 

L  nebst  Ableitung  eines  neuen  Principe»  für  deu  Ausfltiss  tropflmjcif 

^^h  nnd  Itiftförniiger  Flü^asigke^itcn  von  Th,  Scüdnemann  ,  Prörtfssor. 

^^^^^B  Für  Physiker T  Mathematiker»  Artilleristeu  ,  Mechaniker  etc*   mit 

^^^^V  5  Tafeln  in  Stcindrttck  und  1  Uobsticb.     Berlin,   OUo  Müller's 

^^^1  Verlag,  1864. 

f  Das  in  dem  vorgenannten  Buche  beschriebene  Instrument  bildet  eine 

vortrefilicbe  Bereicberung  der  JEOr  Ausfübraog  experimenteller  Untersucb- 
ungcn  auf  dem  Gellete  der  Meohauik  bekannten  Hiilfämittel  j  es  ist  das- 
selLö  für  boriÄontal  gericbtete  Kräfte,  was  die  Waage  in  ihren  verschie- 
denen Formen  für  vertikale  Kräfte  ist  und  wie  bei  dieser  sind  die  Fälle 
der  Anwendbarkeit  sehr  zahlreich.  Das  Horizontaldynciuiometer  ist  in 
meiner  Zusammeusetzuug  der  BrUckenwaage  verwandt;  wie  bei  dieser  eine 
horizontale  Belastungstafel  (die  Brücke)  durch  Hebel  nnd  Stangen  bo  mit 
einem  Waagebalken  verbunden  ißt,  dass  sie  eine  Beweglichkeit  nur  in  ver- 
tikaler Ricbtiuig  besitzt,  so  besteht  bei  dem  neuen  Instrumente  eine  ihn* 
Bebe  Verbindung  zwischen  Waagebalken  nnd  der  in  horizontaler  Ebene 
verschiebbaren  BelasUnigstafeh  Diese  Tafel  stützt  sich  am  einen  Ende 
durch  Schneiden  nud  Kreuzgeliäuge  auf  einen  vertikalen  Träger,  der  am 
unteren  Ende  nm  eine  horizontale  Schneidenaxe  beweglich  ist  nnd  hängt 
am  entgegengesetzten  Ende  an  dem  vertikalen  Hängebrett,  welches 
ebenso  nm  eine  obere  horizontale  durch  zwei  in  Pfannen  rnhende  Schnei- 
den gebildete  Axe  frei  schwingen  kann;  mit  diesem  Hängebrett  ist  ein 
gleichnamiger  Waagebalken  mit  Zeiger  fest  verbunden.  Jede  auf  die  Be- 
lastnngstafel  wirkende  Kraft  zerlegt  sich  in  eine  horizontale  und  eine  ver- 
tikale Componente,  von  denen  letztere  durch  die  Spannnng  des  Hänge- 
brettes nnd  der  Strebekette,  sowie  den  Druck  auf  deren  Lagerpfannen, 
erstere  durch  Gewichte  aufgehoben  wird,  die  man  in  eine  der  beiden 
Waagschalen  zur  Herbeiführung  des  Einspielens  der  Zunge  legt. 

Das  Buch  zerfällt  in  fünf  Kapitel,  von  denen  das  erste  ausser  der 
näheren  Beschreibung  des  Instrumentes  die  vollständige  Entwickelung  der 
analytischen  Ausdrücke  für  die  Empfindlichkeit  und  Schwingungsdauer 
des  Dynamometers  enthält;  letztere  ist  in  ähnlicher  Art  wie  bei  der 
Waage  zur  Feststellung  der  Specialwerthe  der  Constanten  für  ein  ausge- 
führtes Exemplar  des  Instrumentes  zu  benutzen.  Der  Verfasser  theilt  in 
einem  Anhange  auch  eine  elementare  Ableitung  jener  Ausdrücke  mit,  wo- 
durch der  Gebrauch  des  Dynamometers  selbst  Schülern  der  oberen  Klasse 
eines  Gymnasiums  oder  einer  Bealschule  deutlich  gemacht  werden  kann. 
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Die  übrigen  Kapitel  sind  einer  schönen  Reihe  von  Anwendungen  des 
Instrumentes  gewidmet,  von  denen  hier  einige  angedeutet  sein  mögen. 

Die  Trägheit  fester  Körper  ist  durch  einen  Versuch  von  folgender  Art 
in  grosser  Reinheit  sichtbar  und  gleichzeitig  messbar  zu  machen:  Am  einen 
Ende  der  Bclastungstafel  befindet  sich  eine  zweispurige  Rolle  um  eine 
horizontale  Axe  leicht  drehbar;  in  jeder  der  beiden  Spuren  ist  eine  Schnur 
befestigt,  die  nach  entgegengesetzten  Seiten  ein  paar  Mal  um  die  Rolle 
herumgeschlungen  ist;  die  eine  Schnur  geht  von  der  Rolle  in  horizontaler 
Richtung  Über  der  Belastungstafel  nach  einem  auf  derselben  ruhenden 
Körper  und  ist  an  diesem  befestigt;  die  andere  geht  nach  unten  und  ist 
mit  einem  Gewicht  belastet,  das  wir  uns  zunächst  so  gross  denken  wollen, 
dass  es  nicht  nur  die  Reibungen  an  der  Rolle  und  die  Reibung  jenes  be- 
weglichen Körpers  auf  der  Belastungstafel  zu  Überwinden  vermag,  son- 
dern auch  diesen  Körper  in  Bewegung  zu  setzen  und  zu  beschleunigen  im 
Stande  ist.  Es  ergiebt  sich  sogleich,  dass  aus  den  vorhandenen  Reibungen 
kein  wirksamer  horizontaler  Druck  auf  die  Belastungstafel  entspringen 
kann,  dass  jedoch  ans  der  Trägheit  des  verschiebbaren  Körpers  durch 
Yermittelnng  der  horizontalen  Schnur  und  der  Rolle  ein  einseitiger  hori- 
zontaler Druck  auf  die  Bclastungstafel  hervorgeht,  welcher  diese  zn  einem 
Ausschlag  nach  der  einen  Seite  veranlasst;  wenn  man  durch  einseitige 
Belastung  diesen  Ausschlag  verhindert,  so  stehen  die  hierzu  dienenden 
Gewichte  im  Zusammenhange  mit  der  Grösse  der  Beschleunigung.  Wenn 
man  an  dem  niedersinkenden ,  die  ganze  Bewegung  hervorbringenden  Ge- 
wichte eine  bei  der  Atword'schen  Fallmaschine  Übliche  Einrichtung  an- 
bringt, durch  welche  zu  einem  bestimmten  Augenblick  der  beschleunigende 
Theil  des  Gewichtes  abgehoben  wird,  so  lässt  sich  aufs  Unzweifelhafteste 
nachweisen,  dass  in  der  That  bei  dieser  Anordnung  nur  durch  die  Träg- 
heit des  bewegten  Körpers  ein  Ausschlag  der  Belastungstafel  hervorge- 
rufen wird. 

Auch  für  die  Trägheitswirkungen  innerhalb  kurzer  Zeiten  verspricht 
das  Instrument  eine  bemerkenswerthe  Ausbeute;  es  ist  als  ballistisches 
Pendel  brauchbar,  denn  aus  dem  Ausschlag  der  Belastungstafel  und  der 
Masse  aller  bewegten  Theile  lasst  sich  auch  hier  auf  die  denselben  er- 
tlieilte  Geschwindigkeit  und  daraus  auf  die  Geschwindigkeit  eines  Ge- 
schosses schliessen,  welches  durch  Eindringen  in  die  Belastung  des  Dyna- 
mometers die  Bewegung  desselben  hervorgerufen  hat.  Es  wird  gezeigt, 
dnss  der  Ort  des  Eindringens  des  Geschosses  beim  Ilorizontaldynamometer 
von  minderem  Einfluss  auf  die  Geschwindigkeitsbestimmong  sei,  als  beim 
ballistischen  Pendel,  und  mau  muss  auch  den  praktischen  Vorzug  dem  In- 
strumente zugestehen,  dass  eine  starke  Belastung  sich  leichter  ausführen 
lässt,  als  bei  jenem. 

In  dem  dritten  Kapitel  werden  die  sehr  einfachen  Vorriehtan^evL  «svr 
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«liotrn  iiniueutUcli  fut-  gleiteude  Koibung  gfiithkkt  g€inAclii  ^vird. 

I)ttJ  iijiifUDglicbÄti^n  und  frucLtbuit^tcn  Versuche  tnit  «eioem  Instra^ 
uiente  hat  der  Erfinder  aelbiit  über  dif^  iUifiettuti  aii^Üiess^tiden  AVas^ers 
und  AU^Üiessender  huit  aiij^es^tellt,  deren  Erg^^buij^biQ  die  ^obr  ninriLagHclieit 
leUten  Kwei  KapUe)  des  Buche«  fülleu,  m  detieii  ^letcbi^eitig  die  Krschei- 
nungeu  dcij  Auwflussea  inid  der  ContrÄCtinu  auf  ciiif»iii  Dfnien  Wpgo  (ohiia 
di€  Hypothese  vum  ParalleUsmUB  der  Schichtt^n)  oikllirl  werden. 

Wpgen  der  sehr  ausführlicheti  Uiilerfiiiühiuigen  über  diesen  Gegen- 
fitandf  welche  Referent  nicht  nmchgerechuet  hat,  wird  duT  Les<er  auf  das 
Blieb  selbst  verwi<;aen;  es  erscheint  ti nz weife Ibitft,  dass  die  Hydraulik  da- 
mit einen  erbe bli eben  Fortschritt  erfahren  hat^ 

Noch  mag  an  dieser  Steile  die  NotijE  beigeftig^t  wein,  dnsa  das  In^trit- 
oaent,  welchem  eine  bi'aucbbfire  B^rcicbc-rarig  jedes  phy^tikaliaeben  Cabi- 
netea  bilden  dürfte,  in  Ilerlin  durch  C-  A.  W  armbr  unn  &  Qnictit», 
^Boäenthalei Strasse  Nr.  40  und  in  Br&üdoaburg  durcb  Liepe,  Neu^ 
städtische  Heide  zu  belieben  ist. 

Dresden.  Dr.  E,  HAftTio. 


Haterialieii  zur  Selbstbescbäftigun^  der  Schüler  bei  dem  XTnterricMe  in 
der  ebenen  Geometrie  von  Dr.  Ca.  H.  Nagel,  Bector  in  Ulm. 
VHMtr»  }>Pd1din(rMid  Vi>imehrte  AurhiL'e,  Mit  in  dt^n  Text  einge- 
druckten Holzschnitten.  Ulm  1863.  Verlag  von  Wöhler.  Preis 
%  Thlr. 

Das  vorliegende  Schrifteben  ist  ursprünglich  kein  selbstständiges 
Werk,  sondern  es  bildete  den  Anfang  zu  NageTs  Planimetrie  und  wurde 
erst  später  in  einem  eigens  umgearbeiteten  Sonderabdruck  (welcher  jedoch 
keine  auf  ein  bestimmtes  Lehrbuch  gehende  Citate  enthält)  für  weitere 
Schulkreise  herausgegeben. 

Dasselbe  enthält  planimetrische  Lehrsätze  (bei  200)  und  Aufgaben 
(bei  360),  ohne  Lösungsandeutungen,  zum  Selbstbeweisen  und  Auflösen, 
und  zerfällt  in  fünf  Abtheilungen. 

Die  L  Abtheilung  enthält  Lehrsätze  und  Aufgaben,  welche  die  Lehre 
von  der  Congruenz  der  Dreiecke  und  das  damit  Verwandte;  die  IL,  L.  und 
A,  welche  die  Lehre  von  den  Parallelogrammen  und  vom  Rauminhalte 
der  Figuren;  die  IIL,  L.  und  A.,  welche  die  Lehre  vom  Kreise,  jedoch 
ohne  Anwendung  der  Proportionslehre;  die  IV.,  L.  undA.,  welche  die 
Lehre  von  den  Proportionen  und  von  der  Aehnlichkeit  der  Figuren;  die 
V.  endlich,  L.  und  A.,  welche  die  Lehre  von  den  ein-  und  umschriebenen 
Figuren,  von  den  regulären  Vielecken  und  von  der  Kreismessung  voraus- 
setzen. 

£s  ist  kein  Zweifel,  dass  beim  geometrischen  Unterrichte,  ebenso  wie 
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beim  arithmetischen  zweckmässige  Uehungen  absolut  nöthig  sind  nnd 
dass  NageFs  M.  sich  mit  vielem  Nutzen  hierzu  verwenden  lassen.  Nun 
zu  einigen  sachlichen  Wünschen  und  Bemerkungen. 

Die  Einrichtung  dieses  Werkchens  macht  es  möglich,  dass  die  Samm- 
lung den  Anfanger  durch  die  ganze  Theorie  Schritt  für  Schritt  begleitet 
und  daher  denselben  schon  nach  Aneignung  einer  bestimmten  Theorie  zur 
Uebung  seiner  ei«^enen  Kräfte  drangt,  woraus  für  die  Ausbildung  des 
jugendlichen  Verstandes  der  reichste  Gewinn  fliesst.  Da  es  sich  aber 
nicht  blos  um  die  Einübung  einzelner  geometrischer  Abschnitte  handelt 
und  ferner  nebst  den  mittleren  auch  gleichzeitig  die  vorgerückteren  Schü- 
ler zu  beachten  sind,  so  sollte  eine  VI.  Abtheilung  Lehrsätze  und  Aufgaben 
enthalten,  welche  das  Gesammtgebiet  der  Planimetrie  voraussetzen  und 
zur  Uebung  zu  bringen  vermögen.  Damit  ferner  der  ganze  Bau  auf  einem 
ordentlichen  Grunde  ruhe,  dürfte  eine  Einleitung,  welche  in  Kürze  das 
Wesen  der  geometrischen  Analysis  nebst  entsprechenden  Musteraufgaben 
und  eine  praktische  Anleitung  zur  Findung  des  Beweises  geometrischer 
Lehrsätze  enthält,  sehr  zweckmässig  sein.  Ja  diese  Einleitung  wäre  am 
so  wichtiger,  als  man  erstens  in  den  meisten  Lehrbüchern  über  obige 
Punkte  geradezu  nichts  findet,  zweitens  weil  es  nicht  mehr  als  billig  ist, 
demjenigen,  dem  man  Probleme  vorlegt,  wenigstens  die  Principien  der 
Mittel  und  Wege  zur  Lösung  anzudeuten,  nnd  drittens,  als  durch  selbe 
den  Besitzern  der  „Materialien**  die  Auslagen  für  ergänzende  Werke  so 
ziemlich  erspart  würden.  Referent  muss  noch  ausdrücklich  erwähnen, 
dass  NageFs  „Anleitung  zur  Lösung  geometrischer  Aufgaben,  Ulm  1840**, 
und  selbst  die  werth volle  „geometrische  Analysis,  Ulm  1850**  desselben 
Herrn  Nagel  obigen  Wünschen  nicht  genügen  können,  da  beide  Schriften 
über  Lehrsätze  nichts  enthalten  und  beiden  die  Materialien  abgehen. 

Durch  die  Verwirklichung  der  angedeuteten  Wünsche  dürften  die 
Materialien  Dr.  NageFs,  welcher  sich  um  die  Hebung  des  geometrischen 
Unterrichtes  schon  manche  Verdienste  erwarb,  an  Werth  und  Boden  be- 
deutend gewinnen  und -eine  solche  Neuauflage  würde  dann  mit  weit  mehr 
Recht  als  diese  vierte  eine  „vielfach  vermehrte**  zu  nennen  sein. 

Graz,  Osterwoche  1864.  A.  V.  Kautzner. 


Anfangigrttnde  der  Phyiik  für  den  Unterricht  in  den  oberen  Klassen  der 
Gymnasien  und  Realschulen,  sowie  zur  Selbstbelehrnng ,  von 
Karl  Koppe,  Professor  und  Oberlehrer  am  königl.  prenss.  Gym- 
nasium zu  Soest.  Mit  329  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnit- 
ten und  einer  Karte.  Achte,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage. 
Preis  complet  1  Thlr.  8  Sgr.  Essen,  Druck  und  Verlag  von  G. 
D.  BAdeker.  1864. 
Ein  Lehrbuch,  dessen  Brauchbarkeit  sich  durch  so  viele  Aul^^<^ti  «t^ 
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wiffeeti  liÄt,  bedarf  (s!g*n<licli  kmimr  Fpipffllitflttg  weiter,  ÜPf  Verfasser 
lial  nicht  g<*rnHe  l>«*ab»iehf(gt,  in  ,%**inom  Buclie  Lchn^rn  mui  Lernt*iijea 
d«r  Phjräik  etwft«  In  dio  liatKj  su  geben,  ws«  von  ihneu,  ticU  §treug  hq  die  ■ 
Ordnung  im  Buche  bindernd,  in  dertcjbi'n  RiMhenfolgt^,  wie  im  Buch©,  «nr 
Benntsmig  kornmtjn  »oH,  stoudern  er  iBt  «ellisi  dpt  Mtnnung^  dn»i  die  unge- 
(Wir  in  der  Mitt«'  di^i  Buche»  unfgrnommenf^n  mt^hr  [ihÄnümitntiloglseh  be- 
tiAiidelteii  Knpttcl  Ühomic,  Miigrif*tismiis  udd  Electric itlit  in  8cctinda,  dio 
uicUt  deductiv  geliüll^nen  vi>a  deu  mecdaniiichizn  Erscheinungen,  voia 
Schall  I  ifom  Licht  und  von  der  Wäruaß  hftndclnden  Kapitel  erst  in  IMma 
vorgenommen  werden  möchten.  Bi*i  ein<>r  BiMintsung  des  Bnchci  im  Hinne 
des  VcffAss^rs  werdt^n  Lehrer  mul  Lernende  auch  von  der  veriiegenden 
ticneäten  Aufliiga  ura  so  mehr  Gewinn  haben,  ab  der  Dodtiction»th»il  g«- 
gen  den  der  früheren  Auflagen  wesentlich  vermehrt  ist.  Die  jiu stiere  Aus- 
L  stattung  des  Biiclics  ist  gut,  Dr*  Xaul. 

I         Baol 


Baobaohtongen  und  irntertnohiLiigeii  über  die  SeiLanigkeit  barometriflobtr 
HOhenmessungen  und  die  Ver&nderQDgen  der  Temperfttnr  und 
Feuchtigkeit  d^r  Atmoiphär«,  v^n  Dr.  Carl  Maximilian  i3\Lr£;itK- 
FiiiND*  ^lit  711  TatHOlnn,  danuiter  (^  inr  Höhcnberechnung  und 
1  Steinzeichnung*  Münelien^  Uternn^ch' artistische  Antttatt  der 
J.  G.  Cot  tauschen  Buchhandlung.  im%  VII  und  144  Seiten  gr«  i^ 
Preis  l  Thir.  Ü  S-r. 
Der  durch  mehrfache  literarische  Arbeiten  nnd  namentlich  durch  seine 
Vermessnngsknnde  rühmlichst  bekannte  Verfasser  hat  es  unternommen, 
über  den  Werth  und  die  Genauigkeit  barometrischer  Höhenmessungen, 
sowie  über  die  Aenderungen  der  Temperatur  und  der  Feuchtigkeit  der 
Atmosphäre  mit  der  Höhe  Untersuchungen  anzustellen,  welche  sowohl 
hinsichtlich  ihrer  Anordnung  und  Durchführung,  als  auch  hinsichtlich  ihrer 
schliesslichen  Discussion  die  vollständige  Anerkennung  und  daher  auch 
allgemeine  Beachtung  verdienen. 

Veranlassung  eu  diesen  Untersuchungen  war  die  ausserordentliche 
Verschiedenheit  der  Meinungen ,  welche  über  die  Zuverlässigkeit  barome- 
trischer Hölienmessungen  existiren,  und  der  Verfasser  führte  dieselben  aus, 
um  sich  sowohl  in  dieser  Beziehung,  als  auch  über  den  Grad  der  Zuvor 
lässigkeit  der  bei  der  Entwickeinng  der  Barometerformel  in  Anwendung 
kommenden  Hypothesen  über  die  Aenderungen  der  Temperatur  und  der 
Feuchtigkeit  der  Atmosphäre  mit  der  Höhe  ein  selbstständiges  Urtheil  zu 
bilden,  ferner,  um  zur  Feststellung  der  barometrischen  Constante,  welche 
in  Folge  der  neueren  Bestimmungen  über  die  Dichtigkeit  und  Ausdehnung 
der  Luft  und  des  Quecksilbers  eine  Abänderung  bedarf,  Einiges  beizutra- 
gen und  endlich  um  Anhaltspunkte  zu  liefern  zur  Beurtheilung  der  von 
G.  S.  Ohm  im  Jahre  1854  aufgestellten  Ansicht,  dass  die  auf  das  Barome- 
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ter  drückende  Luftsäule  nicht  das  Gewicht  eines  Cylinders,  sondern  eines 
vertical  stehenden  Kegels  habe»  dessen  Spitze  im  Erdmittelpunkte  liegt. 

Seine  desfallsigen  Beobachtungen  stellte  er  im  Monat  August  1857  an 
einem  der  höchsten  Berge  des  Bayrischen  Hochgebirges,  dem  grossen  Mie- 
sing,  an,  dessen  Höhe  er  von  der  Thalsohle  bis  zum  Scheitel  durch  Nivel- 
liren  mit  einem  guten  Libelleninstmmente  auf  das  Genaueste  bestimmte 
und  dieselbe  in  vier  nahezu  gleiche  Theile  theilte. 

Um  den  hierdurch  sich  ergebenden  5  Theilpunkten  wurden  Thermo- 
meter und  Psychrometer,  an  dem  ersten,  dritten  und  fünften  aber  überdies 
Barometer  und  Windfahnen  aufgestellt  und  diese  Instrumente  durch  11  der 
tüchtigsten  Zuhörer  des  Verfassers  an  0  Tagen  Vor-  und  Nachmittags  in 
beziehentlich  halb-  und  einstündigen  Zwischenräumen  gleichzeitig  beob- 
achtet. 

Die  Ergebnisse  dieser  Beobachtungen,  sowie  die  Schlüsse,  welche  der 
Verfasser  aus  denselben  zu  ziehen  sich  für  berechtigt  hält,  übergiebt  er 
der  wissenschaftlichen  Welt  in  dem  in  Rede  stehenden  Werke  und  schickt, 
damit  sich  der  Leser  ein  Urtheil  über  den  Werth  der  Beobachtungen  selbst 
bilden  kann,  eine  eingehende  Beschreibung  der  in  Anwendung  gekomme- 
nen Instrumente  und  der  damit  vorgenommenen  Prüfungen  und  Vergleich- 
ungen  voran. 

Nachdem  der  Verfasser  dann  die  Beobachtungsarbeiten  auf  den  Sta- 
tionen beschrieben  und  in  dem  Abschnitte :  „die  Berechnung  der  Beobach- 
tungen'* die  Vorschriften  für  die  Reduction  der  Barometerstände  und  die 
Berechnung  des  Feuchtigkeitszustandes  der  Luft  gegeben,  theilt  er  die 
Resultate  mit,  welche  er  für  die  Höhenunterschiede  seiner  Beobachtnngs- 
punkte  zuvörderst  durch  die  Berechnung  nach  den  Formeln  und  beziehent- 
lich Tafeln  von  Gauss ;  Bessel  und  Ohm  erhalten  hat.  Die  hierdurch  ge- 
fundenen Höhenunterschiede  treten  durchaus  und  wesentlich  kleiner  auf, 
als  die  durch*  das  Nivellement  erhaltenen  und  hierbei  liefert  wiederum  die 
Ohm^sche  Formel  die  grössten  Abweichungen. 

Der  Verfasser  erklärt  diese  letzteren  Abweichungen  dadurch,  dass 
Ohm  bei  Aufstellung  der  die  Gleichgewichtsbedingungen  der  Atmosphäre 
ausdrückenden  Differentialgleichung  von  einem  bis  zur  Grenze  der  Atmos- 
phäre reichenden  Kegelelement  ausgegangen  ist,  hierbei  aber  die  Seiten- 
drücke unberücksichtigt  gelassen  hat,  die  die  umgebende  Luft  auf  den 
Kegel  ausübt  und  gerade  so  viel  von  dein  Gewichte  des  letzteren  aufhebt, 
dass  nur  noch  das  Gewicht  eines  Cylinderelementes,  wie  solches  auch  La- 
place  bei  Entwickelung  seiner  Formel  in  Betracht  gezogen  hat,  übrig 
bleibt.») 


*)  Bereits  im  7.  Jahrgänge  dieser  Zeitschrift,  8.  350  u.  f.,  hat  Guldberg  den  Ein- 
fluss  der  oben  erwühntcn  Ohin^schen  Vcrnachlässifriing  dur  SeitcndrUcke  tbeorutisch 
untersucht  und  dargethau,  dass  dio  alte  Laplace*8che  Formel  6***  •-fchti^ore  Ut« 
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Der  Umatiind,  äm9  aucIi  ä\B  n&eh  Gauss  ittid  B^asqI  tiereeTiiif^t^ii 
Hülic>iiitntf*rßcbieJe  en  klein  ALis^rallf^n,  weist  ilen  Verfaitüer  aufdt?  Nath- 
wendierkeit  der  Vergritfl^tprnug  der  bsiroinetritchpit  ConatAiiie  bsfit  wrlcha 
olinedle^  durch  die  neunren  Bi^stimmungen  df^r  DicJitigkeit  der  Ltifi  nnd 
des  Quecksilbers  von  Hi^gnault,  sowie  de»  AusdelmüngteoefficieiileB  der 
Luft  g<^ fordert  wird.  In  dleftt^m  Siiine  berichtigt  derselbe  nicht  »ücm  die 
der  Lapiftce'schpn  Formel  ssu  Grunde  liegeuden  Constanten,  sonderu  fügt 
attch  vorzugsweise  dieser  yorujel  einen  Factor  hei ,  welcher  den  Eiufloss 
der  mit  Pi^ychromet^rii  beabaclitelen  Ff^uchtigkeit  der  Luft  giebt  und  aicUfl 
durch  griisigtere  Einfachheit  von  di*ni  Beäsei^schen  unterscheidet,  ahne  — 
wie  der  Verfasser  auch  an  einem  Beispiele  nachweist  —  an  GeuHnigkett 
RD  verlieren. 

Bei  Be.stimmung  dor  Constanten  ist  der  Verfnsser  rein  der  Theorie  ge* 
folgt  und  hat  jene  willkührlicben  Aeuderungen  derselben  vermieden,  die 
von  fnst  wllcn  Autoren  Über  haromrtrlöches  Höhenmessen  (mit  An^tuahsne 
von  Besj^el  und  in  neuerer  Zeit  aucli  von  Kitter)  in  der  Abaicht  gemacht 
wurden,  die  Ueb@rein»tiinmiing  mit  den  trigonometrischen  Höhennieiisungen 
SU  vergrösser n* 

Auf  Grund  tage  der  so  verheaserten  Formel  für  das  barometrische 
Höhen  messen  bat  der  Verfasser  die  bekannten  compend  lösen  hypso- 
metrischen Tafeln  von  Gauss  umge arbeitet  und  durch  drei  andere  ver- 
mehrt, welche  sich  auf  die  Berücksichtigung  dos  Feucbtigkeitszustandes 
der  Luft  beziebf^n.  Dio  thitt<^  rl fester  TtifVln  ,  ivf^Jche  die  Correctinn  we- 
gen der  mit  der  Höhe  veränderlichen  Schwerkraft  giebt  und  die  gleich- 
vielte  der  Gauss'schen  vertritt,  bat  gegen  der  letzteren  den  Vorzug,  d&ss 
sie  ungleich  die  Meereshöhe  der  unteren  Station  zu  berücksichtigen  ge- 
stattet. 

Diese  in  dem  in  Bede  stehenden  Werke  mit  enthaltenen  hypsometri- 
schen Tafeln  sind  auch  bereits  in  dea  als  Anhang  der  2.  Aufhige  der  Ele- 
mente der  Vermessungskunde  des  Verfassers  beigegebenen  „Tafeln  über 
verschiedene  Gegenstände  der  Vermessungskunde*^  mit  aufgenommen.  Zu 
bedauern  ist  aber,  dass  diese  so  nützliche  Vermehrung  nicht  Veranlassung 
für  die  Verlagshandlung  gewesen  ist,  den  Separatabdrnck  dieser  zweck- 
mässigen Tafeln  zu  erneuern,  da  die  auf  dem  Umschlage  genannter  2.  Auf- 
lage der  Vermessungskunde  annoucirten  „Tafeln  über  verschiedene  Gegen- 
stände der  praktischen  Geometrie"  immer  noch  der  Separatabdruck  des 
zur  1.  Auflage  der  Vermessungskunde  gehörenden  Anbanges  sind,  der 
selbstverständlich  die  neuen  hypsometrischen  Tabellen  nicht  enthält. 
Mindestens  hätte  man  diesen  älteren  Tafeln  einen  Separatabdruck  der 
neuen  hypsometrischen  Tafeln  beifügen  sollen. 

Die  Richtigkeit  der  aufgestellten  Formel  und  der  nach  derselben  ent- 
worfenen Tafeln  findet  ihre  Bestätigung  in  der  hinreichenden  Ueberein- 
stimmung  der  mit  den  Barometern  gefundenen  Höhenunterschiede  mit  den 
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dnrch  Nivelliren  ermittelten  am  grossen  Miesing.  Der  Verfasser  hat  näm- 
lich mit  Hilfe  seiner  neuen  Tabellen  die  Höhenunterschiede  der  Stationen 
I  und  III,  III  und  V,  sowie  I  nnd  V  aus  100  corresp.  Boobnchtungen  be- 
rechnet nnd  hinter  dem  Verzeichnisse  sämmtliche  Beobaclitungsergebnisse 
unter  Beifügung  der  entsprechenden  Mittel  tabellHrisch  zu»aniniengestellt. 
Die  Berechnung  ist  für  zwei  FUlle  durchgeführt,  das  eine  Mal,  indem  die 
Temperatur  und  die  Feuchtigkeit  der  Luftsäule  gleich  dem  arithmetischen 
Mittel  aus  den  an  den  beiden  Endstationen  beobachteten  Temperaturen 
und  Fenchtigkeitszuständen,  nnd  das  zweite  Mal,  indem  Temperatur  und 
Feuchtigkeit  gleich  dem  arithm.  Mittel  aus  den  an  den  beiden  Endstatio- 
nen nnd  an  allen  dazwischen  liegenden  Stationen  beobachteten  Tempera- 
turen und  Feuchtigkeiten  angenommen  wurde.  In  beiden  Füllen  stimmen 
die  gezogenen  Mittel  mit  den  entsprechenden  nivellirten  Höhen  sehr  gut 
überein,  denn  die  grösste  Abweichung  beträgt  im  erstoren  Falle  blos  2,6 
Fuss,  im  letzteren  blos  1,4  Fuss  und  der  Verfasser  kommt  wegen  der  ge- 
ringen Unterschiede  der  nach  beiden  Principien  berechneten  relativen 
Höhen  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  Höhenunterschiede  mit  dem  arith- 
metischen Mittel  der  Temperaturen  der  beiden  Endstatio- 
nen mit  hinreichender  Genauigkeit  gefunden  werden  kann.  Hierdurch 
findet  vorläufig  schon  der  später  in  einem  besonderen  Abnchnitte  über  die 
räumlichen  Temperatnrveränderungen  der  Atmosphäre  aufgestellte  Satz, 
dass  die  Temperatur  der  Atmosphäre  mit  der  Höhe  gleichmässig  abnimmt, 
seine  Bestätigung. 

In  dem  die  Genauigkeit  der  barometrischen  Höhenmea- 
aungen  behandelnden  Abschnitte  hat  der  Herr  Verfasser  die  berechneten 
Höhenunterschiede  nach  Tagen  und  Stunden  geordnet  und  gefunden,  dasa 
seine  barometrischen  Messungen  am  Morgen  nnd  am  Abend  zu  kleine, 
zwischen  10  und  4  Uhr  zn  grosse,  gegen  10  und  4  Uhr  aber  nahezu  rich- 
tige Werthe  für  die  gesuchten  Höhenunterschiede  liefern.  Er  hat  als- 
dann, um  die  Ursache  dieser  Erscheinung  zu  erklären,  die  erhaltenen  Ab- 
weichungen mit  dem  Gange  der  Temperatur  verglichen  und  einen  unver- 
kennbaren Zusammenhang  zwischen  beiden  bemerkt,  was  ihn  vermuthen 
lässt,  dass  die  Thermometer  die  Lufttemperatur  nur  um  10  Uhr  Vormittags 
und  um  4  Uhr  Nachmittags  richtig,  bis  gegen  10  Uhr  zu  niedrig,  zwischen 
10  und  4  Uhr  zu  hoch,  nach  4  Uhr  aber  wieder  zu  niedrig  angeben  nnd 
dass  diese  Unterschiede  von  der  Einwirkung  der  Bodentemperatur  auf  die 
freien  in  der  Luft  stehenden  Thermometer  herrühren. 

Diese  Betrachtungen  führen  den  Verfasser  auf  die  Berücksichtigung 
des  Einflusses  der  Wärmestrahlung  des  Bodens  auf  die  Thermometeran- 
gaben und  auf  die  Correction,  welche  aus  diesem  Grunde  an  den  abgelese- 
nen Thermometerständen  anzubringen  ist  und  die  er  mit  Hilfe  einer  von 
ihm  aufgestellten  Formel  ermittelt. 

Mit  diesen  so  corrigirten  Lufttemperaturen  berechnet  er  nakevi  4\rw 
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Hmlf^i^  df^r  Bc^o^mchmngpii  fftr  tlJe  dr^!  HöhennnterieKted«  «54  rrlafigt  da 
dtirc'^li  dit^  Geiiu;;lhuiij^i  ÜAä9  iiielit  jiHoin  di^  Mittnl  df*r  an%  4ä  carrejrp.  Be 
obachfiuigeD  mit  corngirten  Ltifiii*ifi|»r-riitüri*n  berechneten  Höhen  »ich  d»^   j 
durch  Klvfrllirrn  ;^i*fijn(li*nc'n  ll(>hermnt**rs<:l»ieJeii  eben  ao  gut  iiii!»ehHe««#ii 
ab  dip  hcreelmcHen  UüruhHchiutttiwf^rtlio  atia  je  i(!0  M^i^scin^^en  olitio  Tem* 
pPtHlnrcorretiion,    si^tidern    das*    «iich    die   früher**   Uegi^hnUfaigki^t   und 
GrÖM^e  tief  Abwrkiinngi*n  bU^rb«*!  wpgfXllt,  nulem  dir  rnit  df*n  verbcjister* 
ten  Liiftt(*(npi*nttnn*ti  berecbtiet**ii  Fldlu'n  nunmehr  thejlweiii  mn:li  ^^111  Mof- 
^n  ntid  Abc-iid  ko  i^rod«,  am  Mittng  aber  nu  klein  werden,  worin  er  d^n 
Bfiweb  für  di^  Ricbtigk^il  d*^r  «tignwprndeti^'ti  'reniprrßtnrcf>rrt'cfjnii  findot 

Der  VfrrfA^iter  ]^4!laiijfl  bei  diüicn  BatrAchtungen  ssit  dem  S.  T0  an^iga 
iprochrnt'n  U**!*uUate: 

„Sobald  dnrcli  fortgßirt^tiste  Beohnchrungen  der  hier  für  eine  brstrmtnta 
Zelt  (Ende  Aiig^iD't)  ui^d  einti  b<^stimmtt>  geag-rfiphisfche  Lage  (4H^  Hreit« 
und  1350'"  miltlf*re  Me<*rei*hMu>)  gi*g*.4iene  AuBdunrk  für  die  Tempt» rnltjT- 
eorrectian  auf  tiHe  Mannte  und  jede  gengrAjibKebi^  Breite  und  U5ho  au#g«- 
dtfhnl  »ein  wird,  knnn  mnn  von  M^rgenn  hh  Abends  zu  jeder  8etiiide  faet 
mit  gleicher  Hhrberht^it,  wl*?  jeut  um  10  übr  Voirjiin«^*  und  I  Uhr  Naeh* 
mittngff,  e^ine  baroinetrSucbe  HiSbeameKfititig  ansfübreiK^* 

Naeiidem  dnnn  der  Verfftsser  necb  dem  KinfiiiwHe  dprBeohnc!»tnfigfefeh1eT 
eine  «eingehende  OeEracbtung  gewidmet,  »cbHesr*t  er  de»  Abscbiutl  tibcrdtd 
Q^^natti^kelt  d^r  bnroLüetriwtrhen  MeiihUhgeo  S.  m  mit  folgenden  Worten: 

^^Naci^i  diesen  KeLhuungen  und  IVetiacht linken  nehme  icli  keinen  An- 
stand, zu  behaupten:  dass  die  grössten  Fehler,  welche  in  nnseren  hnndert 
(sollte  heiHsen:  dreihundert)  aus  correspondirenden  Beobachtungen  be-^ 
rechneten  Höhen  vorkommen,  alle  innerhalb  der  Grenzen  der  unvermeid- 
lichen Beobachtongsfehler  liegen;  dass  folglich  die  Barometerformel,  wie 
ich  sie  oben  berichtigt  habe,  allen  gerechten  Ansprüchen  gentigt,  und  so- 
mit auch  die  Genauigkeit  gleichzeitiger  Barometermessungen,  welche  zwi- 
schen horizontal  nicht  weit  entfernten  Stationen  angestellt  werden,  durch 
die  Gleichung  (24)  ausgedrückt  ist,  wenn  man  die  Messungen  gegen  10  Uhr 
Vormittags  oder  4  Uhr  Nachmittags  macht,  oder  nach  den  Lufttemperatu- 
ren die  nach  den  Gleichungen  (12)  oder  (13)  berechneten  Verbesserungen 
anbringt". 

Die  folgenden  Abschnitte  fallen  mehr  in  das  Gebiet  der  Meteorologie 
und  es  enthalt  der  nächste  die  Betrachtung  über  die  räumlichen  Tempera- 
turveränderungen der  Atmosphäre,  während  der  letzte  die  Feuchtigkeits- 
verhältnisse derselben  bespricht,  insoweit  sie  sich  aus  den  am  grossen 
Miesing  angestellten  Beobachtungen  erklären  lassen.  Zunächst  giebt  der 
Verfasser  unter  Anführung  der  Quellen  einen  schätzenswerthen  Ueberblick 
der  bisherigen  Bestrebungen,  die  Gesetze  der  ränmlichen  Temperaturän- 
derungen zu  finden  und  stellt  dann  einen  neuen  Versuch  auf,  die  Tempe- 
raturabnahme sowohl  nach  der  Höhe,  als  nach  der  geographischen  Breite 
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zu  beHtimmen,  indem  er  die  Beziehungen  aufsucht,  die  zwischen  den  absOf 
luten  Temperaturen,  den  Elasticitäten  und  Dichtigkeiten  der  Luft,  sowie 
den  Atmosphärenhöhen  zweier  beliebiger  Punkte  einer  verticalen  Luft- 
säule bestehen.  Die  hierzu  nöthigen  Constanten  leitet  er  selbstverständ- 
lich nicht  allein  aus  seinen  eigenen  Beobachtungen  ab,  sondern  benutzt 
hierbei  auch  die  Messungen  von  Gay-Lussac,  John  Welsh,  Ka- 
mond,  Humboldt,  Laussure,  Plantamour,  Prediger  und 
Anderen. 

Dabei  kommt  er  zu  den  Sätzen,  dass  die  Temperatur  der  Atmosphäre 
mit  der  Höhe  gleichmässig  abnimmt,  dass  die  Erhebung  in  der  Atmosphäre 
für  1^  Temperatnrabnahme  der  Atmosphärenhöhe  direct  und  der  absoluten 
Temperatur  des  Ortes  umgekehrt  proportional  ist,  und  dass  sich  diese  Er- 
hebung für  alle  Orte  der  Erde  nur  wenig  ändert. 

Die  Widersprüche,  welche  in  dieser  Beziehung  zwischen  Theorie  und 
Beobachtung  zu  bestehen  scheinen,  unterwirft  er  einer  näheren  Erörterung 
und  kommt  zu  dem  Kesultate,  dass  dieselben  von  der  Einwirkung  der 
Wärmestrahlung  des  Bodens  herrühren,  dass  sie  aber  verschwinden,  wenn 
man  die  beobachteten  Temperaturen  von  diesem  Einflüsse  befreit. 

Schliesslich  gelangt  er  zu  der  Bestimmung  der  Höhe  der  Atmosphäre 
unter  verschiedenen  Breiten,  welche  er  für  den  Aeqnator  zu  7,«,  für  die 
Pole  zu  5,6  und  für  45®  Breite  zu  6,8  deutsche  Meilen,  sowie  die  Abplattung 
derselben  zu  V,^  berechnet. 

Aus  dem  Abschnitte,  welcher  dem  Feuchtigkeitszustande  der  Atmosphäre 
gewidmet  ist,  sei  nur  eins  der  wichtigsten  Ergebnisse  der  Beobachtungen 
des  Verfassers  erwähnt,  dass  nämlich  das  Vcrhältniss  des  Dampf-  und  Luft- 
druckes zwischen  4  Stationen  gleichmässig  mit  der  Höhe  abnahm,  und  dass 
es  daher  der  Verfasser  für  gerechtfertigt  hielt,  wenn  bei  der  Berechnung 
des  Höhenunterschiedes  zweier  Barometerstationen  das  arithmetische 
Mittel  der  auf  diesen  Stationen  beobachteten  Werthe  für  das  obige  Vcr- 
hältniss gesetzt  wird. 

In  einem  Rückblick  stellt  der  Herr  Verfasser  am  Schlüsse  des  Wer- 
kes seine  durch  diese  Untersuchungen  gewonnenen  Ueberzeugungen  und 
Ansichten  und  zwar  in  15  Punkten  kurz  zusammen,  von  denen  die  haupt- 
sächlichsten bereis  im  Laufe  der  gegenwärtigen  Besprechung  hervorgehoben 
worden  sind. 

Heferent  hat  diese  ausgezeichnete,  mühevolle,  einen  bedeutenden  Zeit- 
aufwand verursachende  Arbeit  —  es  sei  nur  an  die  Berechnung  der  79 
meist  sehr  umfänglichen,  etwa  58  Druckseiten  einnehmenden,  Tabellen  er- 
innert —  mit  ausserordentlichem  Interesse  einer  eingehenden  Durchsicht 
unterworfen  und  er  hegt  die  volle  Ueberzeugung,  dass  sie  der  sachkundige 
Leser  nicht  ohne  hohe  Befriedigung  aus  der  Hand  legen  wird.  Sie  kann 
nicht  nur  als  Muster  für  derartige  Unternehmungen  aufgestellt  werden, 
sondern  sie  wird  gewiss  auch  aufmunternd  wirken  zur  Anstellung  &h.uU5s.\^^\. 
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B*fobaclitTingen ,  die  (illerJiB***  mtir  Fti^lieb^D  BRttÜtt^iing  »ii4  F«^utellis$ 
00  loancb'-r  Ansiciit  (^le  die«  auch  der  VerfAss^r  B.  19  ii4?lbftt  itidimct  *»i- 
tprlebt)  «eUr  (*rwünAchf^ii<J  idn  müBseii«  Nnmentlieh  dfirflea  hlciiliei  Orte 
unter  ver«cSnedt*n<*n  gf*o^rA|ibUc;Hi)n  Bretten  ond  unter  verschied en^ti 
Me;er€ftU^h<'ti,  jtfUArie  yersctiiedese  Mannto  211  Ut^rücktticIUigMi  spio,  wobfti 
es  sich  dnnii  nuit*r  Andrrcm  auch  liernusMrlJpn  ivird,  ob  wt^gp^n  d«^»  Ein* 
flusses  det  Würmrütrnblung  des  Bodetis  ftuf  dlf^  Tem|»eratUTUestlio]itinif 
da«  bÄromctriscIiP  Itaheninassen,  wi<i  boi  den  Versuchen  d^s  V(!rras!»eri  im 
WonAt  A«>,'ü&t,  ftucb  xn  anderen  JabresKr^iten  ntir  ^«*gen  10  Ubr  und  4  Uhr 
nabe^xu  feblerfrete  Re&uUftte  linrerl,  oder  ob  diese  aweckmüsutgtiten  Beö- 
bacbtun^'sMtinden,  wie  aicb  yermuth^n  lämi,  mil  dem  Tftgebogcii  der  BoQti» 
in  eiurr  gcwts&ien  Be^iebuug  «teben. 

Nur  fliiies  diirfto  an  die&er  Arbeit  ausseustellen  sein,  was  Jedocli,  dt 
#a  aieh  aof  eine  Kebcnsncbe  bf^aiebt,  keineaweges  den  boben  Wertb  di^i 
Werkes  autb  nur  im  Mindpsten  acltwacben  soll.  Es  betrifft  dien  fiHmlk^ 
die  Aufhtellnng  der  »üunTiincbeu  berecbneten  Hühenanterscliiede  nach 
bayriscbeti  FosKen.  Für  riue  Arbeit^  die  einslg  und  allein  einen  irifiti*B- 
scliartrichen  Zwf^ck  hat,  siclit  die«  zu  «^br  nucb  Particulari&miis  aus  uod 
ftolUe  vrrmii'den  »mn,  da  die  Benutzutig  der  HeBuHnte  ftir  Nichibaj-ern 
wpsentlicb  erscbwert  wird*  Der  VerfAisser  selbst  bat  sieb  aber  die  Arbeit 
nicbt  uubi*dettt<*nd  vermebrt,  da  so  ine  Tafeln  für  Meter  und  pariser  Fus^e 
eingeticbtet  find,  wesbalb  er  genötliigt  gewesen  ist,  jadeo  der  300  Hobeu- 
nnterscbiede  auf  bayri^clies  Maas  xti  rcdncireD^ 

Dresden,  Professor  NAoeu 
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Kecensionen. 

,,Die  Anwendung  der  Trigonometrie  auf  Arithmetik  und  Algebra*^     Zum 

Gebrauche  für  augehende  Mathematiker,  Techniker  und  solche 
Schüler,  welche  sich  durch  den  Selbstunterricht  weiter  ausbilden 
wolleu.     Von  Dr.  Wim.  Berkuak.     Halle,  Druck  und  Verlag 
von  H.  W.  Schmidt.     1863.     (140  Seiten;  Preis  24  Ngr.) 
Herr  Dr.  Berkhau  will  mit  obiger  Schrift  den  an  sich  ganz  zweck- 
mässigen Versuch  machen,  die  zahlreichen,  aber  vereinzelt  dastehenden 
Anwendungen  der  goniometrischen  Functionen  auf  Arithmetik  und  Algebra 
zu  ordnen  und  so  viel  als  möglich  in  ein  System  zu  bringen. 

Statt  nun  einleitungsweise  sein  System  darzustellen  und  dann  zur 
Durchführuug  desselben  zu  schreiten ,  fällt  der  H.  V.  lieber  mit  der  Thtire 
in^s  Haus  und  beginnt  sogleich  Seite  1  mit  dem  1.  Capitel,  welches  von  der 
trigonometrischen  Umformung  arithmetischer  Formeln  oder  algebraischer 
Ausdrücke  ersten  und  zweiten  Grades  handelt. 

In  diesem  Capitel  werden  nun  recht  klar,  wenn  auch  etwas  breitspurig. 

Ausdrücke  wie:  a±b]     Z/^-^-T»   aYbc  +  df^   -/a  +  j/b     u.  s.  w.    mit 

Hilfe  trigonometrischer  Functionen  logarithmisch  brauchbar  eingerichtet 
und  schliesslich  die  Bestimmung  der  Logarithmen  von  Summen  und  Diffe- 
renzen gezeigt.  Nur  an  zwei  Stellen  ist  der  Calcül  übertrieben  gekünstelt 
und  zwar  im  $  21,  wo  die  (vorher  entwickelte)  Formel  für  j/A  +  r/ß  ^ur 
logarithmischen  Berechnung  hergerichtet  wird.  Der  H.  V.  kommt  näm- 
lich nach  einer  einfachen  Umformung  auf  die  Gleichung : 

V^+Vb  =  V^  \co^  f  +  sin  I J 

B 
wobei  — =m*9  ist;  anstatt  nun  die  Relation  co««  +  «n a= ^2. co5 (45  +  o) 

zur  weiteren  Rechnung  zu  benutzen,  wird  cos^'^ sin^  durch  Einführung 
eines  Hilfswinkels  iu  ein  Product  verwandelt.     Die  zweite  Stelle  ist  im 


S  25,  wo  a:  =  ^a  +  b  +  J^a  —  b  berechnet  wird ;  hier  stösst  der  VecC.  hiWäx 

Lilerulurilif.  d.  ZeiUchr.  f.  Math.  u.  Phy».  IX, 4.  ^ 


Auf  cos^  +  sin  —  ,  leitet  datiu  die  Forint*l  totf  —  +  sin  —  =  yl  +  #riif»     ab 

und  nibrt  liieri^af  einen  IJilfifwinkel  ein.  Das  S^aderbara  besteht  nicbt 
allem  in  dieser  Rechn(*rei,  sondern  auch  darin ,  das  der  H.  V.  ganz  ver- 
giäät,  dass  die  vom  Ref.  angezogene  Fovnicl  in  Nr*  215  uud  2iö  der  Forniel-* 
Sammlung  desi  Bloches  vorkommt  und  Seite  56|  f  96  von  ihm  äelbäi  weitläuäg 
erwiesea  wird. 

Das  2,  Capitel  beachäftigt  sich  niit  der  Auflösung  trigouametriscber 
Gleichungen,  mit  der  Umformung  trigonometrischer  Au^drncke  zur  loga- 
rltbmisdien  Rechnung ,  der  Auflosnng  einiger  (eigentlich)  trauäcendentcu 
Gleichnngen,  dem  Gebrauche  der  dekadischen  ErgHoanng.  Da  die  trans* 
cendcnten  Glelchungeu  ohnehin  doa  Aschenbrödel  in  den  meit^teu  Lebr^ 
büchera  der  allgemeinen  Arithmetik  ^irid,  so  wäre  der  H.  V,  um  so  mebr 
verpSichtet  gewesen,  die  Theorie  der  trauscendenteu  Gleich ungeu  (mit  be- 
sonderer Beriickhichtignng  der  trigonometrischen  Gleichungen)  gründlich 
und  nicht  blos  mit  25  Aiichtigen  Zeilen  zu  besprechen. 

Demgeniäss  wäre  da  £u  «ngen,  da&s  die  synthetischen  Gleichungen 
tteli  in  Algebraische  und  tran^cendente  £tc beiden;  dieäO  wieder  in  reduc- 
tibele  uud  irreductihele  zerfallen,  worauf  dann  die  Äunösung  der  alge« 
braisch-reductihelen  durch  passonJe  Umformungen  oder  Bubstltutionen, 
die  der  irredactibeleu  aber  durch  die  Reijulu  faisi  ssu  folgen  hätte. 

Ueber  die  reductibclen  Gleichungen  glebt  der  H*  V.  bloa  Beispiele 
und  bei  den  irreductibclen  erwähnt  er  nur  des  Lehrsatzes  der  Regula  faki^ 
ohne  sie  zu  begründen,  was  eine  wesentliche  Lücke  ist,  da  z.  B.  der  geo- 
metrische Nachweis  (s.  Dr.  Schlömilch*s  algebraische  Analysis,  3.  Aufl., 
S.  387)  sehr  einfach  ist  und  wenig  Raum  einnimmt.  Musste  auch  der 
theoretische  Theil  des  2.  Capitels  entschieden  getadelt  werden,  so  kann 
Ref.  doch  den  praktischen  Theil  lobend  hervorheben.  £s  arind  darin  63 
rednctibele  und  3  irreductibele  transcendente  Gleichungen  ganz  zweck- 
mässig gelöst;  nur  bei  den  irreductibelen  Gleichungen  wären  mehr  Auf- 
gaben und  darunter  verwickeitere  Fälle,  die  e*;  logx'^  sinx\  arcx  gemischt 
enthalten,  ganz  am  Platze  gewesen. 

Sehr  unpassend  hat  der  U.  V.  zwischen  den  beiden  Classen  von  trans- 
cendenten  Gleichungen  die  Umformung  trigonometrischer  Ausdrücke  zur 
logarithmischen  Berechnung  eingeschoben  und  dabei  nebst  mehreren  recht 
netten  Umformungen  höchst  überflüssigerweise  die  Umwandlung  der  Aus- 
drücke cosa^sina^  1  +  ^t;22a,  iget  +^  coia  etc.,  die  iu  jedem  besseren 
Lehrbuche  der  Trigonometrie  sich  befinden,  vorgenommen. 

Das  3.  Capitel  zeigt  die  trigonometrische  Auflösung  quadratischer 
Gleichungen.  Zuerst  führt  der  H.  V.  die  Auflösung  aller  4  Fälle  der 
Gleichung   x^+px  +  q^zO    mit   Einführung   eines    Hilfswinkels    in    die 

Formel  x  =3 i.J/ 5'»  welche  Methode  durch  Behandlung  der  2 


Literatarzeitung.  75 

FÄlle  X*  +  px  +  q=:0  genügend  deutlich  wird.  Hierauf  folgen  zweck« 
müssige  Beispiele  aus  Heis,  unter  welchen  auch  Orunert's  Lösung  der 
quadratischen  Gleichungen  vorkommt,  ohne  dass  auf  die  Quelle,  Archiv  1, 1, 
verwiesen  wird.  Die  SS  111  —  HO  enthalten  eine  htlbsche  Lösung,  welche 
sich  auf  Vergleichung  von  a^  +  px  +  q  =  0  mit  goniometrischen  Formeln 
stützt. 

Die  3.  Lösung  beruht  darauf,  dass  aus  x*  +  px  +  q^=zO  das  2.  Glied 
weggeschafft  und  dann  auf  die  reducirte  Gleichung  die  erste  Methode 
(mittelst  Hilfswinkel)  angewendet  wird;  wobei  wieder  die  Durchführung 
zweier  Fälle  genügt  hätte. 

Die  interessante  Lösung,  welche  Mollweide  im  XXII.  Bande  der 
monatlichen  Correspondenz  gegeben  hat,  fehlt. 

Den  Schluss  des  3.  Capitels  bildet  die  Auflösung  quadratischer  Gleich- 
ungen mit  mehreren  Unbekannten  durch  goniometrische  Functionen  an  6 
speciellen  Fällen  erläutert. 

Das  4.  Capitel  handelt  von  der  trigonometrischen  Auflösung  der  kubi- 
schen Gleichungen.  Vorerst  leitet  der  H.  V.  die  Cardan*8che  Formel  ab, 
an  welche  statt  einer  gründlichen  Discussion  die  folgenden  unüberlegten 
Zeilen:  „Dieser  Ausdruck,  welcher  unter  dem  Namen  der  Cardan'schen 
Formel  bekannt  ist,  giebt  eine  Wurzel  der  reducirten  kubischen  Gleichung, 
ohne  dass  es  möglich  wäre,  die  beiden  anderen  Wurzeln  mit  zu  bestimmen. 
Sie  giebt  rationale  Grössen  oft  in  irrationaler  Form**  angehängt  werden. 
Dieselben  mögen  sich  selbst  richten. 

Dann  folgt  die  gewöhnliche  trigonometrische  Behandlung  der  Gleich- 
ung a:^  +  px  +  q  =  0  und  der  Gleichung  x* — /?a:  +  j  =  0,  wenn  4p'<27j^, 
wobei  jedoch  die  imaginären  Wurzeln,  vor  welchen  H.  B.  eine  eigene 
Scheu  zu  haben  scheint,  ganz  unberücksichtigt  gelassen  sind.  Hierauf 
kommt  die  Durchführung  des  Casus  irreducibilis  auf  drei  Arten  und  dann 
eine  Reihe  guter  Beispiele. 

Das  Capitel  5  endlich  enthält  die  Auflösung  der  Gleichungen  vierten 
Grades. 

Voran  kommt  Euler 's  Lösung,  bei  welcher  abermals  eine  gründliche 
Discussion  der  Endfoirmeln  fehlt,  ja  nicht  einmal  die  4  Wurzelwerthe  auf- 
gestellt werden;  auf  diese  Methode  kommt  die  von  Descartes.  Die  Bei- 
spiele sind  auch  hier  zweckmässig.  Im  S  150  werden  Aoch  10  Gleichungen 
zur  weiteren  Uebung  aufgegeben.  Hiermit  schliesst  der  Verf.  und  lässt 
nur  noch  eine  ziemlich  vollständige  Sammlung  goniometrischer  Formeln, 
253  an  der  Zahl,  folgen. 

Ganz  unerwähnt  bleiben  die  reciproken  Gleichungen,  die  sich  doch, 
mit  Hilfe  der  Gleichungen  des  3.  und  4.  Grades,  bis  zum  0.  Grade  auflösen 
lassen  und  andererseits  für  die  Schlömilch'sche  Auflösung  der  biquadrati- 
schen Gleichungen  nüthig  sind. 

Ebenso  unbeachtet  blieben  die  so  interessanten  and  wichti^^^\A\)L<^^s!k> 

^* 


sehen  Glüicbutigen  von  der  Tonu  ä^  +  a  =  0 ,  die  »ich  sehr  scfadit  mltt^lit 

gonidmelrbchen  Faactionew  »uHrtÄüw  lossen. 

Ferner  giebt  es  eiQfi  Menge  von  Gleielinngdforoianf  die  Bich  auf  Gleieli' 
mngen  des  2*,  3.,  4.  Grade»  oder  auf  bmonxisclie  zurUckfüliron  lascieiii  voq 
welchen  der  H.  V.  siber  mit  keiner  Silbe  Erwiihnaug  toAcht}  büiiipttl&weiiQ 
seien  nur  einige  solche  G le ic hu ng^f armen  angedeuieti 


JC 


2n 


+  a;i:"  +  6  =  0 


+  J  [a  {a  x^'"  +  b  x*'+  e)'"  +  jj  (t»  a:^ + i»  »i*  +  e  J"  +  j^Jl*  +  Ä=  0 

n.  »•  w. 

Was  die  Ausstattung  den  Buches  aulungt,  »o  ist  selbe  nett,  wIg  bei 
aUen  Werken  aus  dem  Verlage  von  IL  W^  Sehiriidt  in  Hallep  Als  druek- 
fablerioä  kjinn  Ue.f,  da»  Buch  nicht  bezcichuenf  da  ihm  Seite  lY,  O«  9,  10, 
la,  15,  1Ö|  17,  'ili  3&,  47,  m,  87  Druckfehler  anfätiea&ea, 

Ueberbückeu  wir  »chlietatilich  d%a  gan^e  WerkeheUi  so  selgt  &why  dasA 
es  den  theotetiitchen  Theilen,  bcsoiLders  bei  den  Gleichungen  p  durchwegs 
an  oiatbeiitatiacher  Strenge  fehlt  und  dass  der  11,  V.  von  dem  Gei&te»  wel- 
cher in  Folge  der  bahnbrechenden  Arbeiten  eines  Gauss,  Cauchj  etc. 
in  neueren  mathematischen  Schriften  herrscht,  wenig  durchdrangen  ist 
Die  praktischen  Theile  sind  nach  guten  Mustern  gearbeitet  und  die  grosse 
Zahl  voft  meist  zweckmässigen  Beispielen  macht  es ,  dass  Ref.  das  obige 
Buch  zum  Gebrauche  als  Aufgabensammlung  noch  anrathen  kann. 

Graz,  Osterwoche  1864.  A.  V.  Kautzner. 


Methode  der  qualitativen  chemiBchen  Analyse  von  Sabstanzen,  welche  die 
häufiger  vorkommenden  Elemente  enthalten.     Für  den  Schalge- 
brauch  zusammengestellt  von  K.  Geist,   College   an   der  Real- 
schule.   Halle,  Verlag  der  Buchhandlung  des  Waisenhauses,  1863. 
Die  kleine  nur  1  ^k  Bogen  umfassende  Schrift  wird  beim  analytisch- 
chemischen  Unterrichte  ihrer  Einrichtung  nach  recht  gute  Dienste  leisten 
Sie  behandelt  die  Untersuchung  auf  die  gewöhnlich  vorkommenden  Basen 
und  Säuren  und  ist  so  abgefasst,  dass  der  Schüler  die  dahin  gerichteten 
chemischen   Analysen   unmittelbar   nach   ihrer  Anleitung   auszuführen   im 
Stande  ist.     Mag  das  Schriftchen  wohl  dem  vorgerückteren  Schüler  nicht 
mehr  genügen,  so  ist   es  doch  jedenfalls  für  die  ersten  analytischen  Ar- 
beiten eine  recht  willkommene  Zugabe.  Dr.  Kahl. 
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Anfangsgrttnde  der  Hatnrlehre  für  die  unteren  Klassen  der  Mittelschulen 
von  Dr.  Jos.  Krist,  Lehrer  der  Pliysik  an  der  k.  k.  Schotten- 
felder Ober-Realschule  in  Wien.  Mit  201  in  den  Text  einge- 
druckten Holzschnitten.  Wien,  1864,  Wilhelm  Braumüller,  k.  k. 
Hofhiichhändler. 
Mit  Vergnügen  habe  ich  das  Werkchen  des  Herrn  Verfassers  durch- 
gelesen, welches  sich  die  Aufgabe  stellt,  den  Schüler  zum  Beobachten  an- 
zuregen und  mit  ihm  Erfahrungen  zu  besprechen,  welche  bei  gehöriger 
Anleitung  auf  die  Naturgesetze  führen,  von  denen  sie  specielle  Fälle  dar- 
stellen. Die  Anordnung  des  LehrstoiTes  eignet  sich  recht  für  den  jugend- 
lichen Schülor,  welcher  zu  Anfange  hauptsächlich  mit  den  Theilen  der 
Physik  bekannt  gemacht  wird,  welche  ihn  die  Erscheinungen  allein  kennen 
lehren,  während  er  erst  später  in  die  deductiven  Capitel  der  Physik  einge- 
führt wird.  Nur  mit  der  Schwere  hat  der  Verfasser  eine  Ausnahme  machen 
zu  müssen  geglaubt,  indem  er  sie  in  sehr  geschickter  Darstellung  sogleich 
nach  der  Einleitung  folgen  lässt;  hieran  reihen  sich  die  Wärme,  die  che- 
mischen Erscheinungen,  der  Magnetismus,  die  Elektricität,  Gleichgewicht 
und  Bewegung,  die  Wirkungen  der  Molekularkräfte,  die  tropfbarflüssigen 
Körper,  die  luftförmigen  Körper,  die  Akustik  und  die  Optik.  Der  Ver- 
fasser hat  nur  nach  seiner  in  der  Vorrede  ausgesprochenen  Absicht,  die  er 
meist  in  dem  Capitel  der  Schwere  so  vortrefflich  ausgeführt  hat,  überall 
die  Aufgabe  löseu  sollen.  Versuche  zu  beschreiben,  deren  Discussion  un- 
gezwungen zu  Naturgesetzen  führen  muss.  Es  ist  ihm  'dies  meistens  recht 
wohl  gelungen,  allein  es  scheint  mir,  als  ob  er  den  Begriff  specifische 
Wärme  noch  besser  durch  Mischungsbeispicle  vorbereitet  hätte,  als  in  der 
von  ihm  eingeschlagenen  Weise.  Auch  in  Bezug  auf  die  Erscheinungen 
an  Spiegeln,  Linsen  und  Planplatten  habe  ich  eine  andere  Ansicht  als  der 
Verfasser  zu  haben  scheint.  Sollte  nicht  in  diese  Lehrgegenstände  auf 
ungezwungnere  Weise  Deduction  hineinkommen,  wenn  man,  was  mathe- 
matisch nur  mit  Aufwand  von  viel  Zeit  und  Mühe  geschehen  kann,  der 
Reihe  nach  experimentell  die  Sätze  nachweist:  das  optische  Bild  eines 
leuchtenden  Punktes  ist  wieder  ein  Punkt,  das  einer  Geraden  wieder  eine 
Gerade,  senkrecht  auf  demselben  Punkte  der  Axe  stehende  Gerade  wieder 
im  Allgemeinen  durch  einen  der  genannten  optischen  Apparate  proportio- 
nal verkürzt  oder  verlängert  etc.  V 

Es  entspricht  dem  Unterrichtszwecke  des  Buches  vollkommen,  dass 
in  dem  chemischen  Theile  der  Schüler  nur  mit  den  gewöhnlicheren  Me- 
talloiden und  mit  dem  Wasser,  der  Kohlensäure ,  dem  Verbrennungs-  und 
Athmungsprocess  bekannt  gemacht  wird.  Obwohl  ich  nun  oben  in  Be- 
ziehung auf  den  optischen  Theil  eine  abweichende  Ansicht  ausgesprochen 
habe,  so  bin  ich  doch  im  Ganzen  von  dem  Buche  sehr  befriedigt,  der  Leser 
desselben  wird  auf  ungezwungene  Weise  lernen  und  wird  durch  das  Buch 
selbst  zur  Klarheit  angeregt  werden.     Die  interessanten  kleingedmak.tAix% 
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ffieb  eingehender  mit  dorn  kurz  variier  beh4ndett«n  Gt^gf^ngtm&d  befaiien- 
den  Aiiinprkuiigeti  ^  «owle  die  paasenden  Fingen  werd**ü  dem  Leser  dfls 
Baeheä  sehr  willkommtti  sein.  Das  Buch,  welches  üich  ancli  darch  smn& 
insecre  Ausstattung  empfitfhlt,  verdieat  reclit  wohl  benutzt  kh  werden. 

Dr.  Kjibl* 


n 


\ 


Lftlirbneh  der  Phyiik  fiir  Gymnaaien,   Heal^chulf^n  nnd   höhere  Lebran 
BtfilteD.     Von  Dr.   Jobanm  Kob£RT  Botuahm,    Oberlehref  «m 
Gymnftäiuni   Btt   Cohtenz.      Mit  2ft4   in   den   Text  eingedmckten 

Holzsclinitten^        Kntn     und     Neuss,    Druck    und     Verlag^    der 
L.  Bcbwann'ächen  Verlagehandlung.      J&03.  I 

Der  Verfasser    will    mit    vorliegendem    Lebrbuche    der   Physik    den 
Schülern  höherer  Lehranstalten  ein  Buch  in  die  Hand  geben,  welchea  die 
Erfüllung  der  von  der  höchsten  Unterrichtabehörde  in  Preufisen  gestellten 
Anfordernngen    an    die  physikalischen    Kenotnisse   der   Abiturienten    von 
GymöÄÄien    und    HeaUchnleo    vorbereiten     hilft.      Diese    Anforderungen     - 
Bpricht  das  Prüfnngsreglement  für  die  Gymnasien  vom  4*  Juni  1834  aus:     f 
„Deutliche  Erkenntnisse  der  Uauptgesetxe  der  Natur,  namentlich  der  Ge- 
setze, welche  mathematisch,  jedoch  ohne  Anwendung  des  h6beren  Calcnis 
begründet  werden  können'*  und  die  PrUfungnorduung  für  die  Realschulen 
Yom  Ö.  Oetoher  l%^9:   „B^^   ^^^   ^^^^  Experimente   gegründeten    Kenntnisi 
der  Naturgesetze  muss  die  Befähigung  vorbanden  sein,  dieselben   mathe- 
matisch zu  behandeln  und  zu  begründen,  die  Schüler  müssen  eine  Fertig- 
keit erworben  haben,  das  in  der  populären  Sprache  als  Qualität  Gefasste 
durch  Quantitäten  auszudrücken*'.  —  Die  Anordnung  des  Lehrstoffes  bat 
den  Verfasser  zu  folgender  Reihenfolge  geführt:  Allgemeine  Eigenschaf- 
ten der  Körper,  Wirkung  der  Molekularkräfte ,  chemische  Erscheinungen, 
Statik  und  Dynamik  der  festen,    der  flüssigen,   der  gasförmigen  Körper, 
Magnetismus,  Reibungselektricität,  Berührungselektricität,  Wellenbewegun- 
gen, Akustik,  Optik,  Wärmelehre,  gegen  welche  sich  wenig  einwenden 
lässt.     Mag  nun  der  Verfasser  auch  dem  Wortlaut  der  oben   erwähnten 
Anforderungen  genügt  haben ,  alles  mathematisch  zu  behandeln,  so  fehlt 
doch  das  die  Erscheinungen  oder  Gesetze  Verknüpfende,   so    dass  diese 
meist  aphoristisch   erscheinen.     Warum   hat  der  Verfasser   beim   Mittel- 
punkt der  parallelen  Kräfte  nur  in  trockener  Weise  dessen  Definition  und 
nicht  auch  die  charakteristische  Eigenschaft  angegeben ,  dass  er  Angriffs- 
punkt der  Resultante  bleibt,   auch  wenn  die  Componenten  um  gleichviel 
gedreht  werden?     Es  scheint  mir  auch  mit  Grund  die  Anforderung  an  ein 
Lehrbuch  der  Physik  gestellt  werden  zu  können,  an  das  Bekannte  das  neu 
zu  Erklärende  anzuknüpfen,  die  Erscheinung  aus  dem  Gesetze  zu  dedu- 
ciren,  klar  und  correct  in  den  Erklärungen,  streng  in  den  Herleitungen  zu 
sein.     Der  Verfasser  scheint  diese  Anforderung  nicht  an  sich  herantreten 
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gefühlt  zu  haben,  denn  er  schiebt  die  Wirkung  von  Kräften  an  Maschinen 
gleich  nach  der  Stand fähigkeit  unter  dem  Titel:  „Gleichgewicht  der  ein- 
fachen Maschinen'^  ein,  wo  wahrlich  Niemand  verstehen  kann,  was  es 
heisst:  „Soviel  an  Kraft  gewonnen  wird,  so  viel  geht  an  Weg  und  also 
auch  an  Zeit  verloren*^  Wenn  zur  Erklärung  die  einfachen  Maschinen 
als  einfache  Beispiele  beibehalten  werden,  warum  folgt  der  Verfasser  nicht 
Hedtenbacher's  ausgezeichneter  Erklärung  in  den  Principien  der  Mechanik 
und  des  Maschinenbaues?  Dann  aber  müssen  die  Maschinen  erst  nach 
der  Wirkung  der  Kräfte  behandelt  werden.  Bei  der  Bewegung  gewöhnt 
der  Verfasser  den  Schüler  überall  daran,  Punkt  und  Körper  nicht  zu  un- 
terscheiden, weist  die  so  leicht  herzuleitende  dynamische  Bedeutung  des 
Schwerpunktes  nicht  nach,  bringt  die  Hindernisse  der  Bewegung  erst  nach 
der  mechanischen  Arbeit  und  das  Trägheitsmoment  nach  dem  Pendel. 
Offenbar  unrichtig  ist  es,  von  der  Leistung  einer  Kraft  zu  sprechen,  wenn 
bei  deren  Wirkung  die  Zeit  nicht  mit  in  Betracht  kommt,  dann  heisst  es 
auch  nicht  Mareotte 's  Gesetz,  wie  wiederholt,  sogar  im  Register  vor- 
kommt. Zu  meinem  grossen  Bedauern  finde  ich  auch  in  den  übrigen  Ab- 
schnitten des  Buches  das  Bestreben  nicht  hervortretend,  deutliche  Einsicht 
und  Zusammenhang  in  die  Erscheinungen  und  Naturgesetze  zu  bringen, 
so  dass  ich  bekennen  muss,  ich  halte  die  Absicht  des  Verfassers,  den  Schü- 
lern durch  sein  Werk  etwas  zu  nützen,  für  eine  gänzlich  verfehlte. 

Dr.  Kahl. 


Lehrbüoh  der  sphärisehen  Astronomie  von  Dr.  F.  Brünnow,  Professor 
der  Astronomie  an  der  Universität  von  Michigan  und  Director  der 
Sternwarte  zu  Ann.  Arbor.  Mit  einem  Vorworte  von  T.  F.  Encke, 
Director  der  Berliner  Sternwarte.     Zweite  vermehrte  Ausgabe. 
Berlin,  Dümmler's  Verlagsbuchhandlung.  1862. 
Als  im  Jahre  1851  die  erste  Auflage  dieses  Werkes  erschien,  befrie- 
digte dieselbe  in  Wirklichkeit  ein  dringendes  Bedürfniss ,  indem  trotz  der 
Reichhaltigkeit  unserer  Literatur  namentlich  an  populären  astronomischen 
Schriften,   sich  doch  kein    neueres  Werk  in  derselben  vorfand,  das  die 
Hauptprobleme  der  sphärischen  Astronomie  im  Znsammenhange  darstellte 
und  dem  Anfänger   den  Zugang  zu  dieser  Disciplin  erleichtern  konnte. 
Letzterer  sah  sich  vielmehr  bei  seinen  Studien  fast  auf  die  verschiedenen 
astronomischen    Zeitschriften ,    akademischen   Memoiren    etc.    verwiesen. 
Diese  Umstände    erklären    die    rasche  und   weite  Verbreitung,   die    das 
BrUnnow'sche  Buch  sofort  in  astronomischen  Kreisen  fand  und  in  Folge 
deren  sich  bereits  vor  mehreren  Jahren  das  Bedürfniss  einer  neuen  Auf- 
lage fühlbar  machte.     Der  Verfasser,  der  seine  frühere  Stellung  in  Bilk 
mittlerweile  aufgegeben  hatte  und  nach  der  neuen  Welt  übergesiedelt  war, 
beabsichtigte  nun  anfangs  eine  vollständige  Umarbeitung  des  Buches  ^  vql- 


Litei'ftUirz^i  tätig. 


flössen   d*^r  unj^iinstigre  ZusUiid  «ftiner  Gefluntlhflt  li loderten   flm    an  der 

die  ncHbigstea  ZnsjitscD  und  Verl>e»«eriui^en  Ati^ubriugt^ti «  »o  dass  diese 
neue  Anflftge  wenigstens  di<?  beiden  HimpIpr^blcoiA  dr*r  «phäriscbeo  Astro- 
Bomi«*  dio  Beftiiniraung  des  Ortes  dw  (tpstirtifi  nn  der  acb^nibnren 
['JUmm^l^ku^e],  sowj^  die  des  Beob^ichtiingsorteM  auf  der  Krd@  nebat  All^tn, 
wfts  darnnf  Boang  h»t,  in  Äiemlicber  Vollständigkeit  bohi^ntlell.  Da  die 
erfite  AafUge  de»  Werkes  hmrcicbend  bekannt  ist,  so  Icötinen  wir  uns  in 
dieser  An^eigi^  dArntif  besehräitken,  die  wesentlieben  Aendernngea  nnd 
Zusätze,  wolclifl  der  Verfasaer  bei  der  ni'uen  AaDago  gemÄcbt  hat,  knrs 
ftnziifübrcn. 

Üiö  Eitilettung,  welolio  in  d(>r  ersten  Attflai^^c  nctr  swei  Thf^il^  ent- 
Vifiltf  nämlicb  A.  die  TrÄUsfonimtion  d^r  Coardinfiipr»  und  di«  Formeln  der 
epUüriscben  Trigonometrie  und  B,  die  Interpolati  an  srecbnnng^,  hat  in  d«r 
siFoitüit  Auflage  fünf  T!ieile<  Zun  Wichst  tri^tfen  wir  nÄnilicb  ht^r  G.  die 
Tbeürie  einigpf  bestimu»u*rlnte*;r?\le,  wekbe  bejsonderfi  die  in  derThi^orie  drr 
Jt^fraction,  tu  der  Wflbrsch<*inüchkoilsreeliunTig  otc,  wichtige  Trau.^scendent« 


j'-' 


behandelt.     Der  Verfasser  giebt  für  das  erwÄbote*  Integral  zwei  Belben* 
entwiekeUmgen  und  die  Lnplnce^^cha  DarsteHung  in  Fonn  eines  Kelten* 

brniliosi.      Es   s<.blH's*it    stell    hieran  noeh   die   Unt^^Tsnohunf:  Ton   eiu   paRr 
anderen  bestimmten  Integralen,  die  auf  das  vorige  zu  reduciren  sind.    Das 
Wesentlichste  dieser  Betrachtungen  findet  sich  in  der  ersten  Auflage  aller- 
dings auch  schon,  aber  nicht  abgesondert,  sondern  bei  der  Theorie  der 
Refraction  behandelt.     Ganz  neu  hinzugekommen  sind  dagegen  die  beiden 
nächsten  Theile,  nämlich  D.  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  (S.  42—46) 
und  E.  die  Entwickelung  periodischer  Functionen    aus  gegebenen   nume- 
rischen Werthen  in  Form  von  Reihen,  welche  die  Form  haben 
a^  +  aicosx  +  a2Cos2x  +  ... 
+  ^1  sin  a:  +  ^2  ^'^  2  .r  -+-  . . . 
(S.  67 — 73).     Die  Praxis  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  erläutert  der 
Verfasser  an  einem  Beispiele,  das  BesseFs  Bestimmung  der  Refractions- 
Constanten  (7.  Band  der  Königsberger  Beobachtungen)  entnommen  ist. 

Im  ersten  Abschnitte  (die  scheinbare  Himmelskugel  und  deren 
tägliche  Bewegung)  hat  der  erste  Theil,  der  die  verschiedenen  Ebenen  und 
Kreise  an  der  Hiramelskugel  behandelt,  eine  neue  Darstellung  erhalten, 
während  der  zweite,  die  Verwandlung  der  verschiedenen  Coordinaten- 
systeme  enthaltend,  nur  wenig  geändert  worden  ist.  Der  dritte  und  vierte 
Theil  der  alten  Auflage  haben  in  der  neuen  ihre  Plätze  vertauscht.  Neu 
hinzugekommen  ist  in  dem  jetzigen  dritten  Theile  die  Ableitung  der  wah- 
ren Länge  der  Sonne  aus  der  mittleren  mit  Hilfe  der  Kepler'schen  Gesetz  e 
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während  in  der  ersten  Auflage  die  Form  der  betreffenden  Gleichung  nur 
historisch  angegeben  war;  ebenso  ist  die  Verwandlung  der  Länge  in  Kect- 
ascension  in  Form  einer  nach  den  Sinus  und  Cosinus  der  Vielfachen  der 
mittleren  Länge  fortschreitenden  Reihe  neu  hinzugekommen.  Auch  an 
die  Spitze  des  jetzigen  vierten  Abschnittes  ist  eine  neue  Nummer  getreten, 
welche  die  Berechnung  der  Culminationszeit  des  Mondes  und  der  Planeten 
aus  den  in  den  Ephemeriden  angegebenen  Rectascensionen  im  Mittage 
lehrt;  desgleichen  stehen  auch  am  Schlüsse  zwei  neue  Nummern,  betreffend 
die  grösste  Digression  von  Circumpolarsternen  und  die  Zeit,  in  welcher 
Sonne  und  Mond  sich  durch  einen  gegebenen  grössten  Kreis  bewegen. 

Der  jetzige  zweite  Abschnitt  (Veränderungen  der  Fundamental- 
ebenen  ,  auf  welche  die  Orte  der  Sterne  bezogen  werden)  bildete  in  der 
ersten  Auflage  einen  Theil  des  dritten  Abschnittes.  Er  behandelt  die 
Präcession  und  Nutation.  Hier  hat  besonders  die  Darstellung  der  Nuta- 
tion  eine  gänzliche  Umarbeitung  erfahren;  die  zu  Grunde  liegenden  Con- 
stanten sind  nicht  mehr,  wie  in  erster  Auflage,  die  Besserschen,  sondern 
die  von  Peters  in  der  Schrift  j^Numerus  constans  nutationis'^  veröffent- 
lichten, die  bekanntlich  auch  den  Nicolai'schen  Nutationstafeln  zu  Grunde 
liegen. 

Im  dritten  Abschnitte  werden  Parallaxe,  Refraction  und  Aberra- 
tion behandelt.  Eine  neue  Darstellung  hat  die  Refraction  gefunden,  eines- 
theils  nämlich  ist  ein  Theil  der  rein  analytischen  Sätze ,  die  in  der  ersten 
Auflage  diesen  Capitel  einverleibt  waren,  in  die  Einleitung  vorwiesen  wor- 
den, andererseits  hat  der  Verfasser  ausser  der  B esse Tschen  Hypothese 
über  die  Aenderung  der  Dichtigkeit  der  Atmosphäre  mit  wachsender  Höhe 
auch  die  von  Ivory  berücksichtigt,  endlich  ist  auch  noch  eine  kurze 
Nummer  über  die  Dämmerungsphänomene  hinzugefügt  worden.  Auch  das 
Capitel  von  der  Aberration  hat  einen  Zusatz  erhalten,  nämlich  die  ana- 
lytische Ableitung  der  Formeln  für  die  Aberration  für  Gestirne,  die  eine 
eigene  Bewegung  haben. 

Der  vierte  Abschnitt  (Herleitung  der  mittleren  SternÖrter  und 
der  wahrscheinlichen  Werthe  der  darauf  Einfluss  habenden  Constanten 
aus  Beobachtungen)  ist  zum  grossen  Theile  neu.  Ganz  neu  sind  die  beiden 
ersten  Nummern  (Reduction  der  mittleren  Oerter  der  Sterne  auf  schein- 
bare und  umgekehrt,  und  Bestimmung  der  Rectascension  und  Declination 
der  Sterne,  sowie  der  Schiefe  der  Ecliptik),  während  die  dritte  Nummer 
(Bestimmung  der  wahrscheinlichsten  Werthe  der  zur  Reduction  der  Stern- 
Örter angewandten  Constanten  aus  Beobachtungen)  sich  zwar  in  dem  fünf- 
ten Abschnitte  der  ersten  Auflage  vorfindet,  aber  in  bedeutend  kürzerer 
Gestalt. 

Der  fünfte  Abschnitt  (Bestimmung  der  Lage  der  festen  grössten 
Kreise  der  Himmelskngel  gegen  den  Horizont  des  Beobachtungsortes) 
bildete  in  der  ersten  Auflage  den  vierten  Abschnitt,  der  sechat«  C]^- 


stifnmiing  dpt  Dimi^Tidon^n  der  Erde  und  der  Horixtmfwlpitral laxen  der 
Hirumehkörper)  iBt  aus  den  beiden  ersten  Nummern  des  ffUherea  fütifteo 
gebildet« 

Euditcb  hat  der  siebeute  Äbftclinittf  d«r  frühere  sechste,  welcher 
die  Thearie  der  aMroDorniGchen  Inetramente  entblllt,  mehrere  nicht  unbe- 
deutende Znsflts^e  erhalten.  Gleich  in  der  ersten  Niiminer  ist  aU  neu  £n 
erwähnen  die  ßehandlung  der  Einwirkung  der  Schwfüre  aüfdic  Kreide»  und 
dai  Fernrohr »  sowie  die  Untersuchungen  der  Ungleichheiten  der  Mikro* 
nictetsdirauben.  In  der  Theorie  des  Aequatoreals  ist  die  Benutznng  des- 
selben für  die  Beatimmung  relativer  Oerter  hinsfugetreten  und  aro  Ende 
des  Abschnittes  finden  wir  in  einer  neuen  Nummer  den  Einfluss  der  Pra- 
ceBsion,  Nutation  und  Aberration  auf  den  Positionswinkel  und  die  Disttani 
jtweier  Sterne  besprocben. 

Trotz  des  nicbt  unbetracbtUcben  ümfanges,  den  manche  dieser  Zu- 
Bätzti  haben,  ist  doch  die  neue  Auflage  kaum  um  einen  halben  Bogen 
stärker  als  die  frühere.  Diese  Platzersparniss  lüt  bewirkt  worden  theil» 
durch  kleineren  und  engeren  Druck  der  Formeini  tbeils  darch  Ahktirzuti' 
gen  in  Darstellung  an  manchen  Stellen,  wo  die  erste  Auflage  ohne  Noth 
weitläufig  war.  Schliesslich  mtissen  wir  noch  erwähnen,  dass  die  Abbil- 
dungen ,  welche  in  der  ersten  Auflage  auf  einer  besonderen  Tafel  b*^ige- 
geben  waren,  in  dieser  neuen  Auflage  in  der  jetct  üblichen  Weise  dem 
Texte  eingedruckt  sind. 

Jedenfalls  wird  das  Buch  auch  in  dieser  neuen  Gestalt  dieselbe  An- 
erkennung finden,  wie  in  der  früheren  und  recht  Vielen  den  Eingang  Eur 
Wissenschaft  der  Astronomie  erleichtern  helfen.  Gretsohel. 


Helmes,  J.,  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Celle.    Die  Elementar-Mathe- 
matik  nach  den  Bedürfnissen  des  Unterrichtes   streng   wissen- 
schaftlich dargestellt.  Erster  Band:  Arithmetik  und  Algebra, 
zweiter  Band:  Planimetrie.     Hannover,  Hahn^sche  Hofbnch- 
handlung.     1862. 
Nach  der  eigenen  Angabe  des  Verfassers  soll  das  vorliegende  Buch 
ein  Lernbuch  im  vollsten  Sinne  des  Wortes  sein,  d.  h.  ein  Buch,  in  wel- 
chem der  Schüler  den  Unterrichtsstoff  in  vollständig  ausgearbeiteter  Form 
so  dargestellt  findet,  wie  er  ihn  sich  anzueignen  hat.     Als  Hauptaufgabe 
eines   solchen   Buches    aber   stellt  er  hin,    „die   Forderungen    strengster 
Wissenschaftlichkeit  mit  den  Forderungen  grösstmöglicher  Fasslichkeit  für 
die  Jugend  zu  vereinen,  den  Inhalt  des  Unterrichtes  aber  auch  für  das 
Leben  möglichst  brauchbar  zu  machen".     Diesen  Forderungen  hat  er  zu 
genügen  gesucht,  erstens  durch  vollkommen  organische  Verbindung  und 
Gliederung  des  Ganzen  wie   des  Einzelnen;   zweitens  durch  eine   solche 
Einrichtung  des  Lehrganges,  dass  er  die  grösstmögliche  Ursprtinglicbkeii 
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und  Unmittelbarkeit  der  Erkenntniss  erzielt,  den  Fortgang  vom  Besonde- 
ren zum  Allgemeinen  nimmt  and  ohne  Unterlass  die  theoretische  Erkennt- 
niss mit  praktischer  Uebung  verbindet;  drittens  dnrch  besondere  Hervor- 
hebung von  Anwendungen  der  Wissenschaft  aufs  Leben,  namentlich  in  der 
Aufstellung  und  Auflösung  von  Aufgaben. 

Was  nun  zunächst  den  ersten,  die  Arithmetik  und  Algebra  behandeln- 
den Band  anlangt,  so  zerfUllt  dieser  in  zwei  Theile.  Gegenstand  des 
ersten  Theiles  sind  die  vier  Species  und  die  Gleichungen  ersten  Grades. 
Derselbe  zerfällt  wieder  in  neun  Abschnitte,  deren  Inhalt  der  folgende  ist. 
l)  Die  vier  Species  in  ganzen  Zahlen;  2)  die  algebraischen  Zahlen  (ent- 
gegengesetzte Grössen);  3)  gemeinschaftliches  Maass  der  Zahlen,  Prim- 
zahlen, commensurable  und  incommensurable  Grössen;  4)  Brüche;  5)  De- 
cimalbrüche;  6)  Kettenbrüche;  7)  Gleichungen  ersten  Grades  mit  einerund 
mit  mehreren  Unbekannten ,  sowie  Diophantische  Gleichungen  vom  ersten 
Grade;  8)  Verhältnisse  und  Proportionen;  9)  Quadriren  und  Cubiren,  Aus- 
ziehen von  Quadrat-  und  Cubikwurzeln. 

Im  Ganzen  müssen  wir  dem  Verfasser  das  Zeugniss  geben,  dass  seine 
Darstellung  den  Anforderungen  entspricht,  die  er  selbst  stellt.  Auf  einen 
Punkt  aber  wollen  wir  hier  aufmerksam  machen,  weil  wir  daselbst  einen 
Irrthum  zu  bemerken  glauben.  In  $  53  wird  der  Lehrsatz :  „Mit  einer 
Differenz  wird  multiplicirt,  indem  man  mit  dem  Minuendus  und  mit  dem 
Subtrahend  US  derselben  multiplicirt  und  letzteres  Product  vom  ersteren 
subtrahirt*S  also 

a{m  —  n)  =  am  —  «n, 
auf  folgende  Art  bewiesen.  Wenn  man  mit  m  statt  mit  m  —  n  multiplicirt, 
so  hat  man  mit  einer  um  n  zu  grossen  Zahl  multiplicirt,  man  muss  daher 
von  dem  erhaltenen  Producte  noch  das  Product  an  abziehen.  Dies  ist 
aber  kein  Beweis,  sondern  nur  ein  anderer  Ausdruck  für  den  Satz.  Der 
Beweis  selbst  wird  wohl  nicht  anders  zu  führen  sein,  als  indem  man  m  —  n 
als  positiv  voraussetzt,  die  Factoren  vertauscht  und  so  die  Aufgabe  zu- 
rückführt auf  die  im  vorhergehenden  S  behandelte  Gleichung 

{a  —  b)m  =  am  —  btn. 
Dies  hat  aber  weiter  die  Folge,  dass  der  in  S  118  stehende  Satz:  „Mit  einer 
negativen  Zahl  wird  multiplicirt,  indem  man  das  Entgegengesetzte  des 
Multiplicandus  mit  dem  positiven  Multiplicator  multiplicirt^',  nicht  auf  die 
dort  angegebene  Art  bewiesen  werden  kann : 

(+a).( — m)  =  (+ fl)(0— m)=0  +  ma=  + m«, 
denn  die  Regel  des  S  53  ist  eben  nur  für  positive  Differenzen  bewiesen. 
Die  in  S»  118  angegebene  Regel  ist  überhaupt  kein  Lehrsatz ,  sondern  eine 
Definition,  gerade  eben  so  wie  die  Regeln  für  die  Addition  einer  negativen 
Zahl,  für  die  Multiplication  mit  einem  gebrochenen  Multiplicator,  für  die 
Potenzirung  mit  einem  negativen,  der  Null  gleichen  oder  gebrochenen  Ex- 
ponenten durchaus  als  Definitionen  hinzustellen  sind,  sobald  ro^aa  ^^xV^^x 
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^«teb<^r  Factort*rt,  t^unticnt  und  Wur^e*!  aber  nls  Un]kphrQiigi*n  der  beiden 
vorigen  ZaiilGn verbind  m)g«n  elefiuirt  Imt 

D^r  Äweltfl  Tbeil  begclrnftigt  sich  mit  den  EntwickfltttTgnn  drs  Polf^n»- 
begriflos  und  d«*!!  OU^icbniig;en  ^  <i<?r^n  AnflJJüiiiig  jiuf  Hinfti  b**rnlit,  Dfe 
Vorthcilimg  H^s  StdiT^^s  Muf  Jin  rin^fieliion  Abwich nitte  ii^l  f(>lg<»iidf*.  10)  Po- 
t«^t]ztri^n  und  Radiciren;  U)  <|tudrnltsc|]e  Gleidmngen  (mit  mni?r  und  mit 
äwpI  Uijln*kfltint*»n ,  Dlojdinnti^cbe  Glpicliiingen  s wehen  Grades);  12)  Lo- 
gnritlirnenj  13)  l'rogrcasiom'n  (rtrithmetLscbe,  ^eom*?trische  und  tiaroio- 
Kitaclic«,  Jntf^rpöl^itian  lu  a.);  14)  TAnA^nzms-  und  Hentenrecbnung;  15)  Oam- 
bitintlonnlehre  (Perii>trtatjf»ni*Ti »  Coinbinfttmuen  und  VnriatiouMi,  l>lfji>mi' 
iüber  Lelirt^nlZp  Kl'^mentc  df^r  WRbrHcbernlR'likcitBreL'bnung;  lö)  artlh- 
ineUsche  Reihen  bölierer  Ordnung;  17)  cubiache  Gleichungen, 

Allen  einzelnen  Abscbultten,  mit  Ausscbluss   der  L*!iden  leutDtii  iiMt 

rlur  Verfasi^ier  zalilreicbe  Uebmigsbeiepiele  beigegeben,  so  onss  bei  Be* 
nutÄiing  des  Buclies  eine  le^onJere  SatninUmg  algebrais^bor  Aufgaben  enl- 
beUrt  werden  kann. 

Der  3 weite  Band,  welcher  die  Oeotnetrin  der  Ebene  entbfllt>  aierilillt 
gleicbfalb  in  »wei  Theilo,  von  deneti  ü<^r  crüte  die  CongrnenÄ  uod  Gleich* 
bett  der  F  innren  behandelt.  Die  ein  steinen  Abschnitte  haben  folgenden 
Inhalte  1)  Die  gerade  Linie  nnd  der  Wink*d  (LJinge  der  Geraden  i  «wei 
Gerrtde  t^lnd  durcli  eine  dritte  geschnitten,  Paiixlkdentbeorie);  2)  das  Drei- 
eck (Allgemeines,  die  vier  CongrnenzsStze,  hej^ondero  Sfttze  Über  das  recht' 
ik'inklige  und  gleichschenklige  Dreieck,  merkwürdige  Punkte  des  Drei' 
eckes,  geometrische  üerterj;  3)  Anfloiäung  von  Aufgaben  durch  Con^tmc- 
tion  (ohne  Analyse  und  mit  Anal jse);  4)  das  ParaUelogramm  j  5)  Gleich- 
heit  des  Flächeninhaltes  bei  Dreiecken  und  Parallelogrninnien  (Pythago- 
raiseher  Lehrsatz,  Verwandlung  nnd  Theilnng  der  Dreiecke  und  Parallelrt- 
gTÄmme);  0)  das  Vieleck;  7)  Krej.slehre  (Sebueo,  Tangenten  nnd  Winkel 
im  Ki'eise,  ura-  und  eingeßchricbene  Vielecke,  gegenseitige  Lage  s^weier 
Kreise)* 

Im  zweiten  Tlieile  kommen  die  arithmetischen  Beziehungen  der 
planrmetriacben  Gebilde  ^ur  S|3 räche  nnd  ee  handelt  derselbe  von  dem 
Verbal rniss  der  FUehen  und  von  der  Aebnlichkeit  der  Figuren,  Die  ein- 
zelnen Abschnitte  sind  bicr  folgende,  S)  Berechnung  des  F  Ineben  in  baltee 
geradlinig  begrenzter  Figuren;  0)  Proporttonalitr-it  der  Linien  und  Aehn- 
lichkeit  der  Figuren;  10)  Beziehungen  zwischen  den  Seiten  des  rechwinkli- 
gen Dreieckes,  regelmässiges  Zehneck,  Linien  am  Kreise;  11)  Anwendung 
der  Eigenschaften  ahnlicher  Figuren  auf  Lehrsätze  und  Aufgaben  der 
Planimetrie;  12)  Kectification  und  Quadratur  des  Kreises;  13)  Wechselbe- 
ziehung der  Geometrie  mit  Arithmetik  und  Algebra;  14)  ein  elementares 
Theorem  der  Isoperimetrie. 
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Auch  in  diesem  Bande  sind  den  meisten  Abschnitten  Uebungsbeispiele 
in  ziemlicher  Anzahl  beigegeben. 

Das  ganze  Werk  macht  den  Eindruck  einer  fieissigen  und  sorgsamen 
Arbeit;  die  Darstellung  ist,  wenn  auch  nicht  elegant,  so  doch  klar  und  ver- 
ständlich ,  die  Entwickelungen  und  Beweise  sind  in  der  Kegel  streng  und 
richtig.  Jedenfalls  wird  sich  die  Schrift  als  ein  nützliches  Hilfsmittel  beim 
Unterrichte  an  höheren  Lehranstalten  bewähren.  Gretschel. 


Tafeln  der  AdditioiiB-  und  Subtractions- Logarithmen  für  sieben  Stellen 
berechnet   von   J.  Zech.     Besonderer  Abdruck  aus   der  Yega- 
Hül SS e 'sehen  Sammlung  mathematischer  Tafeln.     Zweite  Auf- 
lage.    Berlin,  Weidmann.     1803. 
Die  vorliegenden  Tafeln  sind  den  practischen  Rechnern  schon  lange 

bekannt  und  bedürfen   daher  einer  besonderen  Empfehlung  nicht  mehr. 

Die  erste  Tafel,   die  Additionstafel,  giebt  für  alle  Werthe  von  logx  von  0 

bis  6  die  zugehörigen  Werthe  von  log  ll-\ j    bis    auf   sieben   Decimal- 

stellen  an.     Die  zweite  oder  Subtractionstafel  enthält  zu  den  Werthen  von 

logx  von  0  bis  0,3029  die  zugehörigen  Werthe  von  log . 

X  —  1 

Aus  dem  Gesagten  ergiebt  sich  sofort  der  Gebrauch  der  Tafeln.  Lei- 
der ist  denselben  gar  keine  Erläuterung  beigegeben,  so  dass  man  darauf 
angewiesen  ist,  die  Einrichtung  der  Tafeln  selbst  aus  denselben  herauszu- 
tinden.  Ist  auch  dieser  Uebelstand ,  eben  weil  die  Tafeln  schon  hinläng- 
lich bekannt  sind,  nicht  allzuempfindlich,  so  würde  es  immerhin  zweck- 
mässiger gewesen  sein,  denselben  einige  erläuternde  Worte  vorzudrucken, 
um  ihren  Gebrauch  auch  in  weiteren  Kreisen  zu  erleichtern. 

Gretschel. 


Bibliographie 

vom  15.  April  bis  1.  Juni  1864. 


Periodiflohe  Sohriften. 

Denkschriften  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften 
EU  Wien.  Mathem. •  naturwissenschaftl.  Classe.  22.  Band.  Wien, 
Gerold's  Sohn.  13%  Thlr. 

Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften 
EU  Wien.  Mathem.-naturwissenschaftL  Classe.  48.  Band.  4.  Heft. 
(2.  Abth.)     Ebendaselbst.  1  Thlr. 

Berichte  über  die  Verhandlungen  der  K.  Sachs.  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  zu  Leipzig.  Mathem.-phjs.  Classe.  1803, 
IL     Leipzig,  Hirzel.  %  Thlr. 

Sitzungsberichte  der  K.  Bayrischen  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  München.     1864,  1.  Bd.  2.  Heft.     Mttnbhen,  Franz. 

16  Ngr. 

Üniled-Staies,  Astronomical  and  meteorological  observalions 
made  at  ihe  Ü.  S.  Naval  observatory  during  the  year  1862.  By  CapL 
/.  ilf.  Giliis,  {Washington)  London. 

Annuario  marittimo  per  Vanno  1864  compilaio  dal  Lloyd  austri- 
tt co,     14.  Annata.     Triest,  Direction  des  österreichischen  Lloyd. 

1%  Thlr. 

Keine  Mathematik. 

Schellbach,  K.  H.,  Die  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen 
und  den  Thetafunctionen.     Berlin,  G.  Reimer.  2  Thlr. 

Sarres,  J. ,  Geometrische  Untersuchungen  über  Kegel- 
schnitts- und  Kreisbüschel  und  deren  Anwendung  auf 
die  Erzeugung  vonCurven  dritter  und  vierter  Ordnung. 
Wittenberg,  Harros^.  %  Thlr. 

Uertzer,  H. ,  Mathematische  Tabellen,  Formeln  und  Con- 
structionen.     Berlin,  Gärtner.  2  Thlr. 

Lieber,  H.,  Formeln  der  Elementarmathematik.     Pyritz,  Backe. 

6  Ngr. 


Literaturzeilung.  87 

Junge,  A.,  Tafel  der  wirklichen  Länge  der  Sinns  und  Cosinus 
für  den  Radius  1,000000  für  alle  Winkel  des  ersten  Qua- 
dranten von  10  zu  10  Secunden.     Leipzig,  Felix.  28  Ngr. 

Job,  M.,  Lehrbuch  der  Planimetrie.     1.  Abth.     Dresden,  Dietze. 

%  Thlr. 

Balsam,  H.,  Leitfaden  der  Planimetrie  nebst  Lehrsätzen,  Auf- 
gaben und  einer  geschichtlichen  Uebersicht.  2.  Auflage. 
Stettin,  Saunier.  ^h  Thlr. 

Glasl,  C,  Lehrbuch  der  Geometrie  für  Unterrealschulen 
5.  Aufl.     Wien,  Braumüller's  Verlags-Conto.  1  Thlr. 

Helmes,  J.,  Die  Elementarmathematik,  nach  den  Bedürfnissen  des 
Unterrichtes  streng  wissenschaftlich  dargestellt.  3.  Bd.  Die  ebene 
Trigonometrie.     Hannover,  Hahn.  22  Ngr. 

Heilermann,  Lehr-  und  Uebungsbuch  für  den  Unterricht  in  der 
Mathematik.  2.  Theil.  Ebene  Trigonometrie  und  Geometrie  des 
Raumes.     Coblenz,  Hergt.  %  Thlr. 

Mater,  G.,  Leitfaden  zum  Unterrichte  in  der  Elementar- 
mathematik.    5.  Aufl.     München,  Lindauer.  1  Thlr. 

Spitz,  C,  Lehrbuch  der  allgemeinen  Arithmetik.  2.  Tbl.  nebst 
Anhang,  die  Resultate  enthaltend.    Leipzig,  Winter.      1  Thlr.  16  Ngr. 

Köhler,  E.  T.,  Manuale  logariimico-trigonomeirico.  9.  ediz,  Prima 
versione  ilal.     Leipzig,  Tauchnitz.  1  Thlr. 

Angewandte  Mathematik. 

CuLMANN,  K.,  Die  graphische   Statik.     1.  Hälfte.     Zürich,  Meyer  & 

Zeller.  2  Thlr. 

Bkesson,  C,  Lehrbuch  der  Mechanik  in  ihrer  Anwendung  auf 

die  physikalischen  Wissenschaften  etc.     Nach  dem  Französ. 

7.  Lief.     Leipzig,  Bänsch.  %  Thlr. 

DiTSCHEiNER,  L. ,  Revision  der  Beobachtungen  an  krystallini- 

schenKörpern.     Wien,  Gerold's  Sohn.  %  Thlr. 

LiNSSER,  C,  Ueber   die  Flecken   und   die  Rotation   des   Mars. 

Halle,  Schmidt,  4  Ngr. 

Schmidt,  J.  F.  J.,  Zweiter  Bericht  über  das  zu  Athen  am  18.  Oc- 

tober  1863  beobachtete  Feuermeteor.     Wien,  Gerold's  Sohn. 

2  Ngr. 
Faye,  H.,  Sur  une  mäihode  nouvelle,  proposie  par  M.  de  Littrow, 

pour  däterminer  en  mer  Vheureet  la  longitude.    Wien,  Gerold's 

Sohn.  6  Ngr. 

Charbonnier,  A.,  Machines  ä  vapeur.     Determination  du  volant  et  du 

reguiateur  ä  boules  ramenant  la  vitesse  du  regime.     PariSy  Lacroui. 

5  Fraa. 


LitemttirzeUujig. 


^ 


Fiyiöt. 

Encyclopädie  der  Physik^   herauwge^ebeD  von  G-  ICaksT£1«.    i4.  Lfg. 

L#*ipKi^,  Voss.  2%  Tlib. 

Kuicx££)  Ä*,   Lebirbnch   der  E  xptsrimentalpliysik   für   Gymna- 

aieu   und  HonUchu  teo«     7*  Aufl*     Wienj  Braumülleru   VerUgs- 

Coüto.  28  N^r. 

CoKHELiuB,  0.  S.,   Zor  Theorie   de»  Boht'ii»    mit  Rctcksicbt   auT 

diß  ueac6tcn  Arbi^H^ti  iti  dieMütu  Gebiete.     Halle,  Sebmidi. 

12  Ngr, 
ToKPLEitj  A.f  BeobacUtmtgeti  nacli  einer  n'euRU   opttecUeß  Me* 

thode.     Boaii,  Coben  &  Boliii.  %  Tblr- 


>•  • 


t 


t, 


Literaturzeitung. 


Kecensionen. 

OeüYret  de  Desarpiet  räunies  et  analysäes  par  M.  Poudua,  Paris  1804. 

Die  Entwickelang  der  Oeometrie  zeigt  demjenigen,  welcher  sie  am 
Faden  der  Geschichte  verfolgt,  einen  eigenthümlichen  Wechsel  der  Be- 
handlaiigsweise.  Rechnet  man  die  Qeschichte  der  Mathematik  auch  nur 
von  den  Zeiten  des  Euclid  au,  zu  welchen  die  Wissonschaft  schon  einen 
Höhepunkt  erreicht  hatte,  welcher  auf  eine  lange  Vorgeschichte  hinweist, 
so  waren  sicherlich  zwei  Jahrtausende  hindurch  synthetische  Methoden, 
oder,  wie  man  vielleiclit  deutlicher  sagen  könnte,  Methoden  der  Zeichnung 
und  der  Anschauung  vorhanden ,  mit  deren  Hülfe  man  die  Eigenschaften 
der  Raumgebiide  untersuchte  und  Resultate  erzielte,  welche  unser  Erstau- 
nen um  so  mehr  hervorrufen,  je  künstlicher  oft  der  Weg  war,  auf  welchem 
man  zu  ihnen  gelangte. 

Wenn  man  diese  ältere  Oeometrie  studirt,  so  geht  es  einem  ähn- 
lich wie  beim  Studium  der  Schriften  von  Cauchy:  Man  bewundert  die 
Strenge  der  Beweise,  aber  man  verwundert  sich  ebenso  über  deren  Mangel 
an  Natürlichkeit.  Man  kann  unmöglich  glauben,  dass  der  Beweis  dieses 
oder  jenen  Satzes  den  Satz  selbst  habe  entdecken  lassen.  Man  vermisst 
das  Gerüste,  welches  dazu  diente,  die  fein  und  scharf  behaueneu  Ecksteine 
einzusetzen,  die  das  ganze  Gebäude  so  künstlich  tragen. 

Es  mag  wohl  sein ,  dass  dieses  Gefühl  mangelnder  Befriedigung  dazu 
beitrug,  den  allgemeinen  Enthusiasmus  noch  zu  steigern,  welcher  die  ana- 
lytische Geometrie  des  Descartes  gleich  bei  ihrem  Erscheinen  be- 
grüsste.  Hier  war  eine  Methode  angegeben,  nach  welcher  nicht  bloss  schon 
bekannte  geometrische  Eigenschaften  in  analytischer  Uebersetzung  in 
neuem  Zusammenbange  auftraten,  auch  neue  Eigenschaften  ergaben  sich 
jetzt,  wie  von  selbst,  bei  der  Discussion  einer  ganz  beliebig  angenommeneu 
Gleichung.  War  es  früher  Aufgabe  des  höchsten  geometrischen  Scharf- 
sinnes gewesen,  Curven  wie  die  Cissoide,  die  Quadratrix  des  Dinostrates, 
die  Spirale  des  Conen  nach  ihren  Gesetzen  zu  prüfen,  so  war  es  jetzt  Je- 
dem, der  nur  mit  algebraischen  Grössen  rechen  konnte,  ein  Leichtes,  diese 
Curven  als  specieile  Fälle  von  anderen  weit  umfassenderen  Gcn^"^«^^  ^i^ 
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b«*tr(ichtcn,  so  konntfl  man  bei«pielswoiae  jetzt  dte  ^eoieinsamen  Etgea- 
acijAffi'u  der  Kogehchiüttis  putwickt^)»,  wmtn  ituii  ttieb  früher  genötU igt  sialtj 
mit  Eütpse^  Hy}>*?rbel  und  Pnrabt^l  sich  winseln  Abzupl&^en.  Aber  nicht 
blosis  diese  gef>tnHriaGhe  Wichtii^kpit  lug  der  Üc^scftrtes'scbea  Methode 
iDEie^  Kllio  l^^olgo  di'rst'lbeü  war  auch,  dnsa  jet^t  er^it  die  Lehre  von  den 
Fanctitmetn  ftU  nllgetneinüter  Theil  der  MHlheiruitik  entatebcn  konnte,  von 
welchem  aus  Aritlimptiüchea,  GeonietrUclicH  nnd  Mecbanisched  fiicb  e^irt- 
wjuki'lu  üesiäf  alle  drf^i  ab  Äawfiftdnug  dc^rselben  Grundgedanken.  An  die 
Erfindung  der  analytibchen  Geometrie  knüpft  sieb  unniitielb^r  die  Erfin« 
dutig  der  InHnitesinjalrechtinng,  nud  Leibnitz  wäre  nicht  zu  denken^ 
wenn  nk'Lt  Descartea  vorbergegaugpn  wäre*  Die  Fortschritte  der  Ma* 
theiuatik  seit  jenerr  Zeit  waren  riefte* tihaft.  Noüb  sind  es  keioa  zwei  Jahr- 
huuderte  ,  Aash  die  liifi'orenttal'  und  Integrnirorhnung  exktlrt,  und  scbfin 
hl  es  go  weit  gekoHnnen^  dass  di«  Thritc  der  Mathematik,  walcbl^  datiiaU 
aU  höeljHti!«  bt«triiclitet  M'urdi^ti,  nctr  noch  diu  Fund?imeote  einer  gitns  nencn 
hüberen  M«theiuaük  biklerh  Die  Ui^^anten  r  EuJtir,  Lagrange,  Laplaee, 
Monge,  G  a  uä  8,  J  a  c<^  bi,  A  b  e  1,  und  wie  §ie  alle  bei^^en,  haben  den  OirS« 
auf  den  relion  getbürmt,  und  ihre  Nachfolger  setzen  die  himmelstttrmende 
Arhmt  noch  immer  fart» 

Da,  nm  Anfange  dieses  Jahrhuuderta,  erinnerte  man  sieb  nnch  unter 
den  Männern  der  Erfindungen  wieder  an  die  alten  Methoden,  welche  *o 
langn  alleinige  Geltung  gehabt  hatten^  und  denen  man  jetzt  eine  Seite  ih- 
2U|^c>u  iiitien  Muclite^  von  wolclier  aus*  i^ie  ühnliclie  Allgemejuheit  dar  anbieten 
vermöchten,  wie  sie  den  analytischen  Methoden  zukam.  Carnot'sgöo- 
m^trie  de  positionJHOd,  Lam^'s  examen  de  diif^rentes  m^thodes  employ^es 
pour  resoudre  les  probl^mes  de  g^om^trie  1818,  Poncelet^s  traitd  de  pro- 
pri^tes  projectives  des  figures  1822,  Stein  er 's  systematische  Entwicklung 
der  Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten  von  einander  1832,  sind  neben 
vielen  einzelnen  Abhandlungen  die  Hauptschriften,  in  welchen  die  neuere 
Geometrie,  d.  h.  die  ausgebildete  und  auf  die  Höhe  der  Zeit  erhobene 
alte  Geometrie  auftrat,  eine  Geometrie,  welche  unter  den  Händen  der  noch 
lebenden  Nacheiferer  jener  Männer  in  Frankreich,  in  Deutschland,  seit  . 
den  letzten  zehn  Jahren  auch  in  Italien,  der  analyt^chen  Geometrie  völlig 
ebenbürtig  geworden  ist. 

Schon  Poncelet  hatte  in  dem  genannten  Werke  darauf  aufmerksam 
gemacht,  dass  das  17.  Jahrhundert,  wie  es  die  analytische  Geometrie  schuf, 
auch  die  Wiege  der  neueren  Geometrie  war,  dass  ein  Lyoner  Architekt  mit 
Namen  Desargues,  der  Freund  des  Descartes,  aber  in  seinen  Forsch- 
ungen weniger  als  dieser  von  dem  Beifall  der  Zeitgenossen  begleitet,  da- 
durch in  den  Schatten  gestellt  und  nachgrade  vergessen,  schon  mit  den 
allgemeinen  Methoden  der  synthetischen  Geometrie  sich  beschäftigte ,  und 
dass  es  Zeit  sei,  die  ganze  Bedeutsamkeit  dieses  Monge  seines  Jahr- 
hunderts   Verdientermassen   anzuerkennen.      Chasles    hat   dieser   Auei- 
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kennnng  in  seinem  1837  erschienenen  t^apper^a  historiqae  snr  Torgine  et  le 
d^veloppement  des  m^thodes  en  g^onietrie**  (übersetzt  von  Sohncke  1839 
unter  dem  Titel:  Geschichte  der  Geometrie)  beredten  Ausdruck  verliehen. 
Auf  S.  74  flgg.  und  S.  331  ügg.  des  Originals  (S.  '^  —  85  und  S.  344  — 348 
der  deutschen  Uebersetzung)  hat  er  die  vielfältigen  Verdienste  des  Vaters 
der  neueren  Geometrie  ausführlich  geschildert,  nnd  nachdem  er  zuletzt  ans 
der  histoire  lit^raire  da  la  ville  de  Lyon  von  Colonia  (1728)  die  Stelle 
angeführt,  Richer,  Domherr  za  Provins,  wolle  eine  vollständige  Ausgabe 
der  Werke  von  Desargues  besorgen,  knüpft  er  daran  den  Wunsch: 
Liesse  doch  ein  glücklicher  Zufall  die  für  das  Unternehmen  von  Kicher 
gesammelten  Materialien  wiederfinden! 

Dieser  Wunsch  ist  nun  allerdings  nicht  in  Erfüllung  gegangen,  allein 
die  Aufklärung  jener  noch  halbdnnkeln  Stelle  in  der  Geschichte  der  Ma- 
thematik hat  darunter  nicht  gelitten.  Chasles  selbst  war  so  glücklich, 
1845  bei  einem  pariser  Bücherhändler  ein  Manuscript  zu  entdecken,  welches 
das  vollständig  verschwundene  Hauptwerk  des  Desargues  in  zweifellos 
beglaubigter  Abschrift  enthielt,  und  seit  1860  hat  Herr  Pondra  in  dankens- 
werther  Aufopferung  für  die  Wissenschaft  weder  Mühe  noch  Kosten  ge- 
scheut, um  alles  zu  sammeln,  was  irgend  auf  Desargues,  sein  Leben 
und  seine  Schriften  Bezug  hat,  und  das  Ergebniss  dieser  rastlosen  Thätig- 
keit  ist  es,  welches  gegenwärtig  in  zwei  Bänden  von  zusammen  fast  60 
Druckbogen  uns  vorliegt.  Wir  müssen  uns  damit  begnügen,  nur  kurze 
Andeutungen  des  reichen  Inhaltes  hier  zu  geben. 

Den  Anfang  bildet  eine  mit  grossem  Fleisse  zusammengestellte  Bio- 
graphie des  1593  in  Lyon  geborenen  Girard  Desargues;  der  Freund 
eines  Descartes,  der  Ingenieur  eines  Cardinais  Kichelieu,  der  Unter- 
weiser eines  Pascal,  der  mittelbare  Lehrer  eines  Delahire  musBte  in 
den  verschiedensten  Schriften  genannt  worden  sein,  und  Herr  Poudra 
hat  alle  diese  Spuren  seines  Lebens  zu  Verfolgen  gewusst.  Ja  er  hat  so- 
gar die  Schmähschriften  der  boshaften  Gegner  des  Desargues,  der 
Dubrenil,  Tavernier,CurabelIe  eines  Abdruckes  am  Schlüsse  des 
Ganzen  für  würdig  erachtet,  indem  er  sich  von  dem  ganz  richtigen  Ge- 
danken leiten  Hess,  dass  Neid  die  Augen  schärft,  und  dass  man  daher  die 
Vortrefflichkeit  eines  Mannes  zum  Theil  auch  daraus  schlicssen  kann,  wenn 
seine  Feinde  nicht  im  Stande  sind,  ihm  andere  als  nur  kleinliche  oder  gar 
in  sich  zerfallende  Vorwürfe  zu  machen.  Den  Hauptinhalt  der  vorlie- 
genden Bände  bilden  indessen  wie  billig  die  eigenen  Schriften  das  Desar- 
gues, und  da  dieselben  in  der  Originalabfassung  ziemlich  schwierig  zu 
lesen  sind,  so  hat  Herr  Poudra  sich  die  nicht  genug  anzuerkennende  Mühe 
gegeben,  jeder  der  Schriften  eine  ausführliche  Analyse  nachzuschicken, 
in  welcher  die  Resultate  in  die  Sprache  moderner  Wissenschaft  übersetzt 
deutlicher  hervortreten.  Diese' Schriften  sind  zuerst  und  vor  Allen  eine 
1639  veröffentlichte  Theorie  der  Kegelschnitte  unter  dem  ^\^^\w>Jcä.\c^v^^ 


9t  Lttcratiiri&eilung. 


Knmen  r  Hmuillort  prßjeet  J^nu  Atteint6  fttix  ^v^nenii^na  dcd  rc^nci^ntri^fl  d*ua 
cone  avec  uu  jjlftrii  Dieses  Werk  ist  ea»  wovmi  alle  gedruckten  Kxemplari? 
B|mrloä  verüehwivnüeu  sind^  und  von  welelieiii  nur  em  wunderbar  xu  n^n^ 
»Ptider  Zufall  eine  Abscbrift  erhalten  bfttj  denn  wie  selten  kommt  es  tlber- 
hnnpt  vor^  daas  mau  ein  gedrucktes  Buch  abücbreibt  und  nicbt  mit  bloft^^tn 
Excerptcn  etwa  «icb  begnügt!  Sehnn  ein  Jabr  spj&ter,  hHO^  veröffentlichte 
Deaargups  sein  zweites  Werk  über  Stelnschnitt,  Perspi^ctive  und  Ver- 
fertig uog  von  Sonuenubren,  welrbe«  nnch  bier  in  a weiter  Linie  ab^^ed ruckt 
igt,  Ak  dritter  Theil  der  Schiiften  folgt  eine  Auzabl  Fermiscbter  Satz« 
und  Abhandlungen  der  Perspective  von  Bosst>  (1648)  entnanimen.  Daran 
knüpft  Bicb  ein  eben  diesem  IVerke  seiner  Zeit  beigedrncktea,  aber  auch 
ecbon  ifAZ  für  sich  erschienenes  Bücbelchen  der  theoretischen  Perspective, 
und  endlich  die  Analyse  der  die  Perspective  und  den  Steinscbnitt  Let redenden 
Arbeiten  von  Bosse,  welche  wenigstens  indirect  dem  Üesargues  zuge- 
fichrieben  werden  müssen,  wie  ilir  Verfassf^r  in  ebrliclier  Weise  selbst  auf- 
g^iricbt*  Bosse  war  denn  auch  wie  der  wissenscbnftlicbe  so  der  ihatskch' 
liebe  Erbo  von  Desar^ucs,  der  ibn  in  seinem  Testamente  vom  5*  Na- 
vomber  IGöS  seineu  genilligen  und  guten  Freund  nennt  (son  obligoant  et 
bnn  ami)^  und  ihm  die  Summe  von  2()(K1  Livrea  vermacht.  Der  Tod  dei 
Desargnes  erfolgte  i(\öK 

Ueber  die  Resultate,  welche  der  Leser  In  den  Werken  des  Dcsar- 
guofi,  insbesondere  in  dessen  Theorie  der  KegelRcbnitte,  vorßndet,  lass(«a 
wir  Herrn  Poudra  selbst  reden  (Bd.  I,  S.  19): 

1.  Denkt  man  sich  eine  Grade  nach  beiden  Seiten  ins  Unendliche  ver- 
längert ,  so  fallen  die  entgegengesetzten  Endpunkte  zusammen. 

2.  Parallele  Grade  schneiden  sich  im  Unendlichen. 

3.  Ein  Kreis  und  eine  Grade  können  mit  zu  Hülfe  Ziehung  des  Un- 
endlichen als  Linien  derselben  Art  betrachtet  werden. 

Diese  so  einfachen,  so  schönen  und  jetzt  so  landlHnfigen  Gedanken 
sind  Nichts  desto  weniger  von  grösster  Fruchtbarkeit,  nnd  würden  für  sich 
allefn  genügen,  eine  scharfe  Grenzscheide  zwischen  alter  und  neuer  Geo- 
metrie zu  bezeichnen. 

Ohne  in  das  Detail  aller  in  dem  Werke  enthaltenen  Sätze  einzugehen, 
wollen  wir  die  Aufmerksamkeit  auf  folgende  Punkte  lenken: 

1.  Die  schöne  Theorie  der  In  volution,  welche  in  den  Händen  von 
Herrn  Chasle«  eine  der  Grundlagen  der  neueren  Geometrie  geworden  ist. 

2.  Die  Theorie  der  Transversalen  und  besonders  der  schöne  Satz,  dass 
ein  Kegelschnitt  und  die  4  Seiten  eines  eingeschriebenen  Vierecks  in  fi 
Punkten  geschnitten  werden,  welche  in  Involution  stehen. 

3.  Die  Theorie  der  Pole  und  Polaren  in  der  Ebene  wie  im  Räume, 
welche  Del  ah  ire  zugeschrieben  zu  werden  pflegt.  Man  weiss,  welchen  Vor- 
tbeil  daraus  General  Poncelet  für  seine  reciproken  Polaren  gezogen  hat. 
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4.  Die  Bemerkung,  dass  alle  auf  Involution  bozUglicben  Eigcntichaf- 
ten  projectivischer  Natur  sind,  dass  folglich  ans  Setzen  über  den  Kreis, 
welcher  die  Basis  des  Kegels  ist,  entsprechende  Sätze  über  die  Schnitte 
des  Kegels  durch  andere  Ebenen  hervorgehen. 

5.  Die  Bestimmung  der  Natur  und  der  Eigenschaften  der  Curven 
welche  durch  beliebig  gerichtete  Ebenen  auf  dem  Mantel  eines  Kegels 
erzeugt  werden ,  dessen  Basis  irgend  ein  Kegelschnitt  ist. 

6.  Die  daran  sich  knüpfende  Bestimmung  der  Punkte  und  Graden  in 
jener  Basis,  welche  Mittelpunkt,  Brennpunkt,  Durchmesser  und  Axen  der 
durch  den  Durchschnitt  der  Ebene  mit  dem  Kegel  erzeugten  Curve  bilden  : 
ein  Satz  von  grosser  Bedeutung  und ,  wie  es  scheint ,  auch  heute  noch  neu 
in  einzelnen  Theilen. 

Mehrere  dieser  Sätze  waren  von  den  Alten  bemerkt  worden;  allein 
der  Beweis  war  immer  nur  au  bestimmten  Figuren  gefühi*t  worden  und 
konnten  deshalb  keine  weitzielenden  Folgerungen  nach  sich  ziehen.  Mit 
Hülfe  der  allgemeinen  Theorie  dagegen  kann  die  neuere  Geometrie  den 
Wettstreit  mit  Descartes*  Coordinatengeometrie  aufnehmen. 

Diese  Würdigung  der  neueren  Methoden  wird  sicherlich  Jeder  gern 
uuterschreiben,  und  wir  haben  dieselbe  auch  bereits  an  einer  früheren 
Stelle  dieser  Recension  ausgesprochen.  Wir  können  daher  um  so  leichter, 
daraus  den  Schlnss  ziehen,  wie  wichtig  die  Kenntniss  der  Anfänge  dieser 
Methoden  ist^  und  wie  demnach  das  Studium  des  vorliegenden  Werkes  gar 
sehr  empfohlen  werden  muss. 

Cantor. 


Die  Prinzipien  der  Aritbmetik  von  Dr.  Friedrich  Grelle,  Lehrer  an  der 
polytechn.  Schule  zu  Hannover.     Hannover,  Carl  Rümpler  1863. 

Diese  Schrift  ist  zunächst  bestimmt,  den  Vorlesungen  des  Verfassers 
an  der  polytechnischen  Schule  in  Hannover  als  Grundlage  zu  dienen,  Mit 
Rücksicht  auf  die  Vorkenntnisse  seiner  Zuhörer  hat  er  deshalb  die  elemen- 
taren Theile  der  Arithmetik,  als  die  Lehre  von  den  vier  ersten  arithmetischen 
Operationen,  sowie  die  Fundamentalsätze  der  Potenzrechnung,  nicht  mit  ab 
gehandelt,  doch  ist  einiges  aus  diesem  Gebiete,  namentlich  „die  Bedeutung 
gewisser  Bezeichnungen,  die  von  verschiedenen  Schriftstellern  in  verschie- 
denem Sinne  erklärt  worden  sind,*'  in  der  Einleitung  kurz  erörtert 

In  dieser  Einleitung  geht  der  Verfasser  von  der  Vorstellung  der 
natürlichen  Zahlenreihe  aus,  die  er  durch  das  geometrische  Bild  einer 
gradlinigen,  nach  einer  Richtung  hin  unendlichen  Reihe  aequidistanter 
Punkte  versinnlicht.  Die  Möglichkeit  einer  Bewegung  in  doppelter  Rich- 
tung in  dieser  Reihe  führt  dann  auf  die  beiden  ersten  Operationen ,  die 
Addition  und  Subtraction,  und  indem  er  das  Problem  der  letzteren  Opera- 
tion allgemein  auffasst,  gelangt  er  auf  die  übliche  Art  zu  der  VQc«t«.U»xv^ 


Litemturzeitiinfr-» 
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d^r  tii^gativen  Zahlen,  So  tinaflilirlicli  unä  IsUr  der  V^^rfasser  liM  der  Fest- 
gtellutjg  di*»*er  Bt^grifTe  verführt,  so  abß^bri>cheu  und  dunkel  fiiud  #piu# 
BenierkuogeTi  über  die  Opar^tion  des  Mnltiplicirt^Dfl,  wfthrpiid  die  Diviston 
ttiid  die  dftsf^lbst  «nftr<*ti?nde  Erw^itprimg  dp«  Znhli*nbrg^riifp*i  gar  nicbt 
erwäbut  werden.  Er  aeheinl  in  der  Tbai  nur  beabisicbtigt  xu  babeOj  d*s 
Gebets  d<^r  Vor^nehen  fon  Frt>ductetn  alsnifiten.  Za  dem  Zvv^eke  atellt 
er  plöUllch  di<*  HpiiAuptung  atif^  da»»  +  0  — ^  er,  (+  l),  —  ct  =:;  a.  (^ —  l)  «oi 
und  giebtdanu  das  folgende  ,,Cryudpriii2ip**  an:  ,,DaÄ  Verbunden  sein  dea 
Factor«  —I  mit  einem  ZablcüAiisdmcke  d^Mitet  aOf  das  der  durch  dieaem 
Ausdruck  reprä!«entirte  Fuokt  tu  einer  Hicbtung  liegeu  mu»s,  die  derjenigen 
autgegcngefieUi  ifit,  m^elcber  er  angeboren  würde,  fall»  jener  Ausdruck 
Htcbt  mildem  Factor  — t  behaftet  würe-^*  Da  man  nicht  weisa,  wie  ddr 
V*«rfa8*ier  den  Begriff  deö  Productea  auffasst,  so  bleibt  man  gaoa  im  Un- 
klaren, wie  i?^'ejt  die  im  Bessug  auf  die  Vorzeiclieu  eine^»  Productes  gelteudeu 
Hegeln  notbwendige  Folgen  der  vorbergebendeu  aritUmetiscben  Entwicke- 
lungen  sind  und  wieweit  nie  nur  convcutiunelle  Geltung  haben«  Die  Anwen- 
dung des  erwfi hüten  Prinalpes  aetait  aber  jeflenfalla  den  B&tz  von  der  Ver- 
tausch barkeit  des  AIultipHcaturä  und  Multipllcnndeu  voraus,  der  sich  allgemein 
wohl  nicht  ohne  Weitere»  nachweisen  iMsst.  Jedenralts  glauben  wir,  es  wi- 
ren  hier  einige  genauere  Feststellungen  am  Platze  gewesen»  Demuächst  eut- 
wjckelt  der  Verfn^^ser  nun  noch  die  Fundamentalregeln  für  die  Poton^- 
rdchnung,  wobei  er  von  dem  B^gri^e  der  Potenz  mit  gan^m  poäittTein 
p^xponenten  ausgeht,  bis  ihn  die  Aufgabe  der  Divii^ion  nuüiigt ,  auch  den 
Exponenten  Null,  sowie  negative  Exponenten  in  conventioneller  Weise 
einzuführen. 

Der  eigentliche  Inhalt  der  Schrift  zerfällt  nun  in  drei  Theile,  welche 
die  drei  in  der  Gleichung  a  =  &"  enthaltenen  Probleme  behandeln ,  nnd 
demnach  1)  die  Potenzwerthe,  2)  die  Wurzelwerthe  und  3)  die  Exponential- 
werthe  zum  Gegenstande  haben. 

Der  erste  Theil  zerfällt  wieder  in  drei  Abschnitte,  deren  erster  sich 
mit  dem  binomischen  Lehrsatze  beschäftigt.  Da  der  Verfasser  die 
Entwickelung  von  (x  +  a)"  als  speziellen  Fall  der  Entwickelung  des 
Productes 

{x  +ai)(x  +  a^)  ...  {x  +  an) 
auffas8t ,  80  bedarf  er  zur  Bestimmung  der  Binomial-Coefficienten  einer 
Formel  aus  der  Combinationslebre;  dieser  Umstand  giebt  ihm  denn  Veran- 
lassung auf  14  Seiten  nicht  bloss  die  Lehre  von  den  Combinationen,  sondern 
auch  das  Permutiren  und  Variiren,  was  im  ganzen  Buche  nicht  wieder  zur 
Anwendung  kommt,  vorzutragen.  Es  zeigt  sich  gleich  hier  die,  anch  weiter 
noch  vorkommende  Neigung  des  Verfassers,  allerhand  an  sich  interessante  Ge- 
genstände gelegentlich  abzuhandeln,  ganz  gleichgültig,  ob  sie  an  die 
betreffende  Stelle  gehören  oder  nicht  und  umbekümmert  um  die  dadurch 
herbeigeführte  Unterbrechung  im  Gange  der  Entwickelung.     Gleich  der- 
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selbe  Abschnitt  bietet  uns  noch  ein  Beispiel  für  dieses  Verfahren.  In  der 
Lehre  von  den  Combinationen  werden  verschiedene  Sätze  entwickelt,  die 
sich  auf  die  Combinationszahlen  beziehen,  darunter  auch  dieser: 

1  +  (*  +  1)  +  —  2  -  +...+        ,        2      —  ^-     j    2     ..:(*+!)• 

Der  Umstand,  dass  die  Zahlen  auf  der  linken  Seite  fignrirte  Zahlen 
sind,  giebt  zu  der  Bemerkung  Veranlassung,  dass  diese  Zahlen  bei  der 
Summation  arithmetischer  Reihen  eine  nützliche  Verwendung  finden  und 
daher  werden  denn  auch  gleich  die  arithmetischen^  und  hei  dieser  Gelegen- 
heit auch  die  sonst  allerdings  gar  nicht  hierher  gehörigen  geometrischen 
Progressionen,  sowie  die  arithmetischen  Reihen  höherer  Ordnung  bespro- 
chen. Nach  diesen  Abschweifungen  gelangt  der  Verfasser  endlich  zum 
binomischen  Lehrsatze.  Gewöhnlich  knüpfen  sich  sonst  an  diese  Ent- 
wickelung  Untersuchungen  über  die  Eigenschaften  der  Binomialcoefficien- 
ten,  von  denen  wir  hier  aber  nur  weniges  antreffen,  eigentlich  nur  die 
Formel  Wjt  =  i?„«jt,  wozu  dann  noch  in  einer  Anwendung  die  Formeln  für 
die  Summe  und  für  die  Quadratsumme  aller  Coefficienten  einer  Potenz  tre- 
ten, sowie  die  frühere  in  der  Combinationslehre  entwickelte  Formel 

nm=  {n  —  l)„.i  +  (n  —  1)„ 
und  die  daraus  resultirende 

Wm=  («  —   l)m-l    +   (W  —  2)„_i  +...  +    (m  — l)«,:-l, 

wogegen  z.  B.  die  wichtige  Formel 

(ff  +  ß)m  =  «m  /3o  +  «fm-l  ft  +  •  •  •  +  «u  Z^« 

fehlt.  Bei  dieser  Gelegenheit  bemerken  wir  noch,  dass  der  Verfasser  sich 
der  vorstehenden  Bezeichnungsweise  der  Binomialcoefficienten  nicht  be- 
dient, sondern  nur  die  combinatorischen  Zeichen  anwendet.  Ausführlich 
handelt  der  Schluss  dieses  Abschnittes  noch  von  der  Bestimmung  des  gross- 
ten  Gliedes  der  binomischen  Reihe. 

Der  zweite  Abschnitt  führt  die  üeberschrift:  Zahl-  und  Ziffer- 
systeme; Dekadische  Grundzahlen.  Das  dekadische  System  wird 
Eingangs  kurz  besprochen,  dann  folgt  die  Unterscheidung  der  Zahlen  in 
Primzahlen  und  zusammengesetzte  Zahlen.  Der  Verfasser  reproducirt  bei 
Erwähnung  der  ersteren  auch  den  von  Euklid  gegebenen  Beweis  für  die 
nnendliche  Anzahl  der  Primzahlen,  leider  nicht  ganz  richtig.  Während 
nämlich  Euklid  von  dem  um  die  Einheit  vermehrten  Producte  der  Prim- 
zahlen 1,  2  u.  8.  w.  bis  zu  einer  beliebigen  Primzahl  p  nur  behauptet,  dass 
dasselbe  entweder  selbst  eine  Primzahl  sei,  oder  entgegengesetzten  Falles 
durch  Primzahlen  theilbar  sein  müsse,  die  grösser  sind  als;?,  folgert  unser 
Verfasser  aus  dem  Umstände,  dass  (1.  2.  3  ...p)  +  1  bei  der  Division  mit 
1,  2,  3,  ...,  p  stets  den  Rest  1  lässt,  ohne  weiteres,  dass  diese  Zahl  selbst 
eine  Primzahl  ist.  Nachdem  hierauf  noch  das  sogenannte  Sieb  des  Era- 
tosthcnofi,  sowie  die  Bestimmung  des  grösstcn  gemeinschaftlichen  Thcilers 
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s^wr-mr  ZaIiIpii  b<*?#prncliPn  wr>H«*n  ist,  wir3  der  Gnuss'jsclifs  B(*griff  der 
Cötiginenst  d^r  Zfthli'n  eiiig#* führte  e&  werden  dÄiin  die  in  der  Zahlentheoiit 
uniet  den  Nfim^n  d^r  FerinAt'itch^n  und  Wilson 'Beben  bekannten  S^Ue  auf 
dif*  gebräuchliche  Art  bewiesen^  wormif  dann  noch  die  in  der  Lehre  ¥0d 
den  Uecimalbrüchen  zur  AuwQhdnu^  kommenden  EkmentarBätKe  über  die 
Potensreste  entwickelt  werden« 

Die  Lehre  von  df^n    Dfcimnlbrücben   bildet  nun    den  Inbalt  des 
dritten  Abtiebnittes.     Der  Verfaster  hat  diese  Lelire  ansfÜhrUcher  vorge-    - 
trugen^  aIs  dietieä  in  «ehr  vielen  Büchern  der  Fall  iat;  &h  einett  besonderen    I 
VorÄitg  heben    wir    die    Erörterung   der   FonrierVcben    Divisionsoiethode 
hervor,  welche  JedenfalU  eine  weitere  Vefbreitung  verdient,    als  sie  bis 
jet^t  gefunden  hat« 

Die  Ketten  brücbe  endlich  bilden  den  Gegenstand  des  letzten  Ab- 
»ebnittei  im  ersten  l'beile.  Wie  kommen  die  KettenbrÜcbe  in  die  Lehre 
von  den  PoteriKwerthenV  wird  der  Leser  fragen.  Wir  gesteben  offen,  das« 
wir  krine  rechte  ErkUiruttg  haben  finden  können.  Für  die  Stellnng  der  | 
Decimalhrücbe  ist  jedenfalls  der  Umatnnd  entscbpidend  gewesen,  dass  der  * 
Verfasser  bei  der  Üntersueliun^  derselben  einige  S^tze  über  Potenzrcste 
anwendet  und  weil  nun  für  die  KettenbrÜcbe  eich  kein  recht  geeigneter 
Platz  bat  finden  lassen ,  so  sind  diejielb^n  nach  den  Decimal brächen  unter- 
gebracht worden-  Der  Verfasser  behandelt  übrigens  nur  die  gemeinen 
KettenbrÜcbe^  deren  Zähler  slmmtllcb  der  Einheit  gleieb  sind,  diese  aber 
in  der  nötfugen  An.^führlicbkeit.  Zum  Scblnss  kann  er  es  sich  ancb 
nicht  versagen )  die  Lösung  der  unbestimmten  Gleichung 

m  X  +  ny  =s  a 

mittels  des  vorletzten  Näherungswerthes  von  —  oder  —  dem  Leser  vorzu- 

^  n  m 

führen. 

Der  zweite  Tbeil,  die  Lehre  von  den  Wurzelwertben,  zerfHllt  in 
fünf  Abschnitte,  deren  erster  kurz  niid  klar  die  allgemeinen  Gesetze 
der  Wurzelrechnung  entwickelt,  wahrend  die  beiden  nächsten  Ab- 
schnitte speciell  die  zweite  und  dritte  Wurzel  bebandeln.  Vorzugs- 
weise kommt  dann  die  Bestimmung  der  Quadrat-  und  Cubicwurzoln  aus 
dekadischen  Zahlen,  wobei  der  Verfasser  sowol  die  älteren  Methoden,  als 
auch  näherungsweise  Verfahrungsweisen,  sowie  die  Anwendung  der  Fourier- 
schen  Divisionsmethode  erläutert.  Bei  der  Berechnung  der  Quadratwurzeln 
wird  ausserdem  noch  die  Verwandlung  derselben  in  einen  unendlichen 
periodischen  Kettenbruch  gelehrt  und  in  diesem  Punkte  ist  die  Darstellung 
des  Verfassers  sorgfältiger  als  viele  Lehrbücher,  die  diese  Verwandlung 
kurz  andeuten,  ohne  den  Nachweis  der  Periodicität  zu  liefern.  Der  Ver- 
fasser gicbt  nicht  nur  diesen  Nachweis,  sondern  er  zeigt  auch,  dass  für 

''•'='^"+rH.... 


Literaturzeitung.  97 

die  Nenner  die  Periode  haben  a,6,c,...,c,6,a,2^,  wesbalb  man  nur 
nötbig  hat,  die  erste  Hälfte  dieser  Periode  zu  berechnen. 

Der  vierte  Abschnitt  betrachtet  die  imaginären  Zahlen.  Der 
Verfasser  geht  von  der  Annahme  ans,  dass  jeder  Punkt  der  Ebene  darch 
das  Symbol  af  bestimmt  ist,  wo  a  den  Radius  vector,  f  einen  von  der 
Anomalie  tp  abhängigen  Factor  bedeutet;  aus  dem  Umstände,  dass  /*(0)  = 
+  1,  /•  (jf)  ==  —  1,  f{(p)f{ilf)=f((p+if)  ist,  ergiebt  sich  dann  auf  be- 
kannte Weise  f{(p)^=z  cosfp  +  isin  (p  und  damit  die  geometrische  Bedeu- 
tung der  complexen  Zahlen.  Die  Addition,  Snbtraction,  Mnltiplication 
und  Division  mit  solchen  Zahlen  wird  gleichfalls  geometrisch  gedeutet. 
Ausserdem  werden  die  nöthigen  Sätze  für  die  Rechnung  mit  complexen 
Zahlen,  zum  Schluss  auch  die  verschiedenen  Werthe  der  w*«"  Wurzel  der 
Einheit  ei:ftwickelt  und  damit  der  Uebergang  gewonnen  zn  dem 

Fünften  Abschnitte,  der  Lehre  von  den  Gleichungen.  An  der 
Spitze  dieses  Abschnittes  steht  der  Canchy^sche  Beweis  für  den  Satz,  dass 
jede  algebaische  Gleichung  eine  Wurzel  von  der  Form  r  {cos  g>+  isin  (p) 
hat,  woran  sich  weiter  der  Satz  schliesst,  dass  jede  Gleichung  vom  /i^*''' Grade 
n  Wurzeln  von  dieser  Form  hat.  Nachdem  dann  noch  die  Zusammen- 
setzung der  Coefficienten  der  Gleichung  aus  den  Wurzeln  derselben  dar- 
gethan  worden,  werden  der  Reih*  nach  die  quadratischen,  cubischen  und 
biqnadratischen  Gleichungen  behandelt  Bei  den  ersteren  wird  nur  die  ge- 
wöhnliche algebraische,  nicht  die  goniometrische  Lösung  vorgetragen,  bei 
den  cubischen  Gleichungen  dagegen  wird  zunächst  die  Cardanische  Formel 
nach  der  Hudde*schen  Weise  entwickelt,  und  dann  werden  die  so  erhal- 
tenen Formeln  durch  Substitution  goniometrischer  Grössen  auf  die  für  die 
Rechnung  branchbaren  Formen  gebracht.  Bei  den  Gleichungen  vierten 
Grades  wird  die  Lösung  von  Descartes  vorgeführt.  In  sehr  grosse 
Weitläufigkeiten  verwickelt  den  Verfasser  hier  die  Frage,  ob  es  einen 
Unterschied  macht,  wenn  man  statt  der  einen  Wurzel  w  der  cubischen 
Resolvente  eine  der  beiden  anderen,  w^  oder  w^  anwendet.  Die  Formeln, 
zu  denen  er  durch  wirkliche  Einsetzung  der  verschiedenen  Wurzeln  ge- 
langt, sind  von  so  abschreckender  Länge,  dass  wir  den  Nutzen  eines  derar- 
tigen Verfahrens  nicht  recht  wahrscheinlich  finden.  Schliesslich  zeigt  der 
Verfasser  ausserdem  noch,  dass  jede  Wurzel  der  biquadratischen  Gleichung 
durch  die  Formel 

dargestellt  wird,  wo  die  Vorzeichen  durch  eine  einfache  Regel  bestimmt 
sind.  Durch  diese  sehr  leicht  ausführbare  Transformation  ist,  was  im 
Buche  nicht  bemerkt  worden  ist,  der  gewünschte  Nachweis  gleichfalls  und 
in  viel  einfacherer  Weise  geführt.  Die  Euler'scbe  Lösung,  welche  sich 
80  als  eine  Transformation  der  Descartes^schen  herausstellt,  wird  dann 
auch  noch  direct  abgeleitet  und  damit  die  Lehre  von  den  Gleichungen 
geschlossen. 


Lit  eraturz  e  i  tuo  g. 


Der  dritte  Tlieil  lielmmlf^lt  die  Theorie  und  Beirecbnungder 
Logarithmen,  abt^t  aui^fuhrllch  nur  die  erstere,  dfnn  von  der  Bereeh- 
nung  rbr  Lt^garithiiteD  wird  nur  di&  alte  umständliche  Methode  angeführt, 
wekhe  iiatti  der  Formel 

Ä7  j/^=  J  (ffja  +  igb) 
stattfindet.     Den  Schinea  bildet  eine  kur^e  Bemerk ang  über  die  Exponeo- 
tinlgkticbupgeu, 

UeLerblicken  wir  nocbmAl«  den  Gi*san]intii]halt  der  vorli^gendea 
Schrift«  so  tiiüs«ett  wir  ^uiiachf^t  anerkennen,  dasa  einie^lne  pArlien  der* 
selben  weiter  atisgefübit  eiDd,  als  diewee  tonst  in  dtti  Lehrbiicbern  der 
Aritbmetik  der  F-all  zu  sein  pflegt*  Dagegen  vermift&rn  ■wir  auch  manchei* 
Die  Lehre  von  den  Gleichiingt*n  ersten  Grades  wird  allerdings  nach  Aß- 
gäbe  d<^r  Vorrede  vorauitgpspiait ,  iillein  die  Gleiclmngen  zweiten  C^rade» 
mit  2wei  Unbekannten  bitten  ^vohl  eine  eingehende  Behandlung  yerdicnU 
Aneb  verdienen  dl^  aritbnirtit*chcu  und  gf^ometrischen  Frogresfcianen  wohl 
ftin  besonderes  Capitel,  stntt  in  den  Vorbereitungen  ftJr  den  binomischen 
Satx  beiUiufig  erwÄbnl  isti  werden ;  die  Terscbiedenen  Umkebrungen  der 
beiden  Fnodamentalformeln  für  Kud^rlied  und  Snnirae  der  Progressionen 
finden  sieb  gsr  niebt  in  dem  Buche.  Grenabetrachtungeu  bat  der  Verfasser 
gründsät^licb  ausgescbloesen ,  weil  diene  nicht  in  das  Gebiet  der  Arithme- 
tik gehören  sollen,  die  es  nur  mit  diskreten  Grössen  zu  thun  hat,  wahrend 
die  Behandlung  der  stetigen  Gröasen,  also  auch  aller  GrenEwertbe,  Gegen* 
stand  der  Amdysis  hU  DieÄ^n  in  der  Vorrede  aufgestf^lltcn  Grundsatz  bat 
der  Verfasser  indessen  nur  soweit  festgehalten ,  als  es  ihm  ans  irgend  wel- 
chen anderen  Gründen  passend  erschienen  ist;  eigentlich  nämlich  müssta 
er  auch  die  Theorie  der  unendlichen  Decimalbrüche  und  Kettenbrüche  in 
das  Gebiet  der  Anaijsis  verweisen,  denn  was  sind  die  sogenannten  Werthe 
dieser  Brüche  anderes  als  die  Grenzwerthe,  denen  sie  sich  bei  unendlicber 
Fortsetzung  nähern? 

Was  die  Anordnung  des  Ganzen  betrifft,  so  ist  die  Reihenfolge  der  Hanpt- 
tbeile  als  richtig  längst  allgemein  anerkannt.  Die  Lehre  von  den  Decimal- 
brüchen  und  Kettenbrüchen  aber  gehört  nicht  in  die  Potenzrechnung,  son- 
dern hat  vorher,  in  der  Lehre  von  der  Division  ihren  Platz,  wohin  auch  die 
Eintheilung  der  Zahlen  in  einfache  und  zusammengesetzte  sowie  die  Be- 
stimmung des  grössten  gomeinscbaftlichen  Tbeilers  ganz  unzweifelhaft  ge- 
hört. Wenn  der  Verfasser  in  der  Vorrede  geltend  zu  machen  sucht,  dass 
die  Lehre  von  den  Decimalbrüchen  einiger  zablentheoretischer  Satze  über 
die  Potenzreste  bedürfe,  so  müssen  wir  dieses  in  Abrede  stellen,  sofern  die 
Theorie  der  Decimalbrüche  nicht  weiter  fortgeführt  wird ,  als  in  diesem 
Buche  geschieht.  Was' zunächst  eine  Potenz  ist,  lernt  der  Schüler  jeden- 
falls beim  Multipliciren  bereits  kennen;  weiss  er  dies,  so  wird  er  auch 
leicht  einsehen,  dass  ein  Bruch,  dessen  Nenner  die  Form  2"*.  5"  hat,  sich  in 
einen   endlichen  Decimalbruch  verwandeln  lasst,   dessen  Stellenzahl    der 
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grösseren  der  beiden  Zahlen  m  und  n  gleichkommt.  Ebenso  bedarf  es  nicht 
des  Fermat'schen  und  Wilson'schen  Satzes,  am  einzusehen,  dass  die  Ver- 
wandlung von  -  in  einen  Decimalbrnch  für  den  Fall,  dass  h  weder  den 

Factor  2  noch  den  Factor  5  hat,  auf  eine  Periode  führt,  deren  Ziffernan- 
zahl  entweder  b — 1  oder  ein  Theil  von  b  —  I  ist.  Auf  diese  Sütze  ist  im 
vorliegenden  Buche  die  Anwendung  der  Sätze  über  Potenzreste  beschränkt. 

Die  Darstellung  endlich  ist  sehr  ausführlich,  an  manchen  Stellen  fast 
BU  breit.     Die  Ausstattung  des  Baches  ist  vortrefflich. 

Leipzig.  GretSCHEL. 


Heilermasn,  Dr.,  Director  der  Provinzial- Gewerbeschule  zu  Koblenz, 
Lehr-  nndUebungsbuch  für  den  Unterricht  in  der  Ma- 
thematik an  Gymnasien,  Real-  und  Gewerbescbulen ,  L  Theil: 
Geometrie  der  Ebene.  Mit  vielen  in  den  Text  gedruckten  Figuren 
in  Holzschnitt.     Koblenz ,  Rudolph  Friedrich  Hergt.     1803. 

Der  gcsammte  Inhalt  dieses  Lehrbuchs  der  Planimetrie  ist  in  fünf 
Abtheilungen  in  folgender  Weise  vertheilt:  1.  die  Winkel,  2.  die  Dreiecke 
und  Vierecke  (die  Fundamentaleigenschaften,  Congruenz  und  Vergleichung 
der  Flächen),  3.  der  Kreis  (gegenseitige  Lage  von  Punkten,  Geraden  und 
Kreisen,  Linien  und  Winkel  in  und  am  Kreise,  ein-  und  umgeschriebene 
Vielecke),  4.  die  Proportionen  an  geraden  Linien  und  Vielecken  (Eigen- 
schaften der  Maasszahlen,  Verhältnisse  und  Proportionen;  Proportionalität 
der  Seiten,  eines  Trapezes  und  Anwendung  derselben;  ähnliche  und  ähn- 
lich liegende  Vielecke;  Doppelverhältnisse  und  harmonische  Theilung; 
Proportionalität  des  Inhaltes  der  Vielecke),  5.  Proportionen  an  Kreisen 
(Potenzlinien,  Aehnlichkeitspunkte,  Pole  und  Polaren;  Umfang  und  Inhalt 
regelmässiger  Vielecke;  Rectification  und  Quadratur  des  Kreises).  Allen 
einzelnen  Abschnitten  hat  der  Verfasser  eine  grosse  Auswahl  von  geome- 
trischen Oertern  und  Aufgaben  beigefügt,  um  dem  Schüler  hinlängliche 
Gelegenheit  zu  bieten ,  auf  jeder  Stufe  des  Unterrichts  seine  Kenntnitsse 
anzuwenden  und  durch  selbständige  Thätigkeit  zu  erweitern.  Von  Ein- 
zelnheiten sei  noch  Folgendes  erwähnt. 

Der  Verfasser  hat  gleich  im  Anfange  den  Begriff  der  Symmetrie  in  die 
Geometrie  eingeführt  und  denselben  wiederholt  in  sehr  zweckmässiger 
Weise  im  weiteren  Verlaufe  der  Darstellung  angewandt,  ein  Verfahren 
das  nur  gebilligt  werden  kann  angesichts  der  Wichtigkeit,  die  diesem  Be- 
griffe bei  weiter  gehenden  geometrischen  Studien  zukommt. 

Den  Winkel  hat  der  Verfasser  in  der  von  Bertrand  herrührenden 
Weise  definirt  als  einen  Ausschnitt  der  Ebene.  Welche  Ausstellungen  man 
auch  gegen  diese  Definition  an  sich  machen  mag,  so  muss  doch  der  vorlie- 
genden Darstellung  zum  Lobe  nachgesagt  werden,  dass  in  ihr  die  sonst  mit 
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dlösi^r  Dt^finltion  vprkiillpftMi,  in»  Ünenflliche  zn  HttlFe  nehmeDden  Be- 
trachtting(*n  verinic(!en  mnd^  vtekhe  gar  zn  Ic^ieht  zu  allerlei  Felilsclilüsiiec 
(z»  B.  SEU  dem  SaUe,  dass  zwo'i  Ncbeowiiikel  immer  glc^icli  groiä  sind  etCp) 
"verleileu» 

Der  Verfasser  bat  melirfacli  die  «infAclistefi  LelircD  der  nenerfin  Geo- 
metrie in  den  Kreii  seiner  ÜarstelUiog^en  gebogen  ^  wo^^pgen  wobl  Niclits 
einzawenden  sein  rlürfle.  Befretntlct  hat  es  uns  aber  dabei,  dmss  bei 
BettnchtuDg^  der  Sobnlttvcrbähnißfie  ete.  ntcbt  anch  die  Ricbtnng  der  in 
I3ctracbt  kommenden  Strecken  nnd  Winkel  beachtet  nnd  das  PriiH^tp  der 
Vorxejghen  auf  dieselben  angewandt  worden  i^t,  was  keinesfatlfi  mit 
ScbvviK-ng keilen  verknüpft  gewesen  wäre. 

Das  Blich  durfte  hauptsächlich  wegen  der  grossen  Auswahl]  vott 
Uebungaleispielen  neben  klarer  DarKtellung  der  Hauptsätze  zn  empfeblen 
nein  und  tn  dieser  Hint»icbt  auch  von  Manchem  willkommen  geheissen  wer 
den,  dem  die  Anordnung  den  Stofiea  nicht  nach  Wunsch  ist. 

GeET  SCHEU 
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Lehibmoh  der  Plammetrie.     Fiir  Sebulen  und  zum  Privntgebraneb  tob  M< 

Job,  Oberlehrer  an  der  Annenrenlscbule  2u  Dresden,  K  Abtk, 
Mit  120  iu  den  Text  gedr.  Abbildungen.  Dresden,  Verlag  J&n 
Carl  Adler.  1864. 
Dr^B  vortragende  Buch  verdankt  seine  Entütehnn^  der  vieljMbrigen 
Lebrertbtitigkeit  des  Verfassers,  welcher  es  zunächst  für  seine  Schüler  be- 
stimmt hat,  denen  es  znr  Repetition  dienen  soll.  Die  Rücksicht  anf  diesen 
Hauptzweck  ist  bestimmend  gewesen  sowohl  auf  die  Auswahl  des  Stoiffes, 
als  auch  auf  die  Form  der  Behandlung.  Was  den  ersten  Punkt  betrifft,  so 
behandelt  das  Werkchen  nach  Feststellung  der  nöthigeu  Grundbegriffe, 
Grundsätze  und  Postulate,  die  Lehre  vou  der  Geraden  uqd  dem  Winkel 
(mit  Hilfe  des  Kreises),  die  Paralleleutheorie,  das  Dreieck ,  die  Lehre  tob 
der  Congruenz  der  Dreiecke  nebst  Anwendungen,  einiges  über  geometrische 
Oerter,  die  Vier-  und  Vielecke  im  Allgemeinen,  die  Gleichheit  der  Paral- 
lelogramme und  Dreiecke  nebst  Anwendungen;  nath  einer  kurzen  arithme- 
tischen Auseinandersetzung  über  das  Maass  (commensurable  und  incom- 
mensurable  Grössen)  und  das  Verhaltniss  der  Grössen  wird  dann  die  Aus- 
messung der  geradlinigen  Figuren,  sodann  die  Proportionalität  gerader 
Linien,  die  Aehnlichkeit  der  Drei-  und  Vielecke  behandelt.  Den  Schluss 
bilden  eine  Anzahl  Sätze  aus  der  Lehre  von  den  Transversalen.  Die  Form 
der  Darstellung  ist  die  dogmatische,  die  auch  änsserlich  durch  die  Ueber- 
schriften  überall  hervortritt.  Im  Uebrigen  ist  die  Darstellung  gehörig 
streng,  ausführlich  und  leicht  verständlich. 

Leipzig.  GretSCUEL. 
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Theoretiich-praktisolie  geometrische  ConstructioiiBlehre  und  algebraische 
Qeometrie,  enthaltend  mehr  als  300  planimetrische,  mit  yollstän« 
digcn  geometrischen  und  algebraischen  Auflösungeu  versehene 
Aufgaben.  Von  Wilhelm  Adam.  Mit  234  Figuren  in  Holzschnitt. 
Leipzig,  F.  A.  BrockhAus,  1803. 

Der  Verfasser  hat  bei  der  Bearbeitung  des  vorliegenden  Buches  vor- 
BÜglich  das  Interesse  der  weniger  geübten  Schüler  und  der  Autoditakten  im 
Ange  gehabt;  er  hat  sich  deshalb  nicht  begnügt,  den  Aufgaben  ihre  Lösungen 
beigegeben ,  sondern  er  hat  auch  stets  den  Weg  angegeben,  der  zu  diesen 
Lösungen  führt.  Mit  Recht  rftth  er  übrigens  dem  Lernenden  dringend  an, 
auch  du,  wo  das  Buch  nur  algebraische  Lösungen  enthält,  zu  eigner  Uebung 
noch  die  rein  geometrische  Lösung  zu  versuchen. 

Das  Werkchen  zerfällt  in  eine  Einleitung  und  zehn  Abschnitte. 

In  der  Einleitung  werden  zunächst  die  beiden  zur  Lösung  der  Aufgaben 
führenden  Methoden,  die  geometrische  Analyse  und  die  algebraische  Me- 
thode auseinandergesetzt;  es  werden  dann  die  Fundamentalformeln  ange- 
führt, welche  bei  der  letzten  Methode  schliesslich  zu  construiren  sind  und 
an  einigen  Beispielen  wird  gezeigt,  wie  sich  complicirtere  Formeln  auf 
diese  Fundamentalformeln  reduciren  lassen.  Wir  hätten  gewünscht,  dass 
gleich  hier  die  Constructionen  dieser  Fundamentalformeln  angegeben  wür- 
den, statt  dass  man  genöthigt  ist,  diese  aus  dem  Inhalte  des  ersten  Ab- 
schnittes sich  herauszusuchen. 

Der  Inhalt  der  zehn  Abschnitte  selbst  ist  folgender:  1.  Vorbereitende 
Aufgaben  der  geometrischen  Zeichenkunst;  wir  treffen  hier  die  gewöhnlich 
in  den  Lehrbüchern  angeführten  Constructionen  zur  Halbirung  von  Geraden 
nnd  Winkeln  und  dergl.  Bei  der  Construction  der  mittleren  Proportionalen 
vermissen  wir  ungern  die  elegante  von  Kunze  in  §.  155  seines  Lehrbuchs 
der  Geometrie  angegebene  Methode,  welche  vor  der  hier  vorgetragenen 
den  Vorzug  der  Einfachheit  hat.  2.  Verwandlung  der  Figuren ;  vermisst 
haben  wir  die  Verwandlung  eines  beliebigen  Dreieckes  in  ein  gleichseitiges. 
3.  Theilung  der  Figuren.  4.  Bestimmung  der  Lage  von  Punkten  und  Linien 
in  Beziehung  auf  einander  oder  in  Winkelflächen.  5.  Von  der  Construction 
drei-  und  vierseitiger  Figuren  in  Dreiecken,  Vierecken,  Quadranten  etc., 
sowie  vom  Maximum  des  Flächeninhaltes  und  Umfanges.  0.  Geometrische 
Rectification  der  Kreislinie.  Vom  Kreise  und  von  den  regelmässigen  Figu- 
ren im  Kreise  und  um  denselben.  Zu  den  hier  gegebenen  näherungsweisen 
Rectiiicationen  der  Kreislinie  würde  die  von  Gugler  (Descriptive  Geome- 
trie, No.  209,  5)  angegebene  Rectification  eines  willkürlichen  Kreisbogens 
eine  hübsche  Beigabe  gewesen  sein.  7.  Construction  des  Quadrates  und  des 
regulären  Triangels,  sowie  die  rechtwinkeligen  und  gleichschenkeligen 
Dreiecke  nach  gegebenen  Bedingungen.  8.  Geometrisch-algebraische  Ent- 
wickelungen  am  Triangel  überhaupt  und  rein  geometrische  Construction 
desselben  unter  Bedingungen.     0.  Von  den  Vierecken.     10.  Von  elcLvv^<^^ 
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ni^cliftnifieln^n  Constructioin^u ,  die  nur  inm  Tlieil  atif  g^pometriscliPis  Wahr* 
heitt^n  berulien.  Uoter  dteser  sotiderharen  Ueberschrift  trefteo  wir  ver- 
schißiii^Tie  Conätructiotifn  für  regelmäsfiige  Vielpcke.,  E]lips«ii^  Ov^&lea, 
Wellftniinien  q,  a.  Nebeü  den  ti;f bemn^sw^ben  OonHtrnetioiien  für  das 
regelnifiJiiiigft  Stpbea-,  NeuD-  und  Elfeüken,  ciie  wir  hier  fiiiden,  LSttft  jeden- 
falln  di^  eleg^aute  Cf>nstnicliön  für  ein  regeltnäsSiigeä  Vieleck  von  beliebiger 
BeitenaabI  eine  Stelle  finden  sollen,  welcbe  Knnzfl  (Geometrie,  Anhang 
cum  0.  Onp.)  ab  eine  Entdeckung  des  Hor^oga  Carl  Berubard  von  8aeh- 
aen- Weimar  anfuhrt. 

Da«  vorliegende  Buch  bietet  jedenfalls  tine  sehr  reichhaltige  Samm- 
lung mteres^aiiCer  UebuQgi$auf^abeD  dar  und  wird  sich  neben  jedem  Com* 
pendium  aU  ein  nützliches  llilfsmitte]  beim  Untentcbt  verwenden  lasseo. 

Leipzig,  QUETSCHEL. 
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Becensionen. 

Sturm,  Cours  d^analyse  de  Vecole  polytechnique.  Deuxieme  edition, 
revue  ei  corngee  par  E.  Prouhet.  Paris  18ß3— 1864. 
Am  18.  December  18&5  starb  Karl  Sturm,  der  Wissenschaft  viel  zn 
früh  entrissen.  Herr  P  r  o  n  h  e  t  hat  die  Verdienste  des  grossen  Mathematikers 
in  einem  kurzen  Nachrufe  geschildert,  welcher  auch  in  dieser  Zeitschrift 
Bd.  II,  S.  03—103  seine  Stelle  gefanden  hat.  Derselbe  Freund  des  Ver- 
storbenen hatte  noch  bei  dessen  Lebzeiten  von  ihm  selbst  den  ehrenden 
Auftrag  erhalten ,  die  Vorlesungen  über  Aualysis  und  Mechanik ,  welche 
den  Gegenstand  seines  Unterrichtes  an  der  polytechnischen  Schule  zu 
Paris  bildeten,  herauszugeben.  Der  Text  dieser  Vorlesungen  war  zu- 
nächst Ton  Schülern  niedergeschrieben  und  in  einer  kleinen  Anzahl  von 
antographirten  Exemplaren  dem  Gebrauche  an  der  Schule  unterbreitet 
worden.  Später  hatte  Sturm  den  Text  durchgesehen,  verbessert,  zum 
Theil  neu  redigirt  und  diese  Hefte  waren  es,  welche  von  1857  bis  1801  in 
4  annähernd  gleich  starken  Bänden  die  Presse  verliessen ;  die  beiden  ersten 
Bände  enthielten  die  Analysis ,  die  beiden  letzten  die  Mechanik.  Es  dauerte 
nicht  lange,  so  war  die  Analysis  vergriiGTen  und  Herr  Prouhet  hat  durch 
die  Veranstaltung  und  Besorgung  einer  zweiten,  wie  es  in  der  Vorrede 
heisst,  an  vielen  Stellen  verbesserten;Ausgabe  einem  wirklichen  Bedürfnisse 
abgeholfen.  Welcher  Art  diese  Verbesserungen  sind,  ob  sie  sich  einzig 
auf  Druck-  oder  Kechnungsfehler  bezichen,  welche  in  der  ersten  Auflage 
sich  eingeschlichen  hatten,  ob  Herr  Prouhet  sich  auch  anderweitige  Ver- 
änderungen erlaubt  hat,  darüber  zu  berichten  sieht  sich  Referent  ausser 
Stande ,  da  ihm  ein  Exemplar  der  ersten  Ausgabe  nicht  zur  Hand  ist.  Der 
vergleichende  Masstab  kann  daher  nicht  angelegt  werden ,  wie  es  sonst  bei 
Becensionen  zweiter  Auflagen  i^it  Recht  Gebrauch  zu  sein  pflegt.  Da  in- 
dessen die  erste  Auflage  des  Stürmischen  Werkes  in  dieser  Zeitschrift 
nicht  besprochen  wurde,  so  dürften  Bemerkuugetv  ^Vi^t  ^\^\v^\v\&  mxän^x- 
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liof;«ndnt    brlclnn  llNnrli?  Rucli  oline  toi  die  Verg^Ieiclutng  iiD*f*r6fi  Lestm    * 

nlclit  UTiivtllkointnon  jtinn. 

Muii  mögt!  wun  ziierstl  gestatten,  ohn€  Rtlckskbt  &iif  ein  btiBtimiüleE 
Werk,  «nscro  ADsicbteu  iiber  den  Unterschied  Auszusproehen,  welclier 
zwiuchf'ii  einem  Haudbuehe,  einnm  Le!u  buche  uird  oiiiom  Vorlefiiingshefte 
atatitiiid«!»  darf  und  &o1h  Darnfich  wird  die  FeHtslellung  unseres  UrtlidU 
tlber  ein  «peciellos  Werk  der  einen  öder  anderen  Gattung  um  eto  leichter 
sein.  Unter  einem  Unndbiiche  verstehen  wir  nicht  etwa  tln  handlicbes 
Buch,  sundern  vielmehr  ein  solches,  welches  allein  2ur  Hand  zu  haben  in 
allen  Fällen  jreniigen  solL  Das  Handbueh  wird  d&i^h«lb  in  der  Hegel  ein 
ziemlich  dickleibiges «  bündereiches  Opus  eein  mästen.  Hein  HauptTer- 
dienst  besteht  in  VoUständigkeit,  neben  welcher  Eleganz  und  Kinlieit  der 
Darstellung  2urüel|treten.  Ja»  es  wird  fast  zu  den  Voratigen  eines  Hand' 
buchs  in  diesem  Sinne  gerechnet  werden  müssen,  wenn  es  die  Binlieit  so 
weit  verleugnet,  dass  es  bei  der  Auseinnndersetssung  der  wichtigsten 
Lehren  und  Methoden  aich  so  irie!  ala  tnoglicU  an  die  Darstellnugsweise 
der  Erfinder  Anlehnt.  In  der  3f  athcmalik  sind  df^rartige  Handbücher  üb^- 
aus  selten  und  für  Dimeren tial'  und  Integriilrechnung  ist  wohl  seit  dem  so- 
ggna&nten  grossen  Lacroix  kein  eigentliche^^  Handbuch  erschienen^  so 
wUnschenswerth  es  auch  wäre,  ein  iihnliches  Buch  seu  besitzen,  welches  diD 
vielen  Errungenschaften  vereinigte  ,  durch  welche  die  Mathematik  iu  diesem 
Jahrhunderte  Ihr  Gebiet  erweiterte.  Yielloicht  daes  das  Bar  trän  d'Bche 
Werk,  wenn  es  erst  vollendet  seiu  wird,  diesem  Ziele  ifahe  konimi.  *St> 
selten  die  Handbücher  sind,  eben  so  häufig  wuchern  die  Lehrbücher  auf 
dem  Büchermarkte  und  jede  Messe  vermehrt  die  Zahl  derselben.  Ein  Lehr- 
buch soll,  möchten  wir  sagen,  etwa  die  Inhaltsanzeige  eines  Handbuches 
sein.  Auch  von  dem  Lehrbuche  verlangen  wir  eine  gewisse  Vollständig- 
keit, aber  in.  gedrängter  Form.  Kein  irgend  wesentliches  Capitel  aus  dem 
Bereiche  der  behandelten  Disciplin  soll  ganz  fehlen ,  aber  es  ist  nicht  noth- 
wendig,  dass  die  Auseinandersetzung  in  solcher  Ausführlichkeit  geschehe, 
dass  jeder  Leser  an  dem  Lehrbncbe  selbst  genug  habe.  Der  Leser  moss 
dazu  entweder  schon  selbst  wissenschaftliche  Keife  mitbringen ,  odor  neben 
dorn  Lehrbuche  den  Lehrer  besitzen ,  welcher  als  lebender  Commentar  ihm 
über  die  Schwierigkeiten  hinaubhilft,  die  das  Lehrbuch,  vermöge  seiner 
Kürze,  dem  Anfänger  darbietet.  Weil  das  Lehrbuch  aber  auch  dem  reifen 
Leser  in  der  genannten  Weise  als  compendiöso  Zusammenstellung  des 
Wichtigsten  dienen  soll,  so  verlangen  wir  von  demselben  vor  Allem  einen 
einheitlichen  Plan,  eine  logische  Ordnung  und  Aufeinanderfolge  nach  den 
Gegenständen,  nicht  etwa  nach  der  geringeren  oder  grösseren  Schwierig- 
keit. Man  muss  im  Stande  sein,  sich  rasch  und  leicht  zurechtzufinden. 
Endlich  drittens  giebt  es  Vorle.sungsheftc  über  einzelne  Disciplincn  und 
deren  rein  didaktischen  Zwecke  zufolge  werden  die  Anforderungen  an  die- 
selhoB  ^anz  anderer  Natur  sein,  als  an  die  vorgenannten  Schriften.     Was 
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kann  wohl  der  Lehrer  in  einem  einjährigen  oder  gar,  wie  es  an  vielen 
Universitäten  der  Fall  ist,  in  einem  halbjährigen  Cursus  von  4  bis  5  Stun- 
den wöchentlich  dem  grossen  Lehrgebiete  der  Diffeiontial«  und  Integral- 
rechnung gegenüber  leisten,  zumal  wenn  er  Anfänger  vor  sich  hat?  Es 
bleiben  ihm  nur  zwei  Möglichkeiten ,  entweder  Vielerlei  vorzutragen ,  aber 
jedes  Einzelne  nur  ganz  kurz  zu  behandeln  oder  sich  auf  verhältnissmässig 
Weniges  zu  beschränken  und  dieses  Wenige  den  Zuhörern  in  immer  neuer 
Form,  mit  neuen  Beweisgründen  versehen,  an  Beispielen  mannigfacher  Art 
erläutert  wieder  und  wieder  vorzuführen,  sodass  der  Schüler  nicht  blos 
das  Wissen,  sondern  die  Ueberzeugung  des  ihm  Vorgetragenen  erhält  und 
im  Stande  ist,  mit  dem  erworbenen  geistigen  Eigenthum  frei  schalten  zu 
können.  Bei  dieser  Alternative  scheint  uns  die  Entscheidung  für  die  zweite 
Lehrmethode  die  naturnothwendige.  Allerdings  wird  alsdann,  um  bei  dem 
Beispiele  der  Differential-  und  .Integralrechnung  stehen  zu  bleiben,  der 
Schüler ,  welcher  eine  in  unserem  Sinne  gesprochen  gute  Vorlesung  gehört 
hat,  nicht  Herr  des  ganzen  Stoffes  sein.  Er  wird  bei  einem  zweiten  guten 
Lehrer,  ja  bei  demselben  Lehrer  in  einem  anderen  Semester  die  Vor- 
lesung repetiren  können  und  ganz  neue  Themata  behandelt  finden.  Aber 
jedesmal  wird  er  wirklichen  Nutzen  von  der  Vorlesung  erlangt  haben ;  er 
wird,  gefesselt  von  der  Eleganz  der  Darstellung,  nicht  übermässig  ermüdet 
duich  geistige  Riesensprünge,  dem  Lehrer  gern  und  muthig  folgen,  er  wird 
das  Zeug  gewonnen  haben,  um  die  übergangenen  Dinge  ganz  allein  stu- 
diren  zu  können.  Damit  haben  wir  denn  auch  die  Anforderungen  ange- 
geben ,  welche  wir  an  das  Vorlesungsheft  stellen  zu  müssen  glauben.  Der 
Form  nach  soll  es  die  höchste  Eleganz  erstreben ,  dem  Inhalte  nach  soll  es 
dasmiffti/m,  non  multo  zur  Richtschnur  nehmen. 

Das  Werk,  welches  uns  in  diesem  Augenblicke  als  cours  d'atiaiyse  de 
fScole  poUjteehnique  in  zwei  Bänden  vorliegt,  ist  aber  in  der  That  ein  solches 
Vorlesnngsheft  über  Differential-  and  Integralrechnung  von  seltener  Vor- 
trefflichkeit und  seine  Bestimmung  zur  Benutzung  an  einer  polytechnischen 
Schule,  welche  für  diese  Vorlesungen  einen  längeren  Zeitraum  gestatten 
darf  als  die  Universität,  hat  es  zugleich  möglich  gemacht,  auch  dem  Um- 
fange des  behandelten  Stoffes  weniger  enge  Schranken  zu  ziehen.  Aller- 
dings vermisst  man  da  und  dort  Gegenstände,  deren  Betrachtung  man 
▼ielleicht  wünschen  würde.  Wir  bemerken  beispielsweise  von  solchen 
Untersuchungen ,  welche  im  ersten  Bande  ihre  rechtmässige  Stelle  gefun- 
den hätten:  die  Lag  rang  ersehe  Reihe,  ebenso  die  Reihe  yon  Bernoulli, 
die  Lehre  von  den  Doppeltangenten,  von  den  Asymptoten,  diejenigen 
Integral  formen ,  welche  unter  dem  Namen  Integralsinus  und  Integralcobinus 
sich  wenigstens  in  deutsche  Schriften  eingebürgert  haben;  wir  nennen  als 
ein  Capitel,  nach  welchem  man  im  zweiten  Bande  vergebens  sucht,  die 
ganze  Lehre  von  den  Fourier*schen  Reihen  und  Integralen,  ohne  welche 
die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  immer  vwxv  vcl  \s\».\^<^^- 
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lifirter  Woise  bc^hnüH^h  wcnlnn  kann;  wir  netincTi  ferner  hm  der  sonst 
5&i(^tn)icli  viilliitiiTiclrgnii  j)nrMcHtin|C  «l^T  MetUodcfi  xtir  AufKittilung  ditj»  W^- 
tli^s  hejitimmter  hitpg^ralc  die  Mctbodß  vt>u  DiricUIotf  welcho  im  We&«aV- 
HchiHi  darin  lösteht,  dass  man  mit  elnom  Factor  mattiplicift,  der  fius«0r- 
IiiiIIj  der  luie^rationsgreDson  Null  wird. 

Aber  dufür  ist  es  nucli  keiu  Lehrlmch,  welchea  ans  dargeboten  wird^ 
sondern  ein  Vorlcaongälieft.  Nicht  darüber  dürfen  wir  mit  deni  Verfasser 
recliteuT  was  er  wohl  aiiM  Maugot  an  Zeit  wegliess,  sondern  das^  was  er 
f^icbt,  Ist  der  Beurtlieilüng  zn  untersieheu  und  diese,  selbst  streng  gefithrt, 
braucht  Sturm*»  Werk  nicht  zu  ftircbten.  Klarheit  der  Auffassung,  Dar- 
sti'tluiig  eines  und  desselbeu  Gegen^ftandes  ron  Terschvedencn  Gesichts* 
punkten  aus,  Combination  analytiächer  und  geometrischer  Beweisfühmng, 
ein  dem  Lehrer  nicht  genug  anzuempfehlendes  Unterrichtsmittei ,  finden 
gkh  fast  in  allen  Capitelu.  Wir  können,  es  gleiclifatts  nur  lobend  aner- 
kennen und  als  Zeichen  didaktischer  Gewandtheit  hervorheben,  wenn  der 
Vorfd»ier  es  nieht  verschmäht,  einen  dem  Anfänger  fremdartigen  Gegen- 
stand  zuerst  durch  einen  ungenügenden  aber  leichten  Beweis  plausibel  %u 
machen,  aladann  die  Miingel  der  Beweisftihrung  Uervomubeben  nnd  einen 
Ktrengen  Beweis  folgen  zu  lassen.  Aber  freilich  liegt  darin  wieder  die  ße-  i 
st&tigun^  dessf^f  was  wiederholt  gesagt  wurde,  dass  wir  es  nicht  mit  einem 
Lehi'huche  scu  thnn  haben,  denn  in  einem  solchen  wäre  diese  aIlm4Hge 
Steigernng  der  Gewissbeit  tibel  angebracht.    Als  Beispiel  möge  die  Em-    1 

Wickelung  von  /im  ( 1  H j  =  e  Bd.  1,  8.  50  flgg.  angeführt  werden,  nnd 

im  zweiten  Bande  die  Lehre  von  den  homogenen,  sowie  von  den  linearen 
Differentialgleichnngen.  Es  würde  zu  weit  führen,  wenn  wir  ajle  die 
Partien  bezeichnen  wollten,  in  denen  die  Darstellung  besonders  gewandt 
und  überzeugend  ist.  Wir  wollen  nur  aus  dem  ersten  Bande  den  Satz 
nennen,  wornach,  wenn  f  {x}  in  eine  nach  den  ganzen  aufsteigenden  Po- 
tenzen von  X  fortschreitende  convergente  Reihe  entwickelt  werden  kann, 
diese  Reihe  von  der  Maclaurin'schen  nicht  verschieden  ist  (S.  105);  den 
Beweis,  dass  es  eine  Bogenlänge  irgend  einer  Curve  giebt,  dadurch  dass 

man  eine  Curve  Y  =  J/  1  +  (  t-J  annimmt,  deren  Fläche  mit  der  Bogen- 
länge übereinstimmt  (S.  197),  eine  Betrachtungsweise,  der  man  heute  nur 
selten  begegnet,  von  der  aber,  beiläufig  bemerkt,  schon  der  Holländer 
Van  Heuract  am  Anfang  des  17.  Jahrhunderts  Gebrauch  machte.  Wir 
erwähnen  aus  dem  zweiten  Bande  den  geometrischen  Nachweis,  dass  jede 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  ein  Integral  besitzt  (S.  57)  und  die 
daran  sich  anknüpfende  Lehre  vom  integrirenden  Factor;  ferner  die 
Capitel  54,  55,  5(5,  welche  der  Krümmung  der  Oberflächen  gewidmet  sind. 
Wir  wollen  endlich  wieder  aus  dem  ersten  Bande  (S.  300)  eine  kurze  Bo 
mcrkuDg  hier  anführen,  welche  wohl  verdient,  allgemein  berücksichtigt  zu 
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werden.  Sturm  sagt  nämlich  dort  mit  Recht,  das  Wort  inlegration  par 
parties  (theilweise  Integration)  lasse  den  Schüler  eher  alles  Andere  ver- 
muthen ,  als  was  diese  Methode  wirklich  ausmacht.  Man  solle  sie  integration 
par  facteurs  nennen,  das  Wort  sei  dem  Begriffe  wenigstens  einigermassen 
entsprechend. 

An  den  zweiten  Band  schliessen  sich  unter  dem  Namen  von  Noten 
noch  0  recht  dankenswerthe  kleine  Aufsätze  von  verschiedenen  Verfassern 
an.  Der  erste  von  Catalan  uniersucht  den  Werth  der  Binomialrcihe 
(l  +  o;)**  für  a:  =  +  1.  Die  zweite  Note  von  Despeyrous  lehrt  das 
Additionstheorem  elliptischer  Functionen.  In  der  dritten  Note  zeigt  Herr 
E.  Brassinne  die  Analogie  linearer  Differentialgleichungen  mit  algebra- 
ischen Gleichungen ,  insofern  es  sich  um  verschiedene  Gleichungen  handelt, 
welchen  eine  Anzahl  von  Integralen,  respective  von  Wurzelwerthen  ge- 
meinsam ist.  Die  vierte,  fünfte  und  sechste  Note  haben  Herren  Prouhet 
zum  Verfasser.  Sie  behandeln  l)  Eigenschaften  zweier  Curvon  jP  =  0, 
(^  =  0  soweit  sie  aus  der  combinirten  Gleichung  P+  Q  j/—l  =  0  abgeleitet 
werden  können;  3)  die  Bectification  von  Gurven,  deren  Fusspunktscurve 
gegeben  ist;  3)  die  Summation  von  Functionen,  deren  Argumente  in  arith- 
metischer Reihe  fortschreiten ,  mit  Hülfe  des  Integrals  der  Summe  der  ab- 
geleiteten Functionen. 

Beiden  Bänden  hat  der  Herausgeber  eine  nach  den  Paragraphen  des 
Werkes  fortschreitend  ausführliche  Analyse  beigefügt,  welche  dem  Schüler 
zum  Zwecke  der  Repetition  recht  gute  Dienste  leisten  mag ,  vorausgesetzt 
dass  er  früher  des  Inhaltes  sich  genügend  bemächtigt  hatte. 

Was  die  Ausstattung  des  Werkes  betrifft,  so  hat  man  alle  Ursache 
damit  zufrieden  zu  sein.  Druckfehler  sind  natürlich  bei  solcher  Menge  von 
Formeln  nicht  zu  vermeiden  und  eine  Anzahl  derselben  ist  auch  bereits  in 

p« 
einem  Verzeichnisse  angegeben.    Andere,  wie  Bd.  I  S.  222  Z.  12  —  --t statt 

—  ^;  Bd.  II,  8.  80,  Z.  3  e^*  statt  c«'*;  8.  102,  Z.  18  Constants  statt  on- 

stants;  8.  107,  Z.  9  c^. . .  c^  statt  C^.. .  CU;  8.  328,  Z.  10  jdy}^l  —  a?  statt 

täx^T^a?   wird    der   aufmerksame   Leser    leicht    selbst   verbessern. 

Dringend  ist  nur  etwa  in  einer  späteren  Auflage  die  Correctur  der  Figur  77 
auf  8.  374  des  ersten  Bandes,  bei  welcher  die  Stücke  OA  und  OB  der  Ab- 
scissen-  und  Ordinatenaxe  einander  gleich  sein  müssen. 

Cantob. 
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I  i  c  b  0  r  G  r  b  i  1 H  Ci  FcstNchnft  dös  IJon&ogl.  lieft) gynififtdiomB  »ar 
2&jllling«fn  .ttib^lfeier  der  Hegiorung  des  Uerzogi  Adolf  zu  N^siav* 
Wiesbaden  1864* 
Dpr  CieJankc,  \'oa  welchem  der  Herr  Verfasaer  in  aoineruur  !-!  Quiirt- 
üflitrn  grossen,  nbn*  Uuaserst  interessaaten  AbUandlung  Gebraiicb  inathl^ 
Ut  in  Kürzen  ftilgoiider.  Seit  Moebius  undPlückcr  Punkt*  und  Eben  cd- 
eoöfdinaten  m  die  analytische  Geometrie  eingeführt  haben,  iat  die  Anf- 
Blfllujng  duaiistiich  ^usauiUTCohMtigander  Sätse  überaus  leicht  geworden, 
indr.ni  jx^de  homogeoD  Gleichung  zwischen  4  Variabein  or,  jf,  f ,  u  ein  solchei 
Slttxejjaar  Itefeni  mnas,  je  nach  der  Bedeutung,  welche  man  diesen  Ce- 
^  ordln&ten  beilegt.  Mit  anderen  Worten:  die  Methode  doppelter  Inter^ 
prctation  einer  nnd  derselben  GlejcUnng  liefert  zwei  SJitise  statt  eines  ein* 
9£ig<'n  und  2war  einander  entsprechende  Süt^e,  welche  man  deshalb  reci- 
jirok  öder  dualistigch  zusammenhängend  nennt.  Herr  Unverzagt  stellte 
steh  nnn  die  Aufgabe,  diesen  Gedanken  in  die  Projectionälehre  an  über- 
trttg(^u ;  fff  suchte  projectivische  Elemente,  welch©  als  Projectionen  von  vcr- 
ffcbiHdfsiieu  GebitdeUf  aiiio  etwa  gleichzeitig  als  Projeetionen  eines  Pnnktes, 
einer  Geraden  und  einer  Ebene  betrachtet  werden  können.  Er  fand  diese 
Eh^mfiutc  In  drei  in  gerader  Litilo  in  der  Bildebene  liegenden  Punkten: 
dem  Hpnrpunkte,  dem  Fusapunkte  nnd  dem  Htihenpuakte,  Geht  nämlich 
die  Gerade  a  dureh  d^n  Punkt  %  der  Bildebene,  so  heisst  dieser  Punkt  der 
Spurpunkt.  Wird  der  Punkt  a  der  Geraden  durch  Parallel-  oder  Central- 
projection  nach  dem  Punkte  at  der  Bildebene  projicirt,  so  heisst  Ot  der  Fass- 
punkt. Wird  endlich  die  Länge  a  ai  in  die  Richtung  der  o^  ai  auf  die  Bild- 
ebene umgeklappt,  als  ai  at,  so  heisst  at  der  Höhepunkt,  welcher  jenseits 
CL^  ttf  oder  zwischen  beide  Punkte  fällt,  je  nachdem  a  über  oder  unter  der 
Bildebene  liegt.  Die  drei  Punkte  bestimmen  also  1)  die  Gerade  a,  2)  den 
Punkt  a,  3)  die  Ebene  A^  welche  durch  a  gelegt  mit  der  Bildebene  den  Neig- 
ungswinkel a  Oq  ai  einschliesst.  Folglich  können  die  Punkte  Oo,  ai,  at  als 
Projeetionen  der  drei  genannten  Raumgebilde  aufgefasst  werden  und  von 
Eigenschaften  solcher  Projectionspunkte  kann  man  Rückschlüsse  dreierlei 
Gattung  machen;  man  wird  nicht  blos  dual,  sondern  ternär  zusammen- 
hangende Sätze  erhalten.  Wie  dieser  Gedanke  zur  Durchführung  kommt, 
dafür  müssen  wir  auf  die  Abhandlung  selbst  verweisen,  deren  an  sich  sehr 
conciso  Darstellung  kaum  einen  noch  kürzeren  Auszug  gestattet.  Der  Herr 
Verfasser  wird  sich  gewiss  keiner  undankbaren  Mühe  unterziehen,  wenn 
er  den  Gegenstand  noch  weiter  bearbeitet  und  die  Veröffentlichung  alsdann 
in  einer  dem  mathematischen  Publikum  leichter  zugänglichen  Weise,  als 
eines  immerhin  wenig  verbreiteten  Programms  veranstaltet. 

Cantok. 
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Smoll»  lieber  Galilei  als  Begründer  der  mechanischen  Physik 
nnd  über  die  Methode  desselben.  Qratalationsschrift  zum 
fünfzigjährigen  Doctorjiibilfiam  des  Geh.  Hofrath  Goettling. 
Jena  1864. 
Dieses  18  Quartseiten  starke  Programm  beschäftigt  sich  auf  den  12 
ersten  Seiten  mit  der  Frage,  inwiefern  die  mechanische  Physik  als  Er- 
fahrnngswissenschaft  betrachtet  werden  kann,  and  prüft  die  darüber  aus- 
gesprochene Meinung  an  den  Beispielen  grosser  Physiker,  wie  Hughens, 
Newton,  Fresnel.  Herr  Snell  ist  nämlich  der  Ansicht,  der  Weg  mecha- 
nisch-physikalischer Forschung  sei  folgender  (8.  12  u.  13):  Zuerst  kommen 
▼orläufige  Versuche  und  Beobachtungen,  welche  die  Natur  und  Art  einer 
Classe  von  Erscheinungen  im  Allgemeinen  feststellen,  welche  auf  diejenige 
Region  unseres  apriorischen  Wissens  hinweisen ,  in  welcher  muthmasslich 
die  Gesetze  dieser  Classe  von  Erscheinungen  liegen.  Der  zweite  Act  ist 
der  mathematischen  Bearbeitung  dieser  Region  gewidmet  und  hier  sieht 
man  Ton  allem  Thatsächlichen  ab.  Endlich  drittens  treten  die  auf  genaue 
Maassbestimmungen  aller  Art  gerichteten  exacten  Experimente  ein,  welche 
nun  zeigen  müssen  erstens,  ob  die  vermuthete  Region  unseres  apriorischen 
Wisseus  die  richtige  war  und  die  entwickelten  Gesetze  in  dem  zu  erfor- 
schenden Erfahrungsgebiet  angetroffen  werden  und  zweitens,  wie  gross  die 
in  dem  Gesetz  nothwendig  vorkommenden  und  für  das  Gesetz  als  solches 
zufälligen  empirischen  Coustanten  sind.  Diese  dreifache  ThKtigkeit,  deren 
Reihenfolge  wir  vollständig  als  die  richtige  anerkennen,  kann  man  wohl 
kürzer  bezeichnen,  als  vorläufige  Induction,  daran  anknüpfende  Deduction 
and  experimentelle  Prüfung.  Um  so  weniger  können  wir  damit  überein- 
stimmen ,  wenn  der  Herr  Verfasser  unmittelbar  nachher  (8. 14)  dagegen 
polemisirt,  dass  die  naturwissenschaftliche  Methode  eine  indnctive  sei. 
Denn  eine  Methode,  welche  mit  Induction  beginnt,  ist  eben  eine  inductivo 
und  die  richtige  Deduction  hängt  zwar  nicht  davon  ab,  hat  aber  ihren 
praktischen  Wcrth  doch  nur,  wenn  jene  Induction  richtig  war.  Die  0  letzten 
Seiten  enthalten  eine  Darstellung  von  Galilei's  Ableitung  der  Fallgesetze, 
wobei  wir  leider  jedes  Citat  vermissen,  welches  dem  Laien  im  Gebiete 
historischer  Forschung  die  Controle  des  behaupteten  Entwickelungsganges 
ermöglichte.  Der  Fachmann  weiss  allerdings,  dass  diese  Untersuchungen 
in  den  Discorsi  e  dimosirazioni  malematiche  inlorno  a  due  nuove  scienze  allenenti 
aila  Meccmica  ei  ai  Movitnenti  locali  sich  finden,  wo  sie  den  Gegenstand  der 
Unterredung  von8alviati,  8agredo  und  Simplicius  bilden,  derselben 
Personen,  welche  auch  die  Redner  in  den  für  Galilei*s  Geschicke  so  ver- 
hängnissvollen Dialogen  über  das  Weltsystem  sind.  Allein  für  den  Fach- 
mann ist  überhaupt  das  ganze  Programm  offenbar  nicht  bestimmt,  wie  aus 
der  fast  breit  zu  nennenden  populären  Schreibweise  hervorgeht. 

Cantor. 
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Die  Elemente  der  FlajiiiiieFtrie,  Ftir  den  Sclmlgoliriiuch  bearbeitet  von 
lir.»  IIeumakk  W£iBS£:KBOkN ,  Lobror  um  Uenl^yrntiasium  zq 
Eisenach.    Nebat  H  Figureötafeln,    lUUc»  IL  W.  Scbmidt.  \m\. 

Der  VerfAfiscr  bat  sieb  zur  Herausgabe  des  vorliOgenUcn  Ditcbes  piiU 
»cblosscDf  weil  er  unter  den  Ihm  bckunuteo  Lebrbticbem  der  Plafiiinctric 
kdtiB  fmdeti  konnte^  welcbes  er  glaubte  mit  wirkliebem  Nut^Eeu  scitieiii 
Unturncbte  su  Grunde  Legen  su  können,  Entweder  nämlicb  baben  dieiie 
Uücber  eine  unwisseaschaftlicbCf  nur  auf  Strenge  der  BeweigfUhrnng  Ge- 
wicbt  legende  Anordnung,  oder,  wenn  sie  diesen  Febler  vermeiden,  so  sind 
sin  nach  der  genGtiscb'beuristiscbeii  Methode  verfasst.  liiese  aber  halt  der 
Vurfasser  nacb  seinen  Erfahrungen  beim  Uuterriclite  von  Anfängern  für 
un^weckmäsaig.  Entweder  nämlicb,  so  argnmentirt  er,  ist  die  gansB  Me- 
tb«dü  nur  Schein,  der  Lehier  kitet  durch  seine  Fragen  und  Bemerkungen 
den  Scbüler  su  dem  gcwiin^ebten  Ziele  hin,  das  wird  der  Schüler  bald 
m(*rkeu  und  wituschcni  man  möge  ihm  lieber  gleich  das  liesnltat  mittbeilen, 
da  G«  JedeufaHs  leichter  sei.,  die  Kicbti^keit  eines  Satzes  zu  beweisen ,  als 
den  bu^chwerlicben  Weg  zur  Entdeekuii^  deisäülben  zurilek^u legen.  Oder 
man  lasst  wirklieb  den  Scbüler  äclbststiindig  die  verschiedenen  Sätze  findeu- 
Dieses  kaun  auf  drei  Arten  geschoben.  Man  könnte  den  SebUler  j^den  nur 
möglichen  Weg  verfolgen  lasäcn,  damit  er  entweder  ein  brauchbares  Eo- 
sultat  liude,  oder  s^u  dor  Erkenutuiss  gelange,  dass  auf  diesem  Wege  kein 
9olcbiäs  SU  erreichen  sei*  Dieses  wdrde  jedenfalls  eiue  arge  Zeitvergeuduitg 
sein.  Man  wird  desbalb  in  der  liegt^l  den  Scbüler  von  unfruchtbaren  Unter- 
sucbungen  abhalten.  Zu  dem  Zwecke  kann  man  ihm  nun  deutlich  machen, 
warum  ein  bestimmter  Weg  zu  keinem  Ziele  führt,  ein  Verfahren,  das 
wohl  gleichfalls  zu  zeitraubend  ist;  daher  wird  man  sich  meist  mit  dem 
blosen  Abmahnen  Ton  der  Betretung  unfruchtbarer  Wege  begnügen,  wobei 
aber  wieder  ein  grosser  Theil  des  beabsichtigten  Nutzens  der  Methode  ver- 
loren geht.  Die  genetisch  -  heuristische  Methode  hat  aber  auch  noch  die 
Nachtheile,  dass  sie  dem  Hange  der  Jugend  zu  planlosem  Beden  Vorschub 
leistet  und  in  dem  Schüler  den  Dünkel  erzeugt,  als  könne  er  bereits  durch 
Entdeckungen  die  Wissenschaft  bereichern. 

Diese  Bemerkungen  haben  uns  überrascht;  wir  haben  es  ftir  eine  ab- 
gethane  Sache  gehalten,  dass  der  Unterricht  in  der  Geometrie  nach  der 
genetischen  Methode  erfolgen  solle,  damit  der  Schüler  die  Freude  des  Auf- 
findens  der  einzelnen  Sätze  mit  geniesse  und  einsehe,  warum  gerade  diese 
Sätze  und  Probleme  an  jeder  bestimmten  Stelle  zur  Sprache  kommen. 
Heuristisch  in  dem  Sinne,  dass  man  den  Schüler  jeden  Weg,  auch  wenn 
es  ein  Irrweg  wäre,  gehen  lässt,  ohne  durch  eine  berichtigende  Bemerkung 
einzugreifen  in  seinen  Gedankengang,  soll  natürlich  das  Verfahren  nicht 
sein.  Die  Gedanken  der  Schüler  auf  der  richtigen  Fährte  zu  erhalten,  sie 
nicht  von  dem  vorgesetzten  Ziele  abschweifen  zu  lassen ,  das  ist  eben  die 
Pflicht  des  Lehrers.    Planlosem  Geschwätz  dürfte  übrigens  der  geometrische 


Liieratnrzeitang.  113 


*^^^yVli^l^>VX^^^X^^>'^^S^i^^^ 


Unterricht  bei  weitem  weniger  Vorschub  leisten ,  als  jeder  andere  Zweig 
des  Unterrichts,  bei  welchem  der  Lehrer  die  Selbstthätigkoit  der  Schüler 
SU  wecken  weiss;  der  Gegenstand  selbst,  die  Sicherheit  und  Strenge  des 
geometrischen  Gedankenganges ,  sind  dem  entgegen.  Dass  aus  der  Stär- 
kung der  eigenen  geistigen  Kraft  und  ans  dem  wachsenden  Vertrauen  auf 
dieselbe  eine  so  arge  Selbstüberhebung  des  Schülers  die  Folge  sein  müsse, 
wie  der  Verfasser  meint,  darf  wohl  billig  bezweifelt  werden;  wäre  dies 
wahr,  so  bliebe  Nichts  weiter  übrig,  als  die  Schüler  soweit  als  nur  möglich 
durch  die  Unterrichtsmethode  unfähig  s^u  selbstständigem  Denken  zu 
machen*  Vereinzelte  Erscheinungen  dürfen  hier  nicht  als  allgemeine  Norm 
genommen  werden.  Wir  wollen  uns  mit  diesen  Gegenbemerkungen  begnü- 
gen, da  wir  es  ja  nicht  mit  der  Discussion  über  die  beste  Art  des  geo- 
metrischen Unterrichts,  sondern  nur  mit  der  Form  zu  thnn  haben,  in  der 
das  vorliegende  Lehrbuch  verfasst  ist.  Und  wir  glauben ,  dass  auch  bei 
einem  genetischen  Gange  des  mündlichen  Unterrichts  ein  Lehrbuch  in  dog- 
matischer Form,  wenn  es  nur  sonst  entsprechend  ist,  recht  gute  Dienste 
leisten  kann.  Mit  einem  solchen  in  dogmatischer  Form  verfassten  Lehr- 
bnehe  haben  wir  es  aber,  nach  der  Absicht  des  Verfassers,  hier  zu  thun. 

Die  ganze  Schrift  zerfällt  in  eine  Einleitung,  zwei  Bücher  und  einen 
Anhang. 

In  der  Einleitung  giebt  der  Verfasser  zunächst  eine  Reihe  von  Er- 
klärungen über  die  Aufgabe  und  die  Objecto  der  Geometrie ,  ferner  über 
die  Form  der  geometrischen  Definitionen,  Lehrsätze,  Beweise,  Aufgaben 
und  Forderuiigssätze ,  die  etwas  breiter  sind,  als  man  bei  dogmatischer 
Darstellung  sonst  gewohnt  ist.  Die  Zahl  der  Postnlate  oder  Forderungs- 
sätze, wie  der  Verfasser  überall  verdeutscht,  beträgt  neun,  während  Euklid 
sich  mit  dreien  begnügt.  Als  ein  methodischer  Verstoss  ist  es  zu  bezeich- 
nen, dass  einige  der  Postulate  sich  auf  den  Kreis  beziehen,  der  erst  später 
bei  Erwähnung  des  Zirkels  als  des  zu  seiner  Gonstruction  dienenden  In- 
strumentes seine  Erklärung  findet.  Nicht  zu  billigen  ist  es  ferner,  dass 
ausser  den  beiden  Instrumenten ,  deren  sich  die  Alten  bedienten ,  Lineal 
und  Zirkel,*  auch  noch  das  rechtwinklige  Dreieck  erwähnt  wird;  mit  dem- 
selben Fug  und  Becht  hätten  auch  Parallellineal  und  Transporteur  mit 
aufgeführt  werden  können. 

Das  erste  Buch  behandelt  die  Lehre  von  der  Geraden  und 
von  den  geradlinigen  Figuren;  dasselbe  zerfällt  wieder  in  drei  Ab- 
schnitte, deren  erster  die  Lehre  von  der  Geraden  zum  Gegenstände 
bat*  An  der  Spitze  dieses  Abschnittes,  welcher  in  besonderen  Kapiteln  der 
Reihe  nach  eine,  zwei,  drei,  vier  oder  mehr  Gerade  betrachtet,  steht  son- 
derbarer Weise  eine  genetische  Erklärung  der  geraden  Linie,  dann 
folgen  einige  „Grundsätze'^  Von  denen  dio  zwei  ersten  identisch  sind  mit 
den  beiden  ersten  Postulaton  Euklid's;  diese  beiden  Sätze  sind  aber  auch 
in  der  That  „Postulate",  denn  sie  drücken  die  Möglichkeit  einer  Con- 
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icium  auK.  Aut^li  4«r  Satx  in  §,  IQt  T^Dio  g^rtide  Linie  ist  ^er  kürveAto 
'Weg  Kwbcljoij  ti*oi  Punkten**  bat  eine  faUchß  BeÄciclinutig,'  er  ist  k^in 
(ifundsatz,  wie  der  Y6ifR«j$«r  schreibt,  soEtderu  ein  LebrsRti,  der  ab 
#o1eUer  ftf^Bich  erst  naeli  der  Behandlung  des  gl^ichsicIienkHgen  Drei  eck  ea 
bewiüsen  werden  kaDn,  fm  wetteren  Verlaufe  der  JJarsteUuug  tritt  dann 
d«r  Begriff  der  Riehttifig  ab  nin  fundameitUter  aaf,  ohne  dass  dieser 
früher  nh  solcher  Erwälmung  gefunden  hätte-  Der  Winkel  wird  ab  der 
llicbtungsunterschied  awen^r  Ueraden  delinirt  und  weiterbiii  in  der  Paral- 
lelentheorie  wird  eine  Etchtting  toh  der  andern  snbtrablrt  und  dadurch  die 
Gleichheit  der  Gegertwjnkcl  bewiesen,  [«t  es  aber  webl  wissenäcbnftlkh 
statthat^ f  mit  einem  Etwa»  au  rechnen «  von  dem  nicht  einmal  dargethan 
werden  ist,  da^  man  es  überbanpt  als  eine  Quantität  auffafisen  darf?  Mnsa 
ojcUt,  bevor  man  rechnett  wenigstena  die  theoretische  Möglichkeit  einer 
Kessnngf  eine  tbeoretiüche  Einheit  festgestellt  werden  V  Sieher  kann  man 
sieb  Nichts  denken  nnter  den  Worten:  ,,Eine  Hichtung  ist  doppelt  so  grosfi 
als  eine  andere*'*  Daraus  geht  aber  hervor,  dass  die  Hiehtung  gar  keine 
Qnnntität  ist;  sonacb  darf  man  auch  nicht  mit  lücbtnugen  rechnen.  Wohl 
aber  Ut  der  sogenannt«  Klchtnngsunterschied  eine  Quantität« 

Der  zweite  Abschnitt  euthült  die  Lehre  von  den. geradlinigen 
Figuren  rucksichtlicb  ihrer  Gestalt  und  verfällt  in  zwei  Kapitel^ 
welche  vom  Dreieck  und  vom  Vier-  und  Vieleck  bandeln.  Zunltchat  wird 
das  Dreieck  ^,nacb  seinen  Bestandtheilen**  ahgebandeltf  d.  b>  ea  werden  die 
Siltiijf*,  ueK'ho  sich  auf  die  Seiten  nml  Winkel  eines  Dreieckes  belieben» 
darchgenommen.  Wir  begegnen  hier  mehrmals  einer  eigentbtimlicheu,  und 
wir  können  nicht  gerade  sagen  sehr  glücklichen  Verwendung  der  geo* 
metrischen  Terminologie.  §.  63  enthält  die  angebliche  „Erklärung'* :  Das 
Dreieck  ist  die  einfachste  geradlinige  Figur,  welche  einen  Theil  der  Ebene 
vollständig  begrenzt.  Es  ist  daher  von  allen  geradlinigen  Figuren  zuerst 
zu  betrachten.  §.  64  giebt  die  folgende  „Erklärung** :  An  jedem  Dreiecke 
sind  sechs  Stücke  zu  unterscheiden,  nämlich :  drei  Seiten  und  drei  Winkel. 
Noch  sonderbarer  nimmt  es  sich  aber  ans,  wenn  in  §.65  die  Bemerkung: 
„In  den  folgenden  drei  Paragraphen  sollen  die  Eigenschaften- eines  Drei- 
eckes rUcksichtlich  seiner  Seiten  betrachtet  werden"  auch  als  eine  „Er- 
klärung** aufgeführt  wird.  —  Sodann  wird  die  Congruenz  der  Dreiecke 
besprochen,  welche  in  einen  Abschnitt,  der  die  Lehre  von  den  geradlinigen 
Figuren  „rücksichtlich  ihrer  Gestalt"  zum  Gegenstande  hat,  unbedingt 
nicht  gehört.  Beim  Beweise  der  Congruenzsätze,  welche  übrigens  sehr 
sorgfältig  abgehandelt  sind,  wird  (§.  87)  auch  von  dem  Satze  Gebrauch  ge- 
macht, dass  eine  Gerade  einen  Kreis  in  nicht  mehr  als  zwei  Punkten 
schneiden  kann,  ein  Satz,  dessen  Beweis  erst  der  §.  210  enthält.  Nach  den 
Congruenzsätzen  folgt  eine  Reihe  von  Sätzen  und  Aufgaben,  die  sich  durch 
die  Congruenzsätze  beweisen,  beziehentlich  auflösen  lassen.  Endlich  ent- 
hält dasselbe  Kapitel  auch  noch  die  Lehre  von  der  Aehnlichkeit  der  Drei 
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eeke.  An  der  Spitse  steht  eine  Deduction,  bestimmt,  den  Begriff  der  Aehn- 
liehkeit  abzuleiten ,  der  dann  in  der  Form  ausgesprochen  wird :  Von  zwei 
Dreiecken  AB' C.ABC  (oder  Figuren  A  B^C  1/ Ef,  ÄBCDE),  in  welchen 
jede  zwei  Seiten  des  einen  dasselbe  Verhältniss  zu  einander  haben ,  wie 
zwei  Seiten  des  andern,  und  in  welchen  die  Winkel  in  derselben  Reihen- 
folge einander  gleich  sind ,  sagt  man :  „die  Dreiecke  (oder  Figuren)  sind 
einander  ähnlich.*'  \  Das  ist  freilich  in  etwas  weitläufigerer  Form  dieselbe 
Definition,  die  der  Altmeister  Euklid  an  die  Spitze  des  sechsten  Buches 
seiner  Elemente  gestellt  hat,  aber  unzählige  Male  ist  darauf  aufmerksam 
gemacht  worden,  dass  diese  Definition  unstatthaft  ist,  weil  sie  mehr  Be- 
stimmungen enthält,  ak  nöthig  sind  und  Folge  dessen  einen  Lehrsatz  in 
sieh  schliesst. 

Das  zweite  Kapitel  behandelt  nur  die  Hauptsätze  über  Winkel,  Seiten 
und  Diagonalen  der  Vierecke,  deren  Eintheilung  und  Terminologie,  femer 
die  Diagonalenanzahl  und  Winkelsumme  der  Polygone  und  gedenkt  noch 
in  einem ,  etwa  eine  halbe  Seite  in  Anspruch  nehmenden  Paragraphen  der 
Oongruenz  und  Aehnlichkeit  der  Vielecke.  Als  „Grundsätze"  werden  hier 
folgende  zwei  Sätze  aufgeführt:  zwei  Vielecke  sind  oongruent,  wenn  die 
Dreiecke,  in  welche  sie  sich  durch  Diagonalen  zerlegen  lassen,  in  beiden 
in  derselben  Reihenfolge  congruent  sind,  und  zwei  Vielecke  sind  ähnlich, 
wenn  die  Dreiecke ,  in  welche  sie  sich  durch  Diagonalen  zerlegen  lassen, 
in  beiden  in  derselben  Reihenfolge  congruent  sind,  und  zwei  Vielecke  sind 
ahnlich ,  wenn  die  Dreiecke ,  in  welche  sie  sich  durch  Diagonalen  zerlegen 
lassen,  in  beiden  in  derselben  Reihenfolge  ähnlich  sind.  Ausser  einigen 
Beispielen  findet  sich  sonst  hier  Nichts  weiter  über  Congmenz  und  Aehn- 
lichkeit der  Polygone. 

Im  dritten  Abschnitte  wird  die  Lehre  von  den  geradlinigen 
Figuren  rticksichtlich  ihrer  Grösse  abgehandelt.  Zunächst  wird 
die  Vergleichung  und  Ausmessung  der  Flächen  geradliniger  Figuren  ge- 
lehrt; wir  wollen  dabei  anführen,  dass  die  Regel  für  die  Fläcbenberech- 
nung  der  Rechtecke  durch  Zerlegung  in  Quadrate  abgeleitet  wird ,  ein  Ver- 
fahren, gegen  das  wir  übrigens  Nichts  zu  erinnern  haben.  Bei  einer 
strengen  Ableitung  muss  dann  die  Regel  für  den  Fall,  dass  die  Seiten 
incommensurabcl  sind ,  durch  die  Eedtictio  ad  absurdum  verificirt  werden. 
Der  Verfasser  hat  indessen  die  Betrachtung  incommensurabler  Grössen  aus 
seinem  Buche  ausgeschlossen ,  weil  —  und  er  hat  darin  wohl  nicht  unrecht 
—  dieser  Gegenstand  für  den  Anfänger  zu  schwierig  ist.  •  Demnächst  folgt 
der  Pythagorische  Lehrsatz  und  verschiedene  Anwendungen  derselben. 

Das  zweite  Buch  behandelt  die  Lehre  vom  Kreis  und  zerfallt 
in  zwei  Abschnitte ,  welche  die  Ueberschriften  führen:  der  Kreis  nach 
Lage  und  Gestalt  und  der  Kreis  nach  Grösse.  Im  ersten  Ab- 
schnitte werden  der  Reihe  nach  1)  der  Kreis  für  sich  (fast  nur  Definitionen) ; 
2)  Kreis,  Gerade  und  Winkel  (Sehnen  und  Tangenten,   Peripherie-  und 
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Centriwlnkol)  j  S)  Kreia  und  Vieleck  in  besonderen  Kapiteln  betrachtet.  Im 
lotiston  Kapitel  wird  auch  die  Berechnung  der  Seiten  der  ein-  und  Qtnge- 
scliriebcneu  Vielecke  ven  doppelter  Beitcnzahl  aus  denen  voo  einfacher 
Seitenzahl  gelehrt^  was  als  Vorbereitung  zum  zweiten  Abschnitte  dient, 
welcher  In  swei  Kapiteln  die  Hectification  und  Quadratur  dcg  Kreises  aus* 
eiuaudersetsfit. 

Der  Anhang  enthält  noch  eine  grosse  Anzahl  Aufgaben  und  zwar: 
1)  Lehrsfitse  s&u  beweisen;  2)  Constructionsnufgaben  nebst  Angabe  der 
Parthien  des  Buches,  mit  deneu  «ie  im  Zusammenhange  stehen. 

Die  Darstelhin^  i»t  sehr  ansführlich,  weitlJLufiger  als  im  Allgemeinen 
nethig  war*  Nicht  4*ellen  treffen  wir  auf  Dednctiouen ,  die  in  einem  degma- 
tiach  abgcf aasten  Lehr  buche  sich  fremdartig  ausnehmen;  Bemerkungen,  die 
beim  mündlichen  Unterrichte  ganz  gut  sitid^  die  man  aber  deshalb  noch 
nicht  drucken  lässt.  Lobenswert h  ist  die  Conseqnenz  in  der  Bes&iebung: 
Punkte  werden  mit  grossen»  Strecken  mit  kleinen  lateinischen,  Winkel  mit 
kleinea  griechischen  BuchätAhen  beseichnet»  Das  Handwerkszeug  der 
dogmatischen  Methode  hat  der  Verfasser  mög liehst  pedantisch  zur  Schau 
gestellt^  keine  Bemerkung  ohne  die  UelierschrifL  „Grundsatz"  oder  ^^r- 
klärung**  a,  a.  w.  Wie  der  Verfasser  diefie  Termini  anwendet,  davon  habea 
wir  einige  Beispiele  schon  angeführt.  Was  ein  solches  Verfahren  tüs 
f^utzen  stiften  soll,  vermögen  wir  nicht  einzusehen* 

Nach  unserer  Meinung  hat  der  Verfasser  ein  Buch  geliefert,  wie  er 
68  für  seine  Zwecke  mit  Rücksicht  auf  seine  eigene  Individaalität  eben 
braucht;  es  mag  da  auch  ganz  gute  Dienste  leisten.  Vorzüge,  die  es  f&r 
Andere  empfehlenswerth  machten,  oder  die  für  die  mancherlei  Mängel  in 
demselben  entschädigen  könnten  ,  haben  wir  nicht  darin  entdecken  können. 

Leipzig.  Gretschel. 
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